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Abstract 
Weibull distribution is one of the common random variable distributions in reliability science and 
engineering. Despite the fact that log-linearizing the nonlinear reliability function with Weibull 
distribution contributes to solving the Weibull parameters, the precision of parameter estimation 
is reduced. Thus, a method by combining Taylor series expansion and least square method is pro-
posed to improve fitting precision of the Weibull distribution. Contrastive analyses on Taylor se-
ries expansion-least square method, common least square method and weighted least square me-
thod are conducted to access the fitting effects via numerical simulation and calculation. The re-
sults show that the proposed method can reduce the Weibull curve fitting error effectively and 
thus can be reference for reliability test. 
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摘  要 

威布尔分布是可靠性科学和工程中常用的随机变量分布之一。将具有威布尔分布的非线性可靠度函数对

数线性化，可方便威布尔参数的求解，但却降低了参数估计的精度。针对这个问题，提出了应用泰勒级

数展开结合最小二乘法提高威布尔分布的拟合精度。通过数值模拟和实例计算，对比分析了泰勒级数展

开–最小二乘法与普通最小二乘法及其加权处理的拟合效果。结果表明，该方法可以有效降低威布尔曲

线拟合的误差，为可靠性试验提供参考。 
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1. 引言 

二参数威布尔分布模型广泛应用于机械零部件比如滚动轴承的故障诊断或寿命预测。考虑到产量与

成本的因素，如何利用小样本的产品失效试验数据尽可能精确地估计出威布尔参数，成为当前可靠性研

究的热点之一[1]。 
常用的威布尔分布参数估计方法包括极大似然估计和线性化最小二乘法，其中后者由于计算简便直

观而广泛应用于工程实践中，但估计精度不高。为提高线性化最小二乘法估计威布尔参数的精度，可以

变换威布尔参数估计的方向[2] [3]，这主要是由于单方向的参数估计只考虑了单个方向的坐标误差。另一

思路认为在非线性回归模型转化为线性模型时，模型中随机变量的分布特征会改变，不再满足

Gauss-Markov 假定，从而影响线性最小二乘法估计的精度[4]。因此，该思路通常对普通最小二乘法进行

加权处理，如经典的 Bergman 加权最小二乘法[5]。然而，加权最小二乘法需要可靠度的估计值与实际值

相差足够小，这样才能保证误差模型的转换成立。因此加权最小二乘法在小样本的情况下并非最佳。 
本文从误差模型的角度切入，提出运用泰勒级数展开—最小二乘法(Taylor Series Expansion-Ordinary 

Least Squares Estimation, TSE-OLS) [6]来估计威布尔分布参数，利用 Monte-Carlo 方法考察完全失效数据

的拟合效果，并通过实例计算分析 TSE-OLS 对比普通最小二乘法估计(Ordinary Least Squares Estimation, 
OLSE)及加权最小二乘法估计(Weighted Least Squares Estimation, WLSE) [5]的优点。 

2. 精度问题的提出 

一般地，威布尔分布最小二乘法估计采取反变换法。威布尔分布的累积分布函数有如下形式： 

( ) 1 e
t

F t

β

η
 

− 
 = −                                     (1) 

如果 F(t)代表失效概率，则可靠度 R(t)可表示为 

( ) ( )1 e
t

R t F t

β

η
 

− 
 = − =                                  (2) 

对等式两边取两次对数将其线性化为 

( )
1ln ln ln lnt

R t
β β η

  
= −      

                               (3) 
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令
( )
1ln lnY

R t
  

=       
， lnX t= ， b β= ， lna β η= − ，从而将(3)式表示成一元线性回归模型的形

式： 

Y a bX e= + +                                      (4) 

其中，e 为随机误差。将故障间隔时间或失效时间数据从小到大排序 1 2 nt t t≤ ≤ ≤  (n 为可靠性试验的

样本量)，因此新的回归模型的自变量 1 2, , , nX X X 也按从小到大排序。 
对于无删失数据的试验样本，可以利用近似中位秩公式等方法初步估算出各个失效时间的失效概率 

( ) 0.3
0.4i i

iF t
n
−

=
+

                                     (5) 

其中，i = 1 ~ n。根据式(3)可获得因变量的序列 1 2, , , nY Y Y ，再由最小二乘原理估计出回归系数 â和 b̂ ： 

2

1 1 1 1
2

2

1 1

1

1

ˆ

ˆ
ˆ

n n n n

i i i i i
i i i i

n n

i i
i i

n

i
i

n

i
i

X Y X X Y
a

n X X

Y na
b

X

= = = =

= =

=

=

 −
 =
  −    
 −

=



∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑
  

                            (6) 

最后通过反变换获得形状参数和尺寸参数的估计值： ˆˆ bβ = ，
( )ˆˆ

e a b
η η

−
= 。 

上述方法避免了非线性拟合和极大似然估计的复杂数值积分过程，同时解决了原方法可能无法得到

最优解的难题，简化了计算，但却使参数估计的精度下降。下面从理论分析的角度，证明通过对数线性

化最小后得到的回归系数，不再是最小二乘意义下的最优回归系数。 
由最小二乘原理可知[7]，尽管可以使式(4)中的残差平方和取到最小，如式(7)所示，但无法保证原始

回归模型的残差平方和最小。 

( ) ( ) ( )
22 2

,1 1 1

ˆˆ ˆ min
n n n

i i i i i ia bi i i
Y Y Y a bX Y a bX

= = =

   − = − + = − +  ∑ ∑ ∑                    (7) 

由于 

( ) ( )( ) ( )( )
2

22

1 1 1

lnˆ ˆln ln 1 ln ln 1 ˆln

n n n
i

i i i i
i i i i

R
Y Y R R

R= = =

  − = − =        
∑ ∑ ∑                   (8) 

为了使 ( )2

1

ˆ
n

i i
i

Y Y
=

−∑ 尽可能小，不妨取理想状态 ( )2

1

ˆ 0
n

i i
i

Y Y
=

− =∑ ，那么有 ˆ
i iY Y= ，即所有点都在拟合直

线上。通过反变换，有 ˆln lni iR R= ，代入式(8)则 ( )2

1

ˆ
n

i i
i

Y Y n
=

− =∑ ，这与前述的理想状态是矛盾的。因此，

对数线性化后的回归模型不能保证原始的非线性回归模型的残差平方和最小。 

3. 对数线性化最小二乘法的加权处理 

针对上述问题，Bergman 加权处理从原始的误差模型出发得到[8] 

( )d 1 1ˆ ˆ
d dd
d d

i
i i i i i i

i ii

i i

R
R R R Y Y Y Y

Y YY
R R

− = ∆ ≈ ∆ = ∆ = −                        (9) 
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( ) ( )

2

2

1 1

1ˆ ˆ
d
d

n n

i i i i
ii i

i

R R Y Y
Y
R

= =

 
 
 − = −
 
  

∑ ∑                             (10) 

由式(3)可推导出权函数
1 ln

d
d

i i i
i

i

R R
Y
R

ω = = ，那么根据最小二乘原理，我们推得： 
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=



∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑
 

                         (11) 

同样地，通过第 1 节中的反变换得到形状参数和尺寸参数的估计值。要使加权函数成立，必须满足

随机误差 e 的绝对误差足够小[6]。但在小样本(n ≤ 20)的情况时，由于近似中位秩误差较大，很难满足该

条件，此时加权处理并非符合严格意义上的最小二乘原理。 

4. 泰勒级数展开–最小二乘法估计 

文[7]提出利用泰勒级数展开结合最小二乘法的思想来提高对数线性化，他们的工作在幂函数的参数

估计中取得了良好的效果。与之不同的是，这里我们主要结合威布尔函数介绍其改进算法。 

设 ( ); , e
it

i iR f t

β

ηβ η
 

− 
 = = ，以 OLSE 得到的估计参数 β0 和 η0 作为初值，将其展开成一阶泰勒级数： 

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0 0; , , ,i i i
f fR f t eβ η β η β β β η η η
β η
∂ ∂

= + − + − +
∂ ∂

                (12) 

上式可以写成 

i i i i iR A B C eβ η= + + +                                 (13) 

其中： 
0

0 0

0
0 0

0 0 0

e 1 ln
it

i i i
i

t t t
A

β
β β

η β β
η η η

 
−  
 

      
 = + −     
         

0
0

0

0 0

e ln
it

i i
i

t t
B

β
β

η

η η

 
−  
 

    
 = −   
     

 

0

0 0 0 1
0 0 0e

it

iC t

β

η β ββ η
 

−   − −   =    

该方法将非线性回归问题转化为多元线性回归，同时保持了非线性问题的最小二乘原理，而且回归

系数没有发生变化，因此为复杂的非线性函数的参数估计带来了便利。这里，利用多元最小二乘法求出
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形状参数和尺度参数的最佳估计值如下： 

2

1 1 1 1 1 1
2

2 2

1 1 1

2

1 1 1
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ˆ

ˆ

n n n n n n

i i i i i i i i i i i
i i i i i i

n n n

i i i i
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i i i i i
i i i
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B C B C
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B C
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β
η

= = = = = =

= = =

= = =

=

    − − −    
    =

  ⋅ −    
 − −
 =



∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑
 

               (14) 

对于任意小的 0δ > ，若 0β̂ β δ− ≤ ， 0η̂ η δ− ≤                         (15) 

则 ˆ ˆ,β η 为较理想的估计值。若式(15)不成立，则令 0 0
ˆ ˆ,β β η η= = ，作为新的初始估计值重复以上步骤，

直到满足式(15)，从而保证了参数估计的精度。 

5. 数值模拟与实例计算 

利用 Monte-Carlo 法[9]模拟出若干组不同样本量(每组 N = 5000 次)的标准威布尔分布(β = η = 1)的随

机变量，以均方误差的期望[10] ( ) ( )2

1

1 1 ˆ
n

i i
i

E MSE R R
N n =

 = −  
∑ 来评估三种方法的拟合效果。其模拟结果

如图 1 所示。 
从图 1 可见，WLSE 和 TSE-OLSE 方法的残差平方和都比 OLSE 小，随着样本量的增加，二者的

MSE 大小趋于一致。然而在小样本的情况下(n = 5~20)，TSE-OLSE 比 WLSE 下降得更明显，尤其在 n = 
5 时，WLSE 的均方误差期望仅比 OLSE 低 4 × 10−4，而 TSE-OLSE 的均方误差期望降低更显著(约 1.6 × 
10−3)。因此，若可靠性试验限于成本等因素只有少量样本时，TSE-OLSE 方法更合适。 

接下来通过 3 个实例数据(如表 1~3 所示)计算，进一步对比三种参数估计方法。计算结果如表 4 所 
示，其中 O 代 OLSE，W 代表 WLSE，T 代表 TSE-OLSE。从表中的均方误差对比可以看出，无论是小

样本(n = 7)，中样本(n = 33)，还是大样(n = 105)，TSE-OLSE 都优于其它两种方法。 
 

 
Figure 1. The expectation of mean square errors in differ-
ent sample sizes 
图 1. 不同样本量下的均方误差期望 
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Table 1. Time between failures of complex product A/h 
表 1. 某复杂产品 A 的故障间隔时间/h [2] 

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 

59.18 234.66 240.43 284.91 596.18 738.90 1817.14 

 
Table 2. Time between failures of numerical control system B/h 
表 2. 某数控系统 B 的故障间隔时间/h [11] 

t1 - t11 t12 - t22 t23 - t33 

79.45 446.03 932.60 

104.11 459.18 972.05 

143.56 552.88 986.85 

196.16 566.03 1261.37 

248.77 695.89 1498.08 

250.41 698.63 1590.14 

276.71 735.34 1603.29 

367.12 776.44 1708.49 

395.07 814.25 1894.25 

397.81 840.55 2326.58 

408.22 919.45 2841.10 

 
Table 3. Time between failures of complex product C/h 
表 3. 某复杂产品 C 的故障间隔时间/h [2] 

t1 - t15 t16 - t30 t31 - t45 t46 - t60 t61 - t75 t76 - t90 t91 - t105 

18.29 81.81 149.47 234.66 380.96 571.55 843.02 

21.19 82.43 152.45 240.43 381.87 574.80 846.21 

23.74 97.62 152.49 248.83 383.69 582.03 855.10 

23.84 107.09 154.02 249.78 409.06 595.91 858.08 

25.39 117.69 154.43 250.52 413.52 596.18 901.78 

32.94 118.60 159.52 254.25 417.62 599.37 977.26 

35.26 119.63 165.86 260.70 440.96 519.23 1001.10 

35.51 127.62 167.10 275.24 442.37 629.93 1001.59 

35.84 129.11 185.80 276.10 497.07 642.07 1095.94 

47.17 130.60 194.33 283.84 500.55 562.36 1096.44 

47.17 130.60 216.47 284.91 509.98 591.23 1202.71 

47.42 142.52 221.97 285.65 511.98 726.49 1502.14 

51.31 142.77 223.05 331.71 519.97 738.90 1691.17 

59.18 143.14 226.44 357.29 525.38 746.60 1786.68 

67.49 144.34 227.93 377.89 547.72 832.26 1817.13 
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Table 4. Calculation results of instance A/B/C 
表 4. 实例 A/B/C 计算结果 

算例 
β̂  η̂  

O W T O W T 

A (n = 7) 0.965 0.898 0.996 607.09 559.44 557.85 

B (n = 33) 1.359 1.262 1.285 922.29 906.12 903.35 

C (n = 105) 1.12 1.016 1.03 423.70 423.67 423.90 

算例 
MSE 

O W T 

A (n = 7) 4.42 × 10−3 4.34 × 10−3 4.01 × 10−3 

B (n = 33) 8.98 × 10−4 6.93 × 10−4 6.84 × 10−4 

C (n = 105) 6.72 × 10−4 4.19 × 10−4 4.14 × 10−4 

6. 结论 

本文介绍了威布尔分布参数估计的对数线性化最小二乘法及其加权处理，提出了利用泰勒级数展开

结合最小二乘法的迭代思想以提高参数估计的精度。通过对标准威布尔分布的完全样本数据进行数值模

拟和实例计算，对比分析了泰勒级数展开–最小二乘法、普通最小二乘法、加权最小二乘法等三种方法

的拟合效果。结果表明泰勒级数展开–最小二乘法比其它两种方法的均方误差更小，尤其在小样本的情

况下更能体现其优势。基于本文工作，可进一步探讨删失样本、不同的形状参数和尺寸参数组合的拟合

问题，为工程可靠性试验及零部件寿命预测提供参考。 
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