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Abstract 
In this paper, the 3D chaotic system and the 5D hyperchaotic system are synchronized via the 
center translation method, where the variable coefficient in the nonlinear part of the 3D chaotic 
system is taken as the uncertainty in the synchronization. The center of the state variables of the 
response 3D chaotic system is translated to the assigned state variables of the drive 5D hyper-
chaotic system, such that the model of the error system is the same as that of the response system. 
Thus, synchronization of different systems is converted to stability control of the error system. 
This method can effectively simplify the design procedure for synchronization controller, and it 
can be applied to the study of drive system with uncertainty, so long as the synchronized state va-
riables of the drive system and their derivatives are known or can be estimated by state observer. 
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摘  要 

本文基于中心平移同步法，研究非线性部分具有可变系数，即非线性部分系数具有不确定性的三维混沌

系统与五维超混沌系统的同步问题。通过将响应三维混沌系统状态变量的中心平移至驱动五维超混沌系

统的指定状态变量，将异结构系统的状态同步问题转化为与响应系统模型相同的误差系统的稳定性控制

问题。该方法可有效简化同步控制器的设计过程，并可应用于驱动系统模型具有不确定性但其需同步状

态及其导数已知或可通过状态观测器估算的同步问题研究中。 
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中心平移同步法，异结构同步，非线性控制，不确定性 

 
 

1. 引言 

对于异结构系统的混沌同步或超混沌同步研究，如文献[1] [2]中所示，结构补偿还是相对常用的设计

思路。结构补偿的作用是补偿响应系统与驱动系统在结构上的差异，以使两系统在同步控制器的作用下

达到同步。如何设计出合适的结构补偿器值得研究。本文作者于文献[3]中提出中心平移同步法，该法通

过将响应系统状态变量的中心平移至驱动系统需同步的状态变量，将结构补偿器的设计过程隐含于误差

系统的建模中，将异结构系统的状态同步问题转化为非线性系统的稳定性控制问题。该方法为结构补偿

器的设计提供了一种新思路。 
对于具有不确定性系统的混沌同步或超混沌同步研究，如文献[4]-[7]中所示，自适应同步法仍是主流

方法。文献[8]将扩张状态观测器和自抗扰控制器(ADRC)应用于混沌系统的观测和控制。考虑到扩张状态

观测器不依赖于对象模型，因此自抗扰控制也可应用于具有不确定性系统的混沌同步研究中，如文献[9]
中所示。在具有可变系数的三维混沌系统与五维超混沌系统的同步中，本文将三维混沌系统中的可变系

数作为具有不确定性的参数，基于中心平移同步法设计同步控制器，使三维混沌系统的状态变量在可变

参数的变化范围内均可与五维超混沌系统中的指定状态变量达到同步。该方法可应用于驱动系统模型具

有不确定性但需同步状态及其导数可测和(或)响应系统模型确定但其包含变化范围已知的不确定参数的

同步问题研究中。 

2. 误差系统建模与同步控制器设计 

2.1. 五维超混沌系统 

五维超混沌系统的模型如下所示[10] 

( )
( )
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
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,
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= − − + +

= −
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
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其中，a = 23，b = 3，c = 18，m = 12，h = 4。 
令五维超混沌系统(1)的初值为 ( ) ( )10 10 10 10 10, , , , 1,1,1,1,1x y z v w = ，此时系统的 Lyapunov 指数分别为

d1 0.8732 0λ = > ， d2 0.1282 0λ = > ， d3 0.0013 0λ = − ≈ ， d4 0.5770 0λ = − < ， d5 8.4231 0λ = − < ，有两个大

于 0 的 Lyapunov 指数，说明系统是超混沌的。 

2.2. 三维混沌系统 

三维混沌系统的模型如下所示[11] 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

,

,
,

x a y x Hy z

y c a x x z cy
z x y bz

= − +

= − − +

= −







                                (2) 

其中， ( ]0,40H ∈ 为可变系数。系统(2)随 H 变化的 Lyapunov 指数谱如图 1 中所示。当 r1 0λ ≈ ， r2 r3, 0λ λ <

时，系统(2)处于周期运动状态；当 r1 0λ > ， r2 0λ ≈ ， r3 0λ < 时，系统(2)处于混沌运动状态。 

2.3. 误差系统建模 

令同步误差为 [ ] [ ]T T
1 2 3 2 1 2 1 2 1e e e x v y w z x= = − − −e ，根据文献[3]，误差系统的模型可表示为 

( )
( )

1 2 1 2 3 c1

2 1 2 1 3 c2

3 3 1 2 c3

,

,
,

e a e e He e u

e c a e ce e e u
e be e e u

= − + +

= − + − +

= − + +







                              (3) 

未加入同步控制器 [ ]Tc c1 c2 c3u u u=u 时，系统 (3) 等价于将三维混沌系统 (2) 中的状态变量

[ ]T2 2 2 2x y z=X 的中心平移至驱动系统(1)的指定状态变量 [ ]T1 1 1 1v w x=X 。现只需设计同步控制器

cu ，使同步误差 [ ]T1 2 3e e e=e 全局渐近收敛于原点，即可使三维响应混沌系统(2)的状态变量在

( ]0, 40H ∈ 内无论处于周期运动状态或是混沌运动状态，均可与五维驱动超混沌系统(1)中的指定状态变

量达到同步。 
 

 
Figure 1. Lyapunov exponent spectrum of the response sys-
tem (2) versus increasing H 
图 1. 响应系统(2)随 H 变化的 Lyapunov 指数谱 
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2.4. 同步控制器设计 

文献[12]中针对形如误差系统(3)的具有可变系数的三维混沌系统的稳定性控制问题，通过先对被控

系统进行线性化，消去可变系数，求出使被控系统渐近稳定的控制参数范围，而后构造 Lyapunov 函数，

基于线性化所得控制参数范围，采用试探法，求解可使被控系统在可变系数范围内全局渐近稳定的控制

参数，有效的简化了控制参数的求解过程，且所得控制器可以是线性的。由于误差系统(3)与文献[12]中
被控系统的模型完全相同，故可将同步控制器 cu 设计为 

[ ] [ ]T T
c c1 c2 c3 2 2 20 0 ,u u u k e k c= = − >u 。                     (4) 

将式(4)代入式(3)，取径向无界的正定函数 

( ) ( )2 2 2
1 2 3

1V 1
2

e H e e = + + + X ， 

作为误差系统(3)的 Lyapunov 函数，其导数为 

( ) ( )
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2 2 2
1 2 2 3 1 2

T
2

T

V 1
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0 0

e e H e e e e

ae H k c e be Hc Ha c e e

a Hc Ha c
Hc Ha c H k c

b

Q

= + + +

= − − + − − + − +

− − + 
 = − + − + − 
 − 

=

e

e e

e e



  

，                  (5) 

其中，矩阵 Q 的各阶顺序主子式分别为 

( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2
2 2

2

3 2

0,

2 2 4 4
,

4
.

a

a c H ak ac c H ak ac c

b

∆ = − <

− − + − − + − −
∆ =

∆ = − ∆

 

要使矩阵 Q 是负定的，即 ( )V 0<e ，只需 2 0∆ > 。文献[12]中已证明，当 2 26.8k c≥ > 时，在 ( ]0, 40H ∈

内， 2 0∆ > ，此时矩阵 Q 是负定的，则 ( )V 0<e 。又因为 ( )V e 是径向无界的，则误差系统(3)在原点处

是全局渐近稳定的。现取 2 30k = ，则同步控制器 cu 可表示为 

[ ] [ ]T T
c c1 c2 c3 20 30 0 .u u u e= = −u                          (6) 

3. 数值仿真 

中心平移同步法的实质是将不易直观设计出的结构补偿器 

( )
( )

( )

T
s1 1 1 2 1 1 2 1 1 1

s s2 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1

s3 1 2 1 1 2 1 1 1 1

u a w v Hy x Hw z Hw x mw
u c a v cw x x v z v x y hv
u bx x w v y v w a y x

− − − − + +  
  = = − − − + + − − −  
   − − + + −   

u ，                (7) 

及同步控制器 cu 加入到三维混沌系统(2)中。令五维超混沌系统(1)作为驱动系统，可得响应系统的模型

为 

( )
( )

2 2 2 2 2 s1 c1

2 2 2 2 2 s2 c2

2 2 2 2 s3 c3

,

,
,

x a y x Hy z u u
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= − + +


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式(8)与式(3)等价。 
定义 1 加入同步控制器与结构补偿器后，响应系统(8)的 Lyapunov 指数称为条件 Lyapunov 指数[13] 

[14]。 
定理 1(同步定理) 只有当响应系统(8)的所有条件 Lyapunov 指数都是负值时，才能达到响应系统(8)

与驱动系统(1)的同步[13] [14]。 
令响应系统(8)的初值为 ( ) ( )20 20 20, , 5,7,8x y z = ，将式(6)及式(7)代入式(8)中，可得响应系统(8)随 H 变

化的条件 Lyapunov 指数谱如图 2 中所示。从图 2 中可以看出，不同 H 值下系统(8)的条件 Lyapunov 指数

均为负值，说明在 ( ]0, 40H ∈ 内，响应系统(8)与驱动系统(1)中的对应状态变量可以达到同步。 

4. 算例 

令 28.9H = 。未加入同步控制器 cu 和结构补偿器 su 时，响应系统(8)的 Lyapunov 指数分别为

r1 1.3741 0λ = > ， r2 0.0019 0λ = ≈ ， r3 9.3760 0λ = − < ，说明系统是混沌的。此时响应系统(8)与驱动系统

(1)各对应状态变量的误差及同步曲线分别如图 3(a)和图 3(b)中所示。图中横轴 t 表示式(8)的求解区间，

为一无量纲量，后文各图中横轴 t 的定义与此处相同。从图 3 中可以看出，状态变量 2 1x v− 、 2 1y w− 、 2 1z x−

的差异很大。 
现将式(6)及式(7)代入式(8)中，可得响应系统(8)的条件 Lyapunov 指数分别为 c1 2.9976λ = − ，

c2 17.4627λ = − ， c3 17.4995λ = − ，均为负值，说明响应系统(8)与驱动系统(1)中的对应状态变量可以达到

同步。 
加入同步控制器 cu 和结构补偿器 su 后，响应系统(8)与驱动系统(1)各对应状态变量的误差及同步曲

线分别如图 4(a)和图 4(b)中所示。从图 4 中可以看出，误差 1e 、 2e 、 3e 分别渐近收敛于 0，且收敛速度

很快， 2 1x v− 、 2 1y w− 、 2 1z x− 均可以很好的达到同步。这说明将中心平移同步法应用于对异结构系统

指定状态变量间的同步控制是可行的与有效的。 
 

 
Figure 2. Sub-Lyapunov exponent spectrum of the response system (8) ver-
sus increasing H 
图 2. 响应系统(8)随 H 变化的条件 Lyapunov 指数谱 



牛弘 
 

 
46 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 3. Error and synchronization curves of the corresponding state variables of the response and the drive systems before 
adding uc and us to the response system: (a) Error curves; (b) Synchronization curves 
图 3. 未加入 uc和 us时响应系统与驱动系统对应状态变量的误差及同步曲线：(a) 误差曲线；(b) 同步曲线 

 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 4. Error and synchronization curves of the corresponding state variables of the response and the drive systems after 
adding uc and us to the response system: (a) Error curves; (b) Synchronization curves 
图 4. 加入 uc和 us后响应系统与驱动系统对应状态变量的误差及同步曲线：(a) 误差曲线；(b) 同步曲线 

5. 中心平移同步法的优点 

中心平移同步法的实质是将结构补偿器的设计过程隐含在误差系统的建模过程中，将混沌同步问题

转化为非线性系统的稳定性控制问题。因此无需确定驱动系统的模型，只需驱动系统中各需同步状态变

量及其导数已知或可通过状态观测器估算，即可通过搭建结构已知的响应系统模型完成对同步控制器的

设计以及对驱动系统中需同步状态变量的同步跟踪。这有效的消除了驱动系统中的不确定性对同步控制

器设计的影响。 
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6. 结论 

本文基于中心平移同步法，通过将响应系统中待同步状态变量的中心平移至驱动系统中的指定状态

变量，构造误差系统，使误差系统与响应系统具有相同的模型结构，这样便可将异结构系统的状态同步

问题转化为非线性系统的稳定性控制问题。中心平移同步法可有效简化同步控制器中控制参数的求解过

程。本文通过数值仿真验证了该同步方法的可行性与有效性。该方法为具有不确定性的异结构混沌、超

混沌系统的同步问题提供了一种新的解决思路。但该方法的电路可实现性需进一步研究，即如何在不构

建结构补偿器的基础上将中心平移同步法直接应用于待同步系统的电路实现中有待解决。 
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