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Abstract 
Beckmann traffic equilibrium assignment model is the basis of the study of traffic assignment 
problem. However, at present, the solution of Beckmann traffic equilibrium assignment model is 
still dependent on the F-W iterative algorithm and intelligent optimization methods, which can’t 
obtain the exact solution. In order to find the exact solution of the Beckmann traffic equilibrium 
assignment model, this paper uses the advantage of Groebner bases theory in solving multidimen-
sional polynomial equations, transforms the Beckmann model into a polynomial equation, then 
introduces the new variables and mapping to make the general polynomial into monomial, and 
then a method for solving the traffic equilibrium assignment model of Beckmann exactly is given. 
Finally, an example is given to show the effectiveness of the proposed method. 
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摘  要 

Beckmann交通平衡分配模型是研究交通分配问题的基础，然而目前该模型的求解主要依赖于F-W迭代

算法和智能优化算法，无法求得精确解。为了寻找Beckmann交通平衡分配模型的精确解，本文借助

Groebner基理论在求解多维多项式方程方面的优势，将Beckmann模型转化为多项式方程，通过引入新

的变量和映射将一般多项式转化为单项式，给出了精确求解Beckmann交通平衡分配模型的方法。最后

给出算例验证了该方法的有效性。 
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1. 引言 

交通流分配是交通需求四阶段预测的最后阶段，是实现交通规划设计的关键一步，其目的就是将预

测得到的 OD 交通量，根据已知道路网的描述，按照一定的规则符合实际的分配到路网中的各条道路上

去，进而求出路网中各路段的交通量、所产生的 OD 费用矩阵，并根据城市交通网络的使用状况作出分

析和评价[1]。然而要实现交通量符合实际地分配到道路网络中并非易事，目前许多交通分配模型是建立

在 Wardrop 第一原理概念上的，最具代表性的模型是 1956 年著名学者 Beckmann 提出的描述 Wardrop 第

一原理的数学规划模型。Beckmann 模型涉及维数多，且是一个非线性规划模型，求解该模型成为一个难

题，直到 1975 年 LeBlanc 等学者将 Frank-Wolfe 算法用于求解 Beckmann 模型，简称 F-W 解法，该方法

是用线性规划逐步逼近非线性的方法，是一种迭代法。在每步迭代中，先找到目标函数最速下降方向，

然后再找到一个最优步长，在最速下降方向上截取最优步长得到下一步迭代起点，重复迭代直到找到最

优解为止[2]。为处理实际中的大规模网络问题，许多学者将智能进化方法应用到交通分配模型求解中，

如神经网络算法[3]、遗传算法[4]-[6]、蚂蚁算法[7]、启发式算法[8] [9]、模拟退火算法[10]、免疫克隆退

火算法[11]、粒子群算法[12]等。无论是 W-F 解法还是智能优化方法，都只能得到模型的近似解，因此寻

求模型精确解是交通平衡分配的重要内容。 
Groebner基理论的形成最早是在 1927年，F. S. Nlacauly在全体单项式组成的集合中引入全序的概念，

研究其理想的不变量。直到 1965 年 B. Buchberger 利用除法算法系统地研究了域上多元多项式环的理想

生成元问题，才可以解决与理想相关的问题。从此，Groebner 基的理论及其应用得到快速发展。2002 年

中南大学陈小松教授成功将 Groebner 基理论应用到求解最短路径问题中[13]，到 2007 年陈小松教授指导

其学生朱玉莲将 Groebner 基理论应用到机场停车位优化分配中[14]。国外学者 Serkan Hoten 给出了

Groebner 基理论求解整数规划问题的方法[15]。 
本文考虑到 Beckmann 交通平衡分配模型是一个维数较大的凸规划问题或非线性规划问题。借助

Groebner 基理论在求解多维多项式方程方面的优势，首次将 Groebner 基理论应用到求解 Beckmann 交通

平衡分配模型上。首先将 Beckmann 交通平衡分配模型转化为具体的多项式，通过引入新的变量和映射

将一般多项式转化为单项式，然后由 Grobner 基方法求解。 
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2. 问题的转化及 Groebner 基方法 

由于居民出行的单位是次，组成的交通流量是整数，所以本节介绍有关 Groebner 基和整数规划的理

论。以整数规划问题的标准形式为例简述 Groebner 基理论。 
标准形式： ( )1 2Minimize : , , , nh A A A  
满足约束条件 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

, 1, ,

n n

n n

m m mn n m

j

a A a A a A b
a A a A a A b

a A a A a A b

A Z j n+

+ + + =

+ + + =

+ + + =

∈ =











                              (1) 

其中， Z + 是非负整数集， ija 是已知的常数， ( )1 2 ,, , nh A A A 表示与变量 1 2 ,, , nA A A 有关的函数。其简

写形式为： 

( )1 2

1

min : , , ,

, 1, 2, ,

, 1, 2, ,

n

n
ij j ij

j

h A A A

a A b i m

A Z j n
=

+

= =

∈ =

∑






                               (2) 

本文把以上问题转化为 n 元多项式的问题，从而用多元多项式理论和方法求解。先给出本文用到的

关于多元多项式 [ ]1 2, , , nK x x x 中的基本结论。 
定义 1 [14]设 K 表示一个域，对于任意的 1, 2, ,j n=  ，定义映射 [ ] [ ]1 1: , , , ,n mK K z zϕ ω ω →  为 

( )
1

ij
m

a
j i

i
zϕ ω

=

=∏  

且对于一般的多项式 [ ]1, , ng K ω ω∈  ，定义 ( )( ) ( ) ( )( )1 1, , , ,n ng gϕ ω ω ϕ ω ϕ ω=  。因为对可行域

的整数点 ( )1 2, , , nA A A ，及单项式 ( )1, , ng ω ω 有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1

, , , ,
j

j ij

n
ij jij j ij j j i

An n mA a
n n j i

j j i

n m m n m ma Aa A a A b
i i i i

j i i j i i

g g z

z z z z

ϕ ω ω ϕ ω ϕ ω ϕ ω

=

= = =

= = = = = =

∑

 
= = =  

 

= = = =

∏ ∏ ∏

∏∏ ∏∏ ∏ ∏

 

 

综上推倒定义 1 将ϕ 的单项式 1 2
1 2

nAA A
nω ω ω 映射到 1 2

1 2
nbb b

nz z z ，从而映射ϕ 建立了优化问题(2)的等

式两边的关系。 
定义 2 [14]假若给定 [ ]1 1, , , ,n mf f K z z∈  ，固定 [ ]1 1, , , ,m nK z z ω ω  上单项式的顺序使具有如下

性质：任一含有某个 iz 的单项式大于任一含仅有 jω 的单项式。设 g 是下述理想的 Groebner 基： 

[ ]1 1 1 1, , , , , , ,n n m nI f f K z zω ω ω ω= − − ⊂   。对于属于 [ ]1, , mK z z 的任意 f ， Gf 表示 f 被G 约

化的余式。则 
a) 当且仅当 [ ]1, ,G

ng f K ω ω= ∈  时多项式 [ ]1, , nf K f f∈  ； 

b) 如果 [ ]1, , nf K f f∈  并且 [ ]1, ,G
ng f K ω ω= ∈  ，那么 ( )1, , nf g f f=  ； 

c) 如果每个 jf 和 f 都是单项式而且 [ ]1, , nf K f f∈  ，那么 g 也是单项式。 

定理 [16]在整数规划问题(2)中， , 0ij ia b ≥ 且记
1

ijm a
j iif z

=
=∏ ，设基由 1 1, , n nf fω ω− − 生成的理想记
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为 [ ]1 1 1 1, , , , , , ,n n n nI f f K z zω ω ω ω= − − ∈   ，并 G 为 I 的 Groebner 基(取合适的单项式序)则当

[ ]1 2
1 2 1, ,nbb b

n nf z z z K f f= ∈  时， [ ]1
1 1, ,nAAG

n nf Kω ω ω ω= ∈  给出整数规划问题(2)的最优解。 

综上，我们可以得到一个求解整数规划问题(2)的 Groebner 基算法。 
输入：优化问题(2)中的 b 以及由目标函数 ( )1 2 ,, , nh A A A 定义的单项式序＞ 
输出：问题(2)的最优解。 
Step1：

1: , 1, 2, ,ijm a
j iif z j n

=
= =∏  ； 

Step2： 1 1: , , n nI f fω ω= − − ；计算 :G I= 关系序＞的 Groebner 基； 

Step3：置
1: ijm a

iif z
=

=∏ ，计算余式 : Gg f= ； 

Step4：若 [ ]1, , ng K ω ω∈  那么输出 g 的指数向量，否则无解。 

3. Beckmann 模型和求解过程 

3.1. Beckmann 均衡分配模型[2] 

Beckmann 均衡分配模型是 Wardrop 第一原理的数学描述，是研究交通分配问题的基础，具体的模型

表达式见式(3)至式(5)。 

( )
0

min : ( ) d (3)

. . , , (4)

0, , , (5)

ax

a
a

rs
k rs

k
rs rs

k k

Z X t x x

s t f q r s

f f Z r s+

=

= ∀

≥ ∈ ∀

∑ ∫

∑  

,
,

rs rs
a k a k

r a k
x f aδ= ∀∑∑  

其中， ( ) ( ) ( )0 1a a at x t x e βα = + 。 

ax 表示路段 a 上的交通量，它组成的向量为 ( ), ,ax x=   ； at 表示路段 a 的交通阻抗； ( )a at x 表示

路段 a 的以流量为自变量的阻抗函数； rs
kf 表示点对 ( ),r s 间的第 k 条路径的交通量，其向量为

( ), ,rs
kf f=   ； rs

kc 表示点对 ( ),r s 间的第 k 条路径的阻抗； ,
rs
a kδ 是路段–径路相关变量，即 0-1 变量，

如果路段 a 属于从出发地 r 目的地为 s 的 OD 间第 k 条径路，则 , 1rs
a kδ = ，否则 , 0rs

a kδ = ； rsW 表示点对 ( ),r s
之间的所有径路集合； rsq 表示点对 ( ),r s 之间的交通量； ( )0at 表示车辆平均自由行使时间； ae 表示路段

a 的交通容量； ,α β 为参数， 0.15, 4α β= = 。 

3.2. 应用 Groebner 基理论求解过程 

3.2.1. 求解思路 
Beckmann 模型中路段阻抗与路段中交通量有关，所以组成的路径也是不唯一的，然而 Groebner 基

理论处理的是确定多项式的求解。所以假设每一个 OD 对之间的所有路径都有可能有交通量产生，当达

到平衡时，所有被利用的路径具有相等而最小的阻抗，而未被利用的路径与其具有相等或更大的阻抗。 
若 0rs

kf > ，必有 ( ) , k
rs rs

a a a k
a

t x cδ =∑ ，说明如果从 r 到 s 有两条及以上的径路被选中，那么他们行驶时间相

等；若 0rs
kf = ，必有 ( ) ,

rs rs
a a a k k

a
t x cδ ≥∑ ，说明如果从 r 到 s 的径路流量等于零，那么该径路的行驶时间一 

定超过被选中的径路行驶时间。最终约束条件都转换为确定的线性等式，目标函数为多维的非线性函数，

应用 Groebner 基理论求解。 
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3.2.2. 求解过程 
由 3.2.1 节的分析可将 Beckmann 模型变为如下形式： 

( ) ( )Minimize :

. . , ,

0, , ,

rs
k

rs
k rs

k
rs rs

k k

Z X h f

s t f q r s

f f Z r s+

=

= ∀

≥ ∈ ∀

∑                               (6) 

该式中 ( )rs
kh f 表示目标函数只与变量 rs

kf 有关的函数。假设从起点 r 到终点 s 的所有径路的个数为 n。对

式(6)中每一个等式引入一个不确定的变量 lz ，并且给以乘幂得到式(7)： 

1 2
ij ij ij

ijn qf f f
l lz z+ + + =                                     (7) 

对于任意的 1, ,i r= 
， 1, ,j s=  ， 1, ,l r s= × 。把等式的左边和右边分别相乘并且重新排列指数，

得到等式(8)。 

1 1

1 1 1

r s rs
k

i j ij

fn r s r s
q

l l
k l l

z z= =
× ×

= = =

∑ ∑  = 
 

∏ ∏ ∏                                 (8) 

由命题 1 可以得到映射 [ ] [ ]1 1: , , , ,n r s r sK K z zϕ ω ω × × ×→  ，即 

( ) ( )

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2 2

1 1 1 2

, , ,

, , ,

, , ,

n

n n n

r s r s r s n r sn r s n r s

z z z

z z z

z z z

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

+ +

× × × × ×× − + × − +

→ → →

→ → →

→ → →











 

这一问题的可行域内的整数点 

( )11 11 1 1 21 21 2 2 1 1
1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,s s s s r r rs rs

n n n n n nf f f f f f f f f f f f          是满足如下条件的

点： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

11 1 111 1 1
1 1 1 1

1 211 21 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1

s r rss r rs
n n n n

s s rsr

f f f ff f f f
n ns nrss n ns r ns r n n r s

q q qq q q
s s s rss rz z z z z z

ϕ ω ω ω ω ω ω ω ω− × + × − + × − + × − +

+ − +=

      

   

 

并且在这种情况下，每个 [ ]1, , r sK z z × 中的单项式是 [ ]1, , r s nK ω ω × × 中某单项式的像。 
由命题 2 考虑理想 

( )

( )

1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 1 1

1 2

, , , , , , , , , ,

, ,
n n n n r s n r s

r s r s r s nn r s

z z z z z z z
I

z z

ω ω ω ω ω ω ω

ω ω
+ + × × − +

× × × ×× − +

− − − − − − −
=

− −

  



，并采用下列词典序：

1 2 1 1rs rsn rsnz z z ω ω ω−     ，就可以得到一个关于理想 I 的 Groebner 基记为 G。取

1
, 1, 2, , , 1, 2, ,

r s
ij
l

l
f z i r j s

×

=

= = =∏   ，求 f 关于G 的约化多项式 Gf ，记为 g ，如果 [ ]1, , r s ng K ω ω × ×∈  ，那

么 g 的指数向量就是所要求的模型解，否则问题无解。 

4. 案例分析 

4.1. 算例描述 

本文以文献[9]中西安湘子庙历史街区慢行网络为例说明该算法的有效性。网络的拓扑结构见图 1。
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各个路段属性数据见表 1。 

4.2. 求解过程 

算例中有四个 OD 对，每个 OD 对的流量分别为 15 8000q = ； 25 32000q = ； 35 16000q = ； 45 24000q = ；

其中 OD 对 1-5 有四条路径，其他 OD 对只有一条路径，所有路径对应的路段见表 2。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of road network 
图 1. 路网示意图 

 
Table 1. Link attribute table 
表 1. 路段属性表 

路段编号 自由流行走时间/s 现有路段通行能力(pcu/h) 路段费用函数/s 

1 12 16,320 ( ) ( )4

1 12 1 0.15 16320t x x = + 
 

2 10 34,272 ( ) ( )4

2 10 1 0.15 34272t x x = +   

3 9 19,040 ( ) ( )4

3 9 1 0.15 19040t x x = +   

4 21 12,240 ( ) ( )4

4 21 1 0.15 12240t x x = +   

5 11 26,572 ( ) ( )4

5 11 1 0.15 26572t x x = +   

6 6 28,832 ( ) ( )4

6 6 1 0.15 28832t x x = +   

7 21 19,040 ( ) ( )4

7 21 1 0.15 19040t x x = +   

8 6 12,240 ( ) ( )4

8 6 1 0.15 12240t x x = +   

9 6 26,572 ( ) ( )4

9 6 1 0.15 26572t x x = +   

10 6 28,832 ( ) ( )4

10 6 1 0.15 28832t x x = +   

11 20 28,832 ( ) ( )4

11 20 1 0.15 28832t x x = +   

12 22 16,320 ( ) ( )4

12 22 1 0.15 16320t x x = +   

13 22 14,688 ( ) ( )4

13 22 1 0.15 14688t x x = +   

14 17 35,360 ( ) ( )4

14 17 1 0.15 35360t x x = +   

15 13 35,360 ( ) ( )4

15 13 1 0.15 35360t x x = +   
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Table 2. Correspondence relation of path-link  
表 2. 路径-路段对应关系 

路径编号 符号表示 经过的路段 

1 15
1f  1-3-5-9-13-15 

2 15
2f  1-4-6-9-13-15 

3 15
3f  1-4-8-10-13-15 

4 15
4f  1-4-8-12-14-15 

5 25
1f  2-5-9-13-15 

6 35
1f  7-9-13-15 

7 45
1f  11-13-15 

 
将各个路径的流量转换为路段流量，结合表 1 中路段费用函数代入 3.1 节中 Beckmann 模型，整理得

到式(9)~(13)。 

( ) ( )15

1 0
min : dax

aa
Z X t x x

=
= ∑ ∫                               (9) 

15 15 15 15
1 2 3 4. . 8000s t f f f f+ + + =                             (10) 

25
1 32000f =                                     (11) 
35

1 16000f =                                     (12) 
45

1 24000f =                                     (13) 
15 15 15 15 25 35 45

1 2 3 4 1 1 1, , , , , , 0f f f f f f f ≥  

其中， 15 15 15 15
1 1 2 3 4x f f f f= + + + ； 25

2 1x f= ； 15
3 1x f= ； 15 15 15

4 2 3 4x f f f= + + ； 15
5 1x f= ； 15

6 2x f= ； 35
7 1x f= ；

15 15
8 3 4x f f= + ； 15 15 25 35

9 1 2 1 1x f f f f= + + + ； 15
10 3x f= ； 45

11 1x f= ； 15
12 4x f= ； 15 15 35 45

13 1 2 1 1x f f f f= + + + ；

15
14 4x f= ； 15 15 15 15 25 35 45

15 1 2 3 4 1 1 1x f f f f f f f= + + + + + + ； 

将式(10)~(13)中等式约束分别引入变量 1z ， 2z ， 3z ， 4z 并且两边乘幂得到
15 15 15 15

1 2 3 4 8000
1 1
f f f fz z+ + + = ，

25
1 32000

2 2
fz z= ，

35
1 16000

3 3
fz z= ，

35
1 16000

3 3
fz z= 再将三个等式左右两边分别相乘得 

15 15 15 15 25 35 45
1 2 3 4 1 1 1 8000 32000 16000 24000

1 2 3 4 1 2 3 4
f f f f f f fz z z z z z z z+ + + = 。由命题 1 得到映射： 

[ ] [ ]1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4: , , , , , , , , ,K K z z z zϕ ω ω ω ω ω ω ω →  

1 1 2 1 3 2 4 2 5 3 6 3; ; ; ; ;z z z z z zω ω ω ω ω ω→ → → → → →  

由命题 2 得到理想 1 1 1 2 2 3 2 4 3 5 3 6, , , , ,I z z z z z zω ω ω ω ω ω= − − − − − − ，根据目标函数定义特定的序，

使用 Mathematica 软件中 GroebnerBasis 命令得到一组 Groebner 基 G： 

1 1 1g z ω= −  

2 2 3g z ω= −  

3 3 5g z ω= −  

4 4 7g z ω= −  

5 7 6g ω ω= −  

6 5 4g ω ω= −  
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7 3 2g ω ω= −  

令 8000 32000 16000 24000
1 2 3 4f z z z z= ，由定理 2 中的算法求得 f 被 G 约化的余式 8000 32000 16000 24000

3 3 4 5
Gf ω ω ω ω= 。 Gf

的指数向量对应目标函数的解，即 15
1 0f = ， 15

2 0f = ， 15
3 8000f = ， 15

4 0f = ， 25
1 32000f = ， 35

1 16000f = ，
45

1 24000f = 。所以平衡后各个路段的流量为： 1 8000x = ； 2 32000x = ； 3 0x = ； 4 8000x = ； 5 32000x = ；

6 0x = ； 7 16000x = ； 8 8000x = ； 9 48000x = ； 10 8000x = ； 11 24000x = ； 12 0x = ； 13 80000x = ； 14 0x = ；

15 80000x = 。由计算结果可知，每一个 OD 对的所有路径中，阻抗较小的路径都分配了流量且行驶时间

相等，而阻抗大的路径流量为零，满足 Wardrop 第一原理，所以 Groebner 基理论可以用于求解 Beckmann
模型。与 W-F 迭代解法和智能优化解法相比，Groebner 基理论得到的解是模型的精确解，有更高的精度。

然而该方法在面对大规模路网时，由于路径多，目标函数比较复杂，针对目标函数定义特定序的工作量

比较大。而对于中小城市路网使用 Groebner 基理论的方法作交通流量分配更经济。 

5. 结论与展望 

Groebner 基方法在求解非线性多项式方程方面具有优势，可以从任一多项式理想的一组给定生成元

有效计算出另一组良好的生成元(称为 Groebner 基)，且有 Hilbert 基定理保证得到约化的 Groebner 基是唯

一的，所以求得的解准确可靠。是求解精确解的重要方法。本文结合 Groebner 基理论将 Beckmann 模型

转化为多项式方程组，给出了精确求解 Beckmann 模型的新方法，并结合实例验证了该方法的有效性。 
然而，该方法是假设每个 OD 对上的所有路径都有机会分配交通量，这就大大增加了计算机的内存

需求，对于 OD 对较多的路网，路径非常多，需要高性能计算机处理。同时，依据目标函数定义特定的

序也是一件庞大的工作。所以如何制定恰当的规则寻找有效路径，使得那些平衡后为零的路径在分配之

前就剔除掉，保留下来的路径再用该方法寻找精确解是未来研究的方向。 
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