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Abstract 
For the defects of pseudospectral method in solving discontinuous and non-smooth optimal con-
trol problems, a pesudospectral mesh refinement algorithm based on density function was pro-
posed. The continuous-time optimal control problem was converted into nonlinear programming 
problems by using Radau pesudospectral method. The midpoints of adjacent collocation points 
were used as sample points, and the residuals of the dynamics constraints at these points were 
used as the assessment of approximation solution. The intervals where solution needs to be im-
proved were divided into new subintervals by using the properties of curvature density function 
and corresponding cumulative distribution function. The algorithm can capture any discontinui-
ties and smoothness in state and control variables, and improve the accuracy of the solution in a 
computational efficient manner. Simulation examples demonstrated the validity of the algorithm. 
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摘  要 

本文针对伪谱方法在求解不连续或非光滑最优控制问题上的缺点，提出了一种基于密度函数的伪谱网格

细化算法，即利用Radau伪谱方法将原连续时间最优控制问题转化为非线性规划问题，取相邻配点的中

点作为采样点，将动态约束在采样点上的残差作为近似解的误差评估准则；对于不满足求解精度要求的区

间，利用轨迹曲率密度函数及其累积分布函数的性质将该区间进行细化。该算法能够捕捉到状态变量和控

制变量的任意不连续性和非平滑性，通过有效的计算方式改进解的精度。仿真算例验证了算法的有效性。 
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1. 引言 

近年来，伪谱法在求解无穷光滑问题时的指数收敛速度[1] [2]吸引了大量学者的关注，尤其是在航空

航天领域，如高超声速飞行器再入轨迹快速优化[3]、固体运载火箭上升段轨迹优化[4]、再入预测校正制

导[5]等。伪谱方法属于传统优化方法——配点法的一种。随着对配点法的深入研究，学者们逐渐发现，

解的精度不仅与节点的个数、分布形状相关，还与其配置方式有关。伪谱法虽然在节点的分布形状上比

传统的局部配点法(h 法)具有优势——两端密集、中间稀疏的分布特点能够避免龙格现象的发生，但其配

置方式是固定的(单区间分布)，不能够有效地捕捉解的不连续性和非平滑特性。这种固定的节点分布方式

导致了其在求解不连续或非光滑最优控制问题时，可能会出现得不到最优解或使用高维数的插值多项式

也得不到理想近似解的情况发生。针对这种情况，文献[6]提出了一种伪谱法节点法，通过将时间区间在

不连续点或奇点处划分为多个小块，在每个区间内采用全局插值多项式近似函数，但对于大多数最优控

制问题来说，不连续点和奇点的个数及位置是不可能提前获知的。因此，有必要对伪谱网格细化算法进

行研究。 
目前，关于网格细化算法的研究主要集中在 h 法上，大量的学者对静态网格细化算法和动态网格细

化算法进行了深入研究。文献[7]针对多目标优化提出了一种基于代理模型的自适应网格细化算法；文献

[8]针对再入飞行器提出了一种基于自适应可变伪谱插值法的在线轨迹优化算法。文献[9] [10]提出了一种

基于节点密度函数的网格细化算法，虽然避免了传统 h 法的等间距节点分布方式，一定程度上提高了近

似解的精度和计算效率，但达不到伪谱方法的收敛速度。 
本文将密度函数引入伪谱方法中，提出了一种基于密度函数的伪谱网格细化算法。利用轨迹曲率在

一定程度上反映了解的平滑性的特点，基于轨迹曲率密度函数及其累积分布函数的性质来捕捉解的不连

续性和非光滑性，定义新增区间网点的位置，将区间做进一步细化，利用 Radau 伪谱法将多区间非线性

最优控制问题转化为非线性规划问题，采用 SNOPT 求解。 
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2. 多区间连续时间最优控制问题的一般性描述 

传统的单区间连续时间最优控制问题是指，定义状态变量和控制变量，使如式(1)所示的 Bolza 型代

价函数在满足各种约束的条件下达到最小化 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0, , , , , dft
f f t

J x t t x t t g x t u t t t = Φ +     ∫                         (1) 

约束条件 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )0 0

,

, , 0

, , , 0f f

x f x t u t

C x t u t t

x t t x t tφ

 =
 ≤


=



                                  (2) 

式中， , ,x C φ 分别表示动态约束、路径约束、边界约束；Φ表示 Mayer 型代价函数， g 表示 Lagrange 型

代价函数。 : :, , :n m n n m s n n qf C φ× → × → × →        
。 

多区间非线性最优控制问题是指将问题(1)~(2)的时间区间划分为 K 个网格子区间 [ ]1, , 1, ,k kt t k K− = 
。

令 kN 表示第 k 个子区间内的配点， 0 1 K ft t t t< < < = 表示 1K + 个网点。 
首先，通过如式(3)所示的时域转换关系，将每个网格子区间的时域 [ ]1,k kt t t−∈ 转变为 [ ]1, 1τ ∈ − +  

( )1

1

2 k k

k k

t t t
t t

τ −

−

− +
=

−
                                       (3) 

逆转换形式为 1 1

2 2
k k k kt t t tt τ− −− +

= + ，于是 1d
d 2

k kt tt
τ

−−
= 。 

接着，进一步利用式(4)将网点 kt 表示为初始时间 0t ，末端时间 f Kt t= 和常数 ( )0,, ,ka k K= 
的函数 

( ) ( )0 0 , 0, ,k k kt t a t t k K= + − = 

                                (4) 

其中， ( )1 , 1, ,k ka a k K− < = 

且 0 0, 1ka a= = 。 
注 1：通过式(4)的变换后，可将由式(1)~(2)所描述的单区间最优控制问题转化为由式(5)~(6)所描述

的多区间最优控制问题。即最小化多区间 Bolza 型代价函数 
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

                          (6) 

注 2：对于由式(5)~(6)所描述的多区间最优控制问题，在每个区间内采用 Radau 伪谱方法将其

转化为相应的非线性规划问题。 

3. 伪谱网格细化算法 

实施网格细化策略的第一步是要确定解的某种误差评估准则，然后根据这一准则判断需要进一步改

进求解精度的区间，并在该区间实施网格细化策略。伪谱方法在离散化过程中是采用 Lagrange 插值多项

式作为基函数来近似状态变量和控制变量的，其优点在于插值点上函数的近似值与实际值相等。因此，
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在优化求解过程中，若能得到原连续时间最优控制问题的确切解，则动态约束方程应该在配点间的任意

点上得到满足。 
本文将动态约束方程在配点间的被满足程度作为解的误差判定准则。下面，以第 k 个网格子区间

[ ]1,k kt t− 为例，对伪谱法网格细化算法的流程加以说明。 

3.1. 解的误差判定准则 

令 kN M=  (Lagrange 多项式的维数)表示区间的配点数，取相邻配点的中点 ( ) ( )1 , 1, , 1
2

k i i
i

t tt i M++
= = −

作为采样点。将动态约束方程在采样点上的残差作为解的误差评估准则，如式(7)所示： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

1
1

1
, , ; ,

2 k

kk kk k
l i l p p i k k lp

n N

t t
X t f X U t t t ε−

−
× −

 − 
− = 

 
                   (7) 

设 ε 为给定的误差门限值。当式(7)中的每个元素都比小时，认为满足求解精度要求；否则，将该区

间做进一步的细化，以改进求解精度。 

3.2. 基于曲率密度函数的细化策略 

3.2.1. 密度函数的定义 

若函数 [ ]: , , ,f a b R a b R+→ ∈ 为一个非负 Lebesgue 可积函数，且满足 ( )d 1
b

a
f t t =∫ ，则称 f 为密度函

数。与其对应的累积分布函数 [ ] [ ]: , 0,1F a b → 可表示为 ( ) ( )dt

a
F t f τ τ= ∫ 。任意给定的的非负函数 ( )f t 都

可以通过式(8)转化为密度函数 f  

( ) ( )
( )d

b

a

f t
f t

f τ τ
=
∫

                                      (8) 

根据密度函数及其累积分布函数的性质可知: 若在区间 [ ],a b 内插入 N 个点{ } 1

N
i i

t
=
，其中，1 , Nt a t b= = ，

则如果知道第 i 个点 it 的位置，那么第 1i + 个点 1it + 的位置可由式(9)确定 

( ) ( )1
1

i iF t F t
N+ − =                                       (9) 

文献[9]指出，基于曲率的密度函数能够生成所求函数曲线的最佳分段线性近似。同时，曲线的

曲率在一定程度上还反映了曲线的平滑性。因此，以下选取经过插值后得到的状态轨迹的曲率函数

作为进一步细化区间所需的密度函数，通过轨迹曲率密度函数所对应的累积分布函数确定新增加网

点的位置。 

3.2.2. 新增区间位置的确定 
设 ( )kx 表示第 k 个子区间内，优化得到的离散状态变量经过 lagrange 插值后得到的状态轨迹，则轨迹

曲率函数定义如下： 

( ) ( ) ( )

( )( )
3

2 21

kk

k

x

x
κ τ

′′
=

′+

                                     (10) 

则由式(10)所定义的曲率函数而构成的密度函数 ( )ρ τ 可表示为 ( ) ( )
1
3cρ τ κ τ= ，其中 c为一选定的常

数，满足 ( ) ( )
11 1
3

1 1
d d 1cρ τ τ κ τ τ

+ +

− −
= =∫ ∫ 。于是，与其对应的累积分布函数为 ( ) ( ) [ ]

1
d , 1, 1F

τ
τ ρ ζ ζ τ

−
= ∈ − +∫ 。 
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参考式(9)，通过 ( ) 1,1 1i k
k

iF i n
n

τ −
= ≤ ≤ + 确定新增网点的位置，其中， kn 可取大于 1 的任意整数。

本章算例中取 2kn = ，对于新增加的子区间，同样使用 M 维的插值多项式来近似状态变量和控制变量。 

3.3. 算法流程 

注 3：图 1 中 ( )
max

kε 表示 ( )( ) ( )1k

k
lp n N
ε

× −
中的最大值，且在算法实施过程中，若 1K = ，则 M 取值应偏大；

若 1K > ，则 M 取值应偏小。注 4。由算法流程可以看出该算法属于一种偏 h 的伪谱细化过程，为叙述方

便用自适应 h 伪谱法代替伪谱网格细化。 

4. 验证算例 

下面，以月球着陆的轨迹优化问题[11]为例，对自适应 h 伪谱法和自适应 p 伪谱法的优化性能进行比

较分析。 
最小化代价函数 

0
dft

t
J u t= ∫  

满足如下的动态约束、边界条件和控制路径约束 

( ) ( )
( ) ( )

0 00 10, 0 2
,    ,    0 3

0, 0f f f f

h h v vh v u
h t h v t vv g u

 = = = = =  ≤ ≤ 
= = = == − + 





 

优化结束时自适应 h 伪谱法和自适应 p 伪谱法优化策略的节点分布方式如图 2 所示，( )⋅ 表示程序初

始化时对应的子区间个数和每个区间内的配点数。 
图 3 为 410− 精度要求下，采用两种算法在求解上述最优控制问题优化结束时的控制变量和状态变量

随时间的变化曲线。结合三图可知：(1) 自适应 p 伪谱法的节点分布保持两端密集、中间稀疏的特点；而

自适应 h-Radau 伪谱法的节点分布不具备这一特点，它将时间区间进行了划分，图中靠近的三个点属于

同一个子区间；(2) 在控制变量表现出不连续性、控制变量表现出非光滑性的位置附近，自适应 h 伪谱法

节点分布比较密集。 
 

 
Figure 1. Algorithm flow 
图 1. 算法流程 
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Figure 2. Nodes distribution pattern of different pseudospectral methods 
图 2. 不同伪谱法的节点分布方式 

 
 

 

 
Figure 3. Control and state curves of different pseudospectral methods with times 
图 3. 不同伪谱法下的控制、状态变量随时间变化曲线 

 

上述分析过程表明，对于不连续或非光滑的最优控制问题，自适应 h 伪谱法能够精确的捕捉状态变

量和控制变量的非平滑性和不连续性，自适应 p 伪谱方法不具备这一特点。 
表 1 (Ap 代表自适应 p 伪谱法，Ah 代表自适应 h 伪谱法)给出了两种方法在不同精度要求下的仿真结 
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Table 1. Comparision of optimization result of difference accuracy 
表 1. 不同精度下的优化结果比较 

ε  方法 优化时间 节点数 迭代次数 代价函数 

10−3 
Ap(1/20) 0.8141 s 21 1 8.2498 

Ah(10/2) 0.3346 s 23 2 8.2483 

10−4 
Ap(1/20) 0.9576 s 31 2 8.2472 

Ah(10/2) 0.6196 s 31 4 8.2462 

10−5 
Ap(1/20) 1.1497 s 41 3 8.2463 

Ah(10/2) 0.6846 s 41 4 8.2462 

10−6 
Ap(1/20) 2.2034 s 61 5 8.2458 

Ah(10/2) 1.0677 s 75 6 8.2462 
 

 

果。从优化时间、节点数、迭代次数和代价函数上对两种方法的进行了比较。分析表 1 可得到以下结论：

(1) 两种方法均能求解相应的最优控制问题，不同精度要求下的代价函数值在 8.2458~8.2498 之间，相差

不大；(2) 随着精度要求的提高，优化所需的节点数、优化时间及迭代次数都在增大，这符合伪谱法求解

最优控制问题的特点；(3) 所有精度下，自适应 h 伪谱法的优化时间均小于自适应 p 伪谱法；随着求解精

度要求的提高，自适应 p 伪谱方法需要双倍的计算代价才能达到自适应 h 伪谱法的求解精度。 
整个分析过程表明，对于非光滑最优控制问题的求解，自适应 h 伪谱法能够较精确的捕捉状态变量

和控制变量的不连续性及非平滑性，并以较少的计算代价得到较高精度的解。 

5. 结论 

本文针对具有不连续性或非平滑性的最优控制问题，给出了一种新的自适应伪谱离散化解法——伪

谱网格细化算法，并通过设定解的误差准则，在不满足精度要求的区间引入轨迹曲率密度函数将区间细

化。这一自适应过程避免了对解的不连续点和奇点的先验知识。最后通过实例验证了该算法与自适应 p
伪谱法相比，能够精确的捕捉解的不连续性和非平滑性，以较少的计算代价得到较高精度的解。 
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