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摘  要 

由于其在现实生活中的广泛应用，复杂网络的同步已经成为了一个热门的话题。通过加反馈控制器，本文

研究了一类循环切换复杂网络的固定时同步问题。基于李雅普诺夫稳定性理论以及反馈控制技巧，我们详

细证明了在所给的充分条件下，所得固定时同步结论的正确性。此外，我们给出停时的表达式。最后，通

过一个数值实例，我们证明了理论结果的正确性。本文的结果可以适用于具体的循环切换复杂网络。 
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Abstract 
Due to its wide application in real life, the synchronization of complex networks has become a hot 
topic. In this article, we investigate the fix-time synchronization for cyclic switched complex net-
works by feedback controllers. Based on the Lyapunov stability theory and the feedback control 
technique, we prove in detail the correctness of the conclusion on fix-time synchronization under 
the given sufficient conditions. In addition, the expression of settling time is estimated. Last but 
not the least, a numerical example is presented to illustrate the validity of theoretical results. The 
conclusions of this paper are applicable to the concrete cyclic switched complex networks. 
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1. 引言 

同步是自然界和社会中普遍存在着的一种现象，例如钟摆的同步摆动、萤火虫的同步发光以及剧场中

人们掌声的同步等。复杂网络同步[1]的研究已经引起了各个领域研究者们的广泛兴趣，例如通信、工程、

物理学、数学、和社会学等。耦合振荡器的同步现象不仅可以解释实际生活中的许多现象[2]，而且具有许

多实际应用，例如图像处理[3]、保密通信[4]等。在过去几十年，各种同步种类被广泛研究，例如完全同步、

投影同步、相同步、滞后同步、反同步、聚类同步等[5]-[10]。许多研究者讨论了切换网络的同步问题，其

中含有渐近同步和指数同步的研究[11] [12]。然而，在实际工程中，人们总是希望使切换复杂系统在有限时

间或者固定时间内达到同步，理由之一是想避免一些例如信息遗漏的损失。因此，越来越多的人研究切换

复杂网络的有限时同步或者固定时同步。例如，文献[13]中，作者建立了一个有限时同步准则，该准则可

以用于多权重的切换复杂动态网络。另一个例子是，李等人研究了切换网络的有限时同步问题[14]。 
值得注意的是，之前的工作中已经提出了许多种控制策略，例如牵制控制、基于观测者控制、样本

数据控制、反馈控制、自适应控制、间歇控制、脉冲控制等[15]-[21]。反馈控制是一种常用的控制方法，

它很容易在工程中得以使用。因此，我们利用反馈控制技巧来设计控制器。循环切换网络是一种特殊的

切换网络，这意味着切换序列具有循环的结构。对比于之前部分研究考虑的切换复杂网络的渐近同步和

指数同步，有限时同步不仅具有更快的收敛速度，而且更符合实际应用的需求。而固定时比有限时具有

更强的收敛性、更快的收敛速度，是一种特殊的有限时同步。研究固定时同步可以使系统具有更好的抗

干扰性以及鲁棒性。固定时同步有助于确定网络在一个固定的时间段确保系统已经实现同步，这意味着

通过设计适当的控制器，受控系统的轨道可以在固定的时间内趋于平衡状态。基于之前的相关文献，本

文研究反馈控制下循环切换网络的固定时同步问题。 

2. 初步 

2.1. 模型描述 

考虑如下的切换复杂网络模型： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )1

1
,

N
t

i i ij jt t
j

x t f x t c a x tσ
σ σ

=

= + Γ∑                               (1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , n

i i i inx t x t x t x t R= ∈
是系统第 i 个节点的状态向量， 1c 和 2c 是耦合强度， 

( ) [ ) { }: 0, 1, 2, ,t M mσ ∞ → = 
是系统的切换信号，它是一个分段右连续的常函数。对于 ( )t r Mσ = ∈ ，

( )T
1 2, , , 0n n

r r r rn R ×Γ = Γ Γ Γ ∈ > 是对角内部耦合矩阵。 N N
rA R ×∈ 是外部耦合结构矩阵。激活函数

: n nf R R→ 连续， 0r
ija ≥ 代表耦合权重，当且仅当图中节点 i 和节点 j 之间无连接时 0r

ija = ，并且 rA 满

足行和为零的扩散耦合条件。系统(1)的初始条件设为 ( ) ( )i ix t tϕ= 。本文我们总假设系统(1)存在唯一解。

下面我们主要目标是利用反馈控制实现循环切换复杂网络的固定时同步。 
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我们把上述的系统(1)看作驱动系统，参照系统(1)，可以给出对应的响应系统为 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 ,

1
,

N
t

i i ij jt t t i
j

y t f y t c a y t u tσ
σ σ σ

=

= + Γ +∑                          (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , n

i i i iny t y t y t y t R= ∈
是响应系统第 i 个节点的状态向量， ( ) ( ),

n
t iu t Rσ ∈ 指响应系统第

i 个节点的连续控制输入。响应系统的初值设为 ( ) ( )i iy t t= Ψ 。 

将同步误差向量记为 ( ) ( ) ( ) , 1, 2, ,i i ie t y t x t i N= − = 
，误差系统的初始条件为 ( ) ( ) ( )i i ie t t tϕ= Ψ − ，

1,2, ,i N=  。根据驱动系统(1)以及相应的响应系统(2)，我们有如下的误差系统 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,
1

,
N

t
i i ij jt t i

j
e t F e t c a e t u tσ

σ σ
=

= + Γ +∑  

其中， ( )( ) ( )( ) ( )( )i i iF e t f y t f x t= − ，f、u 都连续。我们设计如下的反馈控制器： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

1
2

max

, , ,
min

1
2 ,

k

t k
i i it i t i t i

t

p
u t e t sign e t e t

p

σ

σ σ σ

σ

λ
α β

λ

+

 
 
 = − −                   (3) 

其中， ( ),t iσα ， ( ),t iσβ 都为正数， 1,2, ,i N=  ， 0 1k< < 。 ( )sign ⋅ 是符号函数，并且 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

1 2, , ,i i i insign e t sign e t sign e t sign e t =   。本文我们所设计的该切换不连续反馈控制器含 

有网络的切换序列、设计的李雅普诺夫矩阵以及右端不连续的符号函数。它的优势不仅在于可以减小网

络周期循环的影响，而且可以结合所设计的李雅普诺夫函数，帮助误差系统在固定时稳定，从而实现驱

动响应系统的固定时同步。本文我们仅仅考虑没有芝诺现象的情况。 

2.2. 数学准备 

在这一部分，我们给出一个假设，三个定义以及两个引理，以帮助获得本文的主要结果。 
假设 1 假设存在正定对角矩阵 rP 和 rΘ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
r r r r ry x P f y f x y x y x y xη− − −Θ − ≤ − − ⋅ −   ；对某个 0η > ， , nx y R∈ ， r M∈ 。

 
注 1 许多著名的混沌系统，包括蔡氏振荡器、Rossler 系统、Lorenz 系统、Chen 系统和 Lu 系统，都

满足假设 1 [22]。 
定义 1 切换驱动系统(1)和切换响应系统(2)称为实现固定时同步，如果对于一个恰当反馈控制器(3)，

存在常数 max 0T T≥ > ，使得 ( )lim 0
t T

e t
→

= 并且当 t T> 时，有 ( ) 0e t = 。 
定义 2 对于满足假设 1 的所有切换序列 ( )tσ ，定义 ( )1j jg j gT T T −= − 为第 j 个循环所经历的时间段。

若存在 *T 使得 *
jT T≤ ，则 *T 称为切换序列 ( )tσ 的切换停留时间。 

定义 3 切换序列 ( )tσ 称作是循环的，如果存在正整数 g 使得 ( ) ( ) , 0,1, 2,k k gt t kσ σ += ∀ = 。由此可

得在区间 [ )1,k kt t + 上， ( )ktσ 得以激活，而在 1kt + 时， ( )1ktσ + 得以激活 0,1,2,k = 。 
引理 1 [23]假设 ( ) { }: 0nV R R+⋅ →  是一个连续、径向无界函数，并且如下两个条件成立： 
1) ( )( ) ( )0 0V e t e t= ⇔ = ； 

2) 误差系统的解满足 ( )( ) ( )( ) ( )( )V e t aV e t bV e tξ η≤ − − ； 

则误差系统的原点可以实现固定时稳定并且
( ) ( )max

1 1
1 1

T
c cξ η

= +
− −

。 
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引理 2 [24]若 1 2, , , 0na a a ≥ 且 0 1q< ≤ ，则 ( )
1 1

qN N q
i i

i i
a a

= =

  ≤ 
 
∑ ∑ 。 

3. 主要结论 

在这个部分，我们给出一个充分性准则。通过施加一个反馈控制器(3)实现循环切换驱动系统(1)和切

换响应系统(2)之间的固定时同步。 
定理 1 若假设 1 成立，则循环切换驱动系统(1)和相应的循环驱动响应系统(2)可以在固定时间内实现

同步，若存在对角矩阵 0rΞ > ，使得如下条件成立：对于 { }1,2, ,i N∈ 
， 

1) 0,r N n r r rI I c A r MΘ ⊗ − ⊗Ξ + Γ ⊗ ≤ ∀ ∈ ； 

2) 循环停留时间 *
1T 满足

( ) ( )

( )

*
1

*
1

2 2, ,
1 1

2, ;
1

T g
L L

T g g
L

φ φ ρ
φ φ

φρ ρ
φ

 > ≥ − −

 ≥ <

−
 

其中， ( ) ( ) ( )
1

2
01 0

k
g Vσφ ν

−

 = −   ， 1

2

1
2

1 2max , , , 1, 2, ,

k

r j

r j

p
r r M j n

p
ν

−

    = ∀ ∈ =  
    

 ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
0 0

1

10 0 0
2

N

i i
i

V e P eσ σ
=

= ⋅∑ ，

{ },min , 1,2, , ,r iL i N r Mβ= = ∈ ，并且停时的上界为
( ) ( )

( )

*
1

1
2max 0

, 0,

2 0
, 0,

1

k

hT

T V

k L
σ

φ

φ

−

 ≠
=     =

−

h 是满足 

( ) ( )
( )

1
2

0

*
1

2 0
1

1 2

k

V
h h

k LT
σ

φ

−

 
 − < ≤
− −

的正整数。 

证明 定义切换李雅普诺夫函数为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T

1

1
2

N

i it t
i

V t e t P e tσ σ
=

= ∑ 。根据ν 的定义可以得出 

( ) ( )
1 2

1 1
2 2

1 2, ,
k k

r rV t V t r r Mν
− −

   ≤ ∀ ∈    ，并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T1 2

1 1
, ,

2 2

N N

i i r i i
i i

c ce t e t V t e t e t r M
= =

≤ ≤ ∀ ∈∑ ∑                          (4) 

其中 ( ){ } ( ){ }1 min 2 maxmin , , max ,r rc P r M c P r Mλ λ= ∈ = ∈ 。进一步，我们可以有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

1
1

2

max
T

1 , ,
1 1 min

T T

1 1 1

T
, ,

1

1
2

1

N

r i r i
i

k

rN N kr
i r r i ij r j r i i r i i i

i j r

N N N
r

i r r i r i r i ij i r r j
i i j

N

r i i r i r i
i

V t e t P e t

p
e t P F e t c a e t e t sign e t e t

p

e t P F e t e t e t a e t P e t

e t P e t

λ
α β

λ

α β

=

+

= =

= = =

=

=

 
     = + Γ − − 

 
 
 

 = −Θ +Θ + Γ 

− −

∑

∑ ∑

∑ ∑∑

∑





( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
2

max
T

1 min

2

k

rN k
i r i i

i r

p
e t P sign e t e t

p

λ

λ

+

=

 
 
 ∑

         (5) 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 1T T T

, max
1 1 1 1 1

1
2T T T

max
1 1 1

1
2

1 ,
2

k
N N N N N kr

r i i i r r r i r i ij i r r j r i
i i i j i

k
N N N

rj j rj r j rj j rj N r j r i i
j j i

e t e t e t P P e t a e t P e t L p e t

P e t A e t P e t I e t L p e t e t

η α λ

γ θ λ

+

+

= = = = =
+

= = =

 ≤ − + Θ − + Γ −  
 

 ≤ + −Ξ −  
 

∑ ∑ ∑∑ ∑

∑ ∑ ∑   

 

其中 ( ) T
1 2, , ,j j j Nje t e e e =  


，而 , ,r n rIΘ Γ 为对角矩阵，由定理的条件(1)可知如下的不等式成立： 

0, 1, 2, ,rj N r rj rI c A j nθ γ−Ξ + ≤ =                                  (6) 

根据引理 2 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

122T T 2

1 1

1 1 .
2 2

kk
kN N

i r i i r i r
i i

L e t p e t L e t p e t L V t
++

+

= =

  − ≤ − = −        
∑ ∑                  (7) 

将(6)和(7)式代入(5)式，可以得出 ( ) ( )
1

2
k

rV t L V t
+

≤ −    。 
考虑到网络的周期循环性，由引理 1， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2
1 10 0 0

10 1 0 .
2

k k k
g kV T V V LTσ σ σν ν

− − − −     − ≤ − −                          (8) 

由定理中循环停留时间 *
1T 的假设， *

1
1

2
k LTφ ν−

< 。结合上式我们有，若 ( )
1

0, , 0
N

g i
i

t t e t
=

 ∀ ∈ ≠  ∑ 则在

第一个循环之后， ( ) ( )
1

2
k

tV tσ

−

 
  不小于 *

1
1

2
k LTφ ν−

− 。通过数学归纳，我们可以得出，对于第 ( )2,3,j j = 

个循环，若 ( )
1

0, , 0
N

j i
i

t T e t
=

 ∀ ∈ ≠  ∑ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

*2 2
1 10 0

1 .
2

k k

j j
kV T V T LTσ σ φ ν

− −

−
−   − ≤ −                              (9) 

当 ( ) ( ) 0tV tσ = 之后，不等式(8)和(9)总会成立。若 ( )0 1uφ ≠ > ，则存在一个正整数 h 满足 

( ) ( )
( )

1
2

0

*
1

2 0
1

1 2

k

V
h h

k LT
σ

φ

−

 
 − < ≤
− −

，在第 h 个循环之后， ( ) ( )*
1 0tV hTσ = ，由不等书(4)可得 ( )*

1 0ie hT = ，其中

1,2, ,i N=  。由此可得收敛时间 * *
1 1t hT≤ 。若 ( )0 1uφ = = ，则

( ) ( )
( )

1
2

0*
1

2 0

1

k

V
t

k L
σ

−

 
 ≤

−
。综合以上分析，停时

的上界为
( ) ( )

( )

*
1

1
2max

0

, 0,

2 0
, 0,

1

k

hT

T V

k L
σ

φ

φ

−

 ≠
=   

  =
 −

其中 h 是满足
( ) ( )

( )

1
2

0

*
1

2 0
1

1 2

k

V
h h

k LT
σ

φ

−

 
 − < ≤
− −

的正整数。因此，根据定义

1，驱动系统(1)和响应系统(2)可以实现固定时同步。这样就完成了证明。 
注 2 由定理中的循环停留时间以及固定时停时可以看出该反馈控制器的精度和准确性。 

4. 结论 

本文详细地研究了一类循环切换复杂网络的固定时同步问题。我们考虑无芝诺现象的情形。基于李雅

普诺夫稳定性理论和固定时控制技巧，我们设计出一种反馈控制器来帮助该网络实现固定时同步。同时，

我们分析出循环停留时间满足具体条件时，停时的上界。我们考虑的切换模式是时间依赖的情形，进一步，

我们还可以研究采取状态依赖模式的循坏切换网络，如何通过反馈控制来实现该网络的固定时同步。 
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