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摘  要 

针对谐振点随机扰动下的伺服系统谐振抑制问题，采用优化设计陷波滤波器的方法，并结合控制图对二

质量系统进行谐振抑制。首先，建立二质量系统数学模型，并对机械谐振机理进行分析；其次，对于随

机扰动的谐振点，利用控制图原理，提出控制限的确定方法；然后，利用优化算法确定陷波滤波器参数，

达到既能有效抑制谐振又能使相角损失最小，达到防止过度抑制的目的；最后，仿真与实验结果表明，

该方法不仅能有效抑制谐振，保持系统的稳定性，而且避免手动调节参数耗时多的缺陷，可以准确、快

速地抑制随机扰动的谐振。 
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Abstract 
Aiming at the problem of resonance suppression of servo system under random disturbance of 
resonance point, the optimal design of notch filter and control chart is used to suppress the re-
sonance of two mass system. Firstly, the mathematical model of two mass system is established, 
and the mechanism of mechanical resonance is analyzed. Secondly, for the resonance point of 
random disturbance, the method to determine the control limit is proposed by using principle of 
control chart. Then the parameters of notch filter are determined by using the optimization algo-
rithm, which can effectively suppress resonance and minimize phase angle loss, so as to prevent 
excessive suppression. Finally, the simulation results are given. The real and experimental results 
show that the method can not only effectively suppress the resonance and maintain the stability of 
the system, but also avoid the defect of manual adjustment of parameters, and can accurately and 
quickly suppress the resonance of random disturbance. 
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1. 引言 

伺服系统作为工业领域生产加工方面的核心部件目前被广泛应用。伺服系统主要由速度环、电流环

以及二质量系统构成，二质量系统又由电机、负载以及他们之间的传动装置连接而成。然而，由于这些

传动装置并不都是理想刚性结构，目前大多采用机械负载与旋转电机驱动之间的弹性耦合机械结构。弹

性耦合机械结构包含固有的谐振频率，系统在执行高动态动作指令时可能会产生明显的机械振动[1]，导

致伺服系统定位精度与响应速度降低，长时间的机械振动会导致传动部件转矩过大而受损，降低设备的

使用寿命，甚至会直接使设备报废，因此有效抑制机械谐振是十分重要的。 
针对抑制谐振问题，有许多解决办法。这些解决方法主要有主动和被动两种方式。主动方式主要通

过改变设计的控制器的参数或结构抑制机械谐振；被动方式则是在保持系统的其它设计不变的前提下，

通过在伺服系统中串联陷波滤波器的方法达到抑制谐振的目的。主动方式主要分为基于 PI 的反馈控制[2] 
[3]、PI 控制[4] [5]以及其他许多高级算法[6] [7] [8]等。利用极点配置设计 PI 控制器，虽然可以利用改变

闭环系统的阻尼系数改善伺服系统的性能[9]，但这种方法也存在一定的缺陷。利用模型预测控制器也可

以抑制机械谐振，这一方法可以通过对电磁转矩进行预测输出达到目的。这种方法可以抑制机械谐振，

但是这种方法具有一定的局限性，这种方法在轴系刚度等电机参数已知的条件下才能使用，而实际上这

些参数都是未知的而且又不易辨识，因此在工业领域的应用并不高[10]。 
控制图作为一种带有控制界限的图，在实际生产中常用分析和判断生产进程是否处于受控状态，目

前被广泛应用于生产生活中，通过对未来的生产过程中产品的质量进行监控，判断该生产进程是否处于

控制状态，以此制定相应的措施以保证正常的生产，防止过程持续失控产生不良影响。 
在以往的文献中，许多学者都是考虑谐振点固定不变时的谐振抑制，本文在此基础上进行大胆探索，
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本文考虑谐振点随机扰动下的伺服系统谐振抑制问题。谐振点随机扰动是指由于系统随机性的影响，谐

振点不再固定不变，而会因随机项的作用在一个范围内波动。通常认为随机项近似服从正态分布，根据

正态分布的 3σ 原则，谐振点会以 99.73%的概率在以计算求解出的谐振频率点为中心，以 3σ 为长度的邻

域范围内波动，则实际的谐振频率也近似服从正态分布。当谐振点随机扰动时，如何利用陷波滤波器

对扰动的谐振点进行抑制是本文主要研究的问题。本文提出了一种基于控制图的方法进行谐振抑制：对

于随机扰动的谐振点，设计控制图，确定控制限，确保谐振峰值介于控制上限和下限之间；利用优化算

法选择陷波滤波器的参数，可以避免手动调节参数耗时多的缺陷，能够准确、快速地抑制随机扰动的谐

振。利用控制图对随机扰动的谐振点进行抑制，目前在相关领域还没有进行研究，日后将进行深入的探

索研究。 
对本文的结构如下：第 2 节建立二质量系统的数学模型；第 3 节根据控制图原理确定控制限，设计

陷波滤波器，并介绍陷波滤波器的最优参数确定方法；第 4 节进行仿真与实验。 

2. 二质量系统模型建立 

图 1 是简化的二质量系统的物理模型。 
 

 
Figure 1. Two quality system model 
图 1. 二质量系统模型 

 
为了便于分析，设传动部分无间隙，忽略电机的摩擦转矩，可以得到如下的动力学方程： 
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其中， mJ 和 lJ 分别表示伺服系统电机侧的等效电机惯量和等效负载惯量， mω 和 lω 分别表示电机侧和负

载侧旋转的角速度， mθ 和 lθ 分别表示电机侧和负载侧旋转的角度位置， eT 表示电机的输出转矩， sT 表示

弹性阻尼矩， lT 表示电机的负载转矩， sK 表示传动环节的传动刚度， WK 表示传动部分的粘滞阻尼系数。 
传动部分的传递函数为： 
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为谐振环节， 
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nω 为传动部分的谐振频率， anω 为传动部分的反谐振频率， rξ 为传动部分的谐振阻尼系数， p 为谐振反

谐振比系数。二质量系统谐振环节的传递函数存在两个复共轭极点，根据控制系统的稳定性条件[11]，当

两个复共轭极点都有负实部即极点都在 S 左半平面时，系统稳定，不发生谐振；当实部大于 0 即极点在

S 右半平面时系统就不稳定，容易发生谐振。正是这两个共轭极点，才导致伺服系统机械谐振的发生。

因此，有必要对机械谐振进行抑制。 
由于系统随机性的影响，谐振点不再固定不变，而会因随机项的作用以一定的概率在一个范围内变

化，因而谐振点也在一个邻域内随机变化，无法得到谐振点的真实值。根据概率统计知识，通常认为随

机项近似服从正态分布，由正态分布的 3σ 原则可知，谐振点会以 99.73%的概率在以计算求解出的谐振

频率点为中心，以 3σ 为长度的邻域范围内波动，则实际的谐振频率就是一个近似服从正态分布的随机变

量。由于无法得到真实的谐振频率，本文考虑设计一个控制图，使随机扰动的谐振峰值介于控制图的上

限和下限之间时，利用一个陷波滤波器就可以达到抑制谐振的目的。 

3. 控制图下的谐振抑制 

控制图作为一种带有控制界限的图，在实际生产中常用分析和判断生产进程是否处于受控状态[12]。
控制图在设计过程中主要需确定两个量：控制上限UCL 和控制下限 LCL。确定出这两个量，就可以根据

实际问题具体分析，利用各时刻观测到的数据进行监控[13]，构造统计量 T，当统计量 T 的取值在控制上

限UCL 和控制下限 LCL 之间时系统处于控制状态[14]。 
在现有的文献中，大部分都是在谐振点固定不变的情况下研究谐振抑制问题的。然而，在实际应用

中，谐振点会出现随机扰动，对于随机扰动的谐振点，本节提出一种基于控制图谐振抑制的方法：确定

控制图的控制限，使随机扰动的谐振峰值处于控制状态[15] [16]，设计一个陷波滤波器对随机扰动的谐振

点进行抑制。 

3.1. 控制限的确定 

由式(6)可知，二质量系统在任意点处的幅值为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2

2
r n n

r
r n n

j p j p
H G j

j j

ω ξ ω ω ω
ω ω

ω ξ ω ω ω

+ +
= =

+ +
                      (7) 

本文考虑惯量比 l

m

J
R

J
= 、谐振反谐振比系数 p、传动部分的粘滞阻尼系数 WK 和传动刚度 sK 都保持 

不变，只考虑谐振点在由二质量系统参数已知时计算出的谐振频率 nω 的 ε 邻域范围内随机扰动，其中

( )20,Nε σ 。于是根据控制图原理，可将二质量系统在计算出的谐振频率 nω 的 ε 邻域范围内的最大幅

值的数学期望作为控制上限UCL ，最小幅值的数学期望作为控制下限 LCL 。 
在实际中，由于UCL 和 LCL的确定与随机扰动项 ε 有关，且 ε 是未知的，于是可以利用正态分布的

3σ 原则， 3σ 原则的原理是运用概率统计知识，根据随机变量的正态分布规律，在多次试验中，测量值

落在区间 ( )3 , 3X Xσ σ− + 的概率为 99.73%，落到 ( )3 , 3X Xσ σ− + 范围之外的概率仅有 0.27% [17]。于

是根据正态分布 3σ 原则，可以保证在控制状态内同一个陷波滤波器抑制随机扰动的谐振点成功的概率为

99.73%。 
在 [ ]3 ,3σ σ− 区间内生成 n 个随机数，将这些数作为 ε 的取值，则随机扰动的谐振频率记为 nω ω ε= + ，
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代入(7)式中可以得到 n 个幅值，筛选出其中的最大值和最小值，重复进行 m 次试验，将得到 m 个最大值

和 m 个最小值，再将得到的最大值和最小值取数学期望，得到的数学期望值作为最终的控制图的控制上

限和控制下限，即 

( ){ }max
UCL E H ω=                                         (8) 

( ){ }min
LCL E H ω=                                         (9) 

确定出了控制上限和控制下限，就可以针对随机扰动谐振点进行谐振抑制。 

3.2. 最优谐振抑制 

陷波滤波器作为一种带阻滤波器，目前是应用最为广泛的抑制谐振的方法。本文考虑谐振点随机扰

动下结合控制图原理利用陷波滤波器进行谐振抑制。要保证二质量系统的谐振点在其 ε 邻域范围内随机

扰动时的幅值均降到阈值以下，只需要将谐振点在 ε 邻域范围内的最大幅值降到阈值以下，从而使其 ε 邻

域范围内的所有幅值都能够降到阈值以下。 

3.2.1. 陷波滤波器原理 
典型的陷波滤波器的传递函数为： 

( )
2 2

0
2 2

0

2
2N

s ks
G s

s ks
ξ ω

ω
+ π +

=
+ π +

                                (10) 

其中， 0ω 是陷波滤波器的陷波中心频率，ξ 是陷波滤波器的深度参数， k 是陷波滤波器的宽度参数。图

2 是陷波滤波器的 Bode 图。 
 

 
Figure 2. Bode diagram of notch filter 
图 2. 陷波滤波器的 Bode 图 

 
将陷波滤波器与二质量系统级联[18] [19]，并根据确定出的谐振频率对陷波滤波器的参数进行调节，

可以达到抑制谐振的目的。级联陷波器的传递函数为： 

( ) ( ) ( )0 r NG s G s G s=                                 (11) 
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根据 3.1 节，当谐振点在由二质量系统参数已知时计算出的谐振频率的 ε 邻域范围内随机扰动时，将

ε 邻域范围内的最大幅值的数学期望控制在阈值以下，就可以达到对随机扰动的谐振点进行有效抑制的

目的。 

3.2.2. 陷波滤波器的参数确定 
利用陷波滤波器进行谐振抑制需要确定如下参数：陷波滤波器的中心频率 0ω 、宽度参数 k 以及深度

参数 ξ ，其中中心频率 0ω 就等于谐振频率。利用 (7)式可以确定出最大幅值对应的频率 ω′ ，即

( )H UCLω′ = ，则 0ω ω′= 。本节将重点分析陷波滤波器的宽度参数 k 和深度参数ξ 对机械谐振的影响以

及参数确定方法[20]。 
对式(10)选用不同的深度参数和宽度参数[21]，陷波器的幅频特性曲线如图 3、图 4 所示。 
 

 
Figure 3. Amplitude frequency characteristic curve of notch filter with different depths 
图 3. 不同深度下陷波器的幅频特性曲线 

 

 
Figure 4. Amplitude frequency characteristic curve of notch filter with different widths 
图 4. 不同宽度下陷波器的幅频特性曲线 
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由图 3 可知，当宽度参数固定时，深度参数逐渐增大，幅频特性曲线的凹口的范围逐渐减小，陷波

中心频率处的幅值衰减逐渐增大；由图 4 可知，当深度参数固定时，宽度参数逐渐增大，幅频特性曲线

的凹口的范围也逐渐增大，陷波中心频率处的幅值衰减逐渐增大。因此，如果深度参数和宽度参数选取

过大，会导致系统不稳定。在设计陷波滤波器时应选择适当的宽度和深度参数，保证在抑制谐振的同时

还能维持系统的稳定性。 
设定一个阈值 thH ，当中心频率 0ω 处的幅值在阈值 thH 以下时认为不发生谐振。如图 5 所示，二质

量系统的幅频特性曲线与阈值 thH 有两个交点，交点横坐标记为 1ω 和 2ω 。利用陷波滤波器对二质量系统

进行谐振抑制，使其幅值衰减到阈值 thH 以下，即需要使得级联陷波器在频率 1ω 和 2ω 之间所有的频率点

以及中心频率 0ω 处的幅值全都低于阈值 thH 。 
 

 
Figure 5. Bode diagram of a two mass system with a given reference 
threshold 
图 5. 给定参考阈值下二质量系统的伯德图 

 
由(11)式，级联陷波器的传递函数为： 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0
2 2 2 2

0

2 2
2 2

r n n
o r N

r n n

s p s p s ks
G s G s G s

s s s ks
ξ ω ω πξ ω
ξ ω ω π ω

+ + + +
= = ⋅

+ + + +
              (12) 

令 s jω= ，则级联陷波器在任一频率点处的幅值为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2
0

0 0 2 22 2
0

2 2

2 2
r n n

r n n
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j j j k j

ω ξ ω ω ω ω ξ ω ω
ω ω

ω ξ ω ω ω ω ω ω

+ + + π +
= = ⋅

+ + + π +
        (13) 

由(10)式可以算出级联陷波器在中心频率 0ω 处的幅值 maxH ，可得到一个不等式组： 

( )
[ ]1 2

max

0
,i

th

i th

H H

H H
ω ω ω

ω
∈


≤



 ≤

                                    (14) 
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解不等式组(14)，可以得到关于陷波的宽度 k 和陷波的深度ξ 的不等式。 
要达到最优谐振抑制的目的，考虑一个新的指标——相角损失[22]，使其达到最小，则此时就会得到

陷波滤波器的最优参数。加入的陷波滤波器引起系统剪切频率 cω  [23]处的相角损失为： 

( ) ( )
( )

2 2
0

22 2 2 2
0

2 1
arctan

4

c c

c c

k

k

π ξ ω ω ω
φ

ξ ω ω ω

− −
=

π + −
                            (15) 

将不等式组(14)作为约束条件，式(15)作为目标函数，利用最优化方法可以确定出陷波滤波器的最优

参数。确定出陷波滤波器的参数后，就可以对计算求解出的谐振频率点进行谐振抑制，这样可以保证谐

振点在其 ε 邻域范围内随机扰动时，即幅值在控制图的上限和下限之间时该陷波滤波器都可以进行谐振

抑制。 

4. 仿真与实验 

利用优化设计陷波滤波器的方法，并结合控制图可以达到谐振抑制的目的，现对抑制的结果进行仿

真和实验，根据仿真和实验的结果说明该方法抑制谐振的有效性。 

4.1. 仿真结果 

根据第 3 节中提出的控制限的确定和控制情况以及陷波滤波器的参数确定方法，现对控制图和陷波

滤波器的结果进行模拟仿真。仿真过程中所用参数如表 1 所示： 
 

Table 1. Mechanical simulation parameters of servo system 
表 1. 伺服系统机械仿真的参数 

参数 数值 单位 

阈值 1.5 dB 

电机惯量 0.0043 kgm2 

负载惯量 0.02 kgm2 

传动刚度 280 Nm/rad 

粘滞阻尼系数 0.22 Nms/rad 

 
根据公式(6)可以算出，谐振频率为 281.2762nω = ，反谐振频率为 118.3216anω = ，传动部分的谐振

阻尼系数为 0.1105rξ = ，谐振反谐振比系数 0.1770p = 。假设 ( )~ 0,1Nε ，则由第 3 节可知陷波滤波器的

中心频率为随机扰动后的谐振点，即 0 283.2241ω = ，最优陷波深度为 0.2661ξ = ，陷波宽度为 25.5910k = ，

控 制 上 限 3.7576UCL = ， 控 制 下 限 3.6882LCL = ， 于 是 当 随 机 扰 动 的 谐 振 点 处 幅 值 满 足

( )3.6882 3.7576H ω≤ ≤ 时，选择中心频率为 0 283.2241ω = ，陷波深度为 0.2661ξ = ，陷波宽度为

25.5910k = 的陷波滤波器即可达到最优抑制谐振的目的，随机扰动的谐振峰值以及谐振点随机扰动时的

Bode 图如图 6、图 7 所示。 
从图 6 和图 7 可以看出，利用控制图可以将所有谐振点处的幅值控制在控制限内，在级联陷波滤波

器后，二质量系统在 1ω 与 2ω 之间的所有频率点以及中心频率 0ω 处的幅值均降到阈值 thH 以下，此时认为

系统不发生机械谐振，由此说明了机械谐振得到了有效抑制。 
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Figure 6. Resonance peak of random disturbance 
图 6. 随机扰动的谐振峰值 

 

 
Figure 7. Bode diagram under random disturbance 
图 7. 随机扰动时的 Bode 图 

 

 
(a) 
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(b) 

Figure 8. Simulation results. (a) Simulation diagram of current 
response; (b) Simulation diagram of speed response 
图 8. 仿真结果。(a) 电流响应仿真图；(b) 转速响应仿真图 

4.2. 实验结果 

为了验证基于控制图下谐振点随机扰动的伺服系统谐振抑制的有效性，在仿真基础上搭建了一个实

验平台进行实验研究。实验装置图如图 9 所示，实验采用的 DSP 芯片为 TMS320F28335 芯片，采用 CCS6
作为开发工具，电机为沈阳高精数控生产的 GJM010ADA2S 永磁同步电机[24]，电机参数如表 2 所示： 

 
Table 2. Parameters of permanent magnet synchronous motor 
表 2. 永磁同步电机的参数 

参数 数值 单位 

额定功率 1.5 W 

转矩 7.5 N∙m 

额定转速 2000 r/min 

额定电流 5.8 A 

额定电压 220 V 

 

 
Figure 9. Experimental setup 
图 9. 实验装置图 
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设置采样频率为 1000 kHz，采样点为 1024，得到的谐振点随机扰动时电流和转速响应如图 10 所示： 
 

  

(a)                                                       (b) 

Figure 10. Experimental results. (a) Experimental diagram of current response; (b) Experimental diagram of speed response 
图 10. 实验结果。(a) 电流响应实验图；(b) 转速响应实验图 

 
抑制前后的 FFT 频谱图如图 11 所示： 
 

  
(a)                                                       (b) 

Figure 11. Spectrum. (a) Spectrum before suppression; (b) Spectrum after suppression 
图 11. 频谱图。(a) 抑制前的频谱图；(b) 抑制后的频谱图 

 
抑制前二质量系统的相角裕度为 59.4815˚，利用优化的陷波滤波器进行谐振抑制，得到的相角裕度

为 51.2078˚，最小相角损失为 2.8531˚。 
由实验结果及电流、转速响应图和频谱分析可以看出，利用陷波滤波器对随机扰动的谐振点进行谐

振抑制，二质量系统的电流响应与转速响应都趋于稳定状态，即系统的轻微抖动并不会影响伺服系统的

的稳定性，同时 FFT 频谱图的幅值也相应下降，因此就说明了利用本文提出的谐振抑制方法有效可行。 
通过对比实验结果和仿真结果，可以看出利用控制图进行谐振抑制，每次实验得到的谐振峰值都介

于控制限之间，说明该模型可以很好控制随机扰动的谐振峰值，而且抑制后的谐振峰值也低于阈值，说
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明了谐振抑制有效。对比图 10 和图 11 可知，当谐振点发生随机扰动时，电机的电流响应和转速响应最

终也会趋于稳定，仿真与实验的结果是一致的，由此也说明了谐振点随机扰动的合理性。 

5. 结论 

本文在利用陷波滤波器抑制机械谐振的基础上提出了一种将谐振抑制和控制图相结合的方法，对随

机扰动的谐振点进行抑制，使谐振点在由二质量系统参数已知时计算出的谐振频率的 ε 邻域范围内随机

扰动，当随机扰动的谐振峰值介于控制上限和控制下限之间时，利用同一个陷波滤波器就可以抑制 ε 邻

域范围内的所有谐振点；同时本文在保证系统在等于阈值的频率点之间以及谐振频率处的幅值都降到阈

值 thH 以下的情况下，通过使相角损失达到最小，确定出陷波滤波器的最优参数，可以准确、快速地抑

制随机扰动的谐振，提高了抑制谐振的效率，从而达到了最优谐振抑制的目的。仿真和实验中得到的响

应图也表明了利用控制图对随机扰动的谐振点进行抑制的合理性。因此，本文提出的控制图的方法不仅

能有效抑制谐振，保持系统的稳定性，而且避免手动调节参数耗时长的缺陷。由此会给企业工厂带来十

分可观的经济和社会效益，具有一定的工程价值。 
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