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摘  要 

本文将针对分数阶( 1α > )系统，同时考虑最常见的两种不确定类型，即多胞不确定和无穷范数。首先，

给出了不确定分数阶系统无状态反馈时鲁棒稳定性条件。其次，采用线性矩阵不等式的形式给出了不确

定分数阶系统状态反馈控制器的设计方法。最后，通过两个数值算例验证了理论的正确性。 
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Abstract 
In this paper, we will consider the two most common types of uncertainty for fractional-order sys-
tems, which are subjected to poly-topic and H-infinity bounded uncertainties with 1α > . Firstly, the 
robust stability conditions of uncertain fractional-order systems without state feedback are given. 
Secondly, the design method of state feedback controller for the fractional system with uncertain-
ty is given in the form of linear matrix inequality. Finally, two numerical examples are given to 
verify the correctness of the theory. 
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1. 引言 

不确定性研究有多种形式。在[1] [2]中，分数阶微积分作为整数阶微积分的推广和延伸，由于可以更

好地刻画函数的历史发展过程，有更强的记忆性和全局相关性，得到了国内外学者的广泛关注，利用多

胞和范数有界描述不确定性，给出了一个基于线性矩阵不等式稳定性分析和控制器设计的充分条件。在

[3]中，考虑了区间不确定性下的分数阶系统的鲁棒稳定性，分数阶与其他模型参数之间存在确定的线性

耦合关系。在[4]中，分数阶的研究在控制领域中主要集中于物理对象的建模。[5] [6]中，基于线性矩阵

不等式分别对1 2α< < 和 0 1α< < 的情况，给出了具有区间不确定性的分数阶系统稳定的充要条件。在[7]
中，同时考虑了多胞和二范数有界不确定性。在[8]中，研究了在多胞和范数有界不确定条件下的分数阶

系统的稳定性和镇定问题。在[9]中，研究了不确定分数阶的鲁棒稳定界问题，并且系统具有范数有界不

确定性。文献[10] [11] [12] [13]研究不确定性矩阵谱范数的上界，考虑的稳定区域要么是复平面的左半平

面，要么是单一的关于实轴对称的凸域。这些上界都是基于 Lyapunov 定理。文献[14]考虑了当分数阶系

统具有多胞型不确定时的鲁棒镇定控制器的设计方法。 
在[15]中，作者从控制输入能效的角度研究了分数阶控制系统，给出了控制输入能量函数的发散条件，

对作用于对象上的控制器能量优化起到了作用。 
基于上述研究，本文将研究两种不确定性与稳定性之间的关系，推导出了分数阶( 1α > )系统在多胞

和范数有界不确定情况下，系统的稳定性条件。设计状态反馈控制器使分数阶系统变得稳定，并通过数

值算例，验证理论的正确性。 

2. 预备知识 

在本文的后续中，如果没有特别强调或指出，一般符号的含义如下所示。 
TX 表示矩阵 X 的转置， *X 表示矩阵 X 的共轭转置， 0X > 表示 X 是正定矩阵。 

{ }sym X 等于 *X X+ ，矩阵中的 •表示这是对称矩阵中的对称部分。⊗表示矩阵的 Kronecker 积。Dα

是α 阶 Caputo 微分算子。 
X

∞
是 X 的无穷大范数， nI 是 n 阶单位矩阵。 

引理 1. 当1 2α< < 时，系统稳定的充分必要条件是存在正定矩阵 T 0X X= > ， n nX R ×∈ 使得如下线

性矩阵不等式成立： 

( ){ } 0sym AXΛ⊗ <                                   (1) 

其中⊗表示矩阵的 Kronecker 积： 

sin cos
cos sin

θ θ
θ θ

− 
Λ =  

 
，

2
θ α= π−

π                             (2) 

引理 2. 对于具有适当维数的正定矩阵 0χ > 和矩阵 ,Q P ，有以下不等式成立： 
T T T T 1Q P P Q Q Q P Pχ χ−+ ≤ +                              (3) 

引理 3. 对于给定的对称矩阵： 
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T

A B
B C
 

Λ =  
 

                                    (4) 

, ,A B C 都具有恰当的维数，则以下三个条件是等价的： 
1. 0Λ < ； 
2. 0A < ， T 1 0C B A B−− < ； 
3. 0C < ， 1 T 0A BC B−− < ； 
引理 4. 当 0 2α< < 时，分数阶系统渐近稳定的充分必要条件是： 

( )( ) 2Arg eig A α> π                                 (5) 

其中 ( )Arg 是辐角函数， ( )eig A 是矩阵 A 的所有特征值。 

3. 结果与分析 

3.1. 鲁棒稳定性分析 

定理 3.1 当 ( ) 0u t = 时，多胞和范数有界不确定分数阶系统具有鲁棒渐近稳定性的充分条件是：存在

矩阵 T 0j jX X= > ， n n
jX R ×∈ ， ijX Z +∈ ， ( ), 1, 2, ,i j N= 

满足约束： 

( ) ( ){ }
( )

( )

1 1 11

11

T
21

1
1

1
2 22

1max

ˆ .

0

m
i j iik ik ikk

m
iikk

j n

sym A X I F F

I X I I

χ

χ

δ

=

−
−

=

  Λ⊗ + ⊗  
  < 
 ⊗ − ⊗
  

∑

∑             (6) 

证明. 根据引理 1，如果存在正定矩阵 jX 及 ( ) 1
N

j jjX Xγ γ
=

= ∑ ，使得分数阶系统渐近稳定，那么则

有： 

( ){ } 0sym AXΛ⊗ <  

( )( )1 1 0N N
i j i ji j sym A Xγ γ

= =
⇔ Λ⊗ <∑ ∑  

{ }
( ) ( ){ }

1 11

1 1 1 11 1

2
1 1

1
1 1

ˆ

ˆ ˆ 0

N m
i i ik ik ii k

N N m m
i j i ik ik j j jk jk ii j i k k

sym A F X

sym A F X A F X

γ δ

γ γ δ δ

= =

−

= = +

 ⇔ Λ⊗ + 

 + Λ⊗ + + + <
 

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
         (7) 

根据引理 2，存在矩阵 ( )
1

0 1,2, ,iik i Nχ > =  ， 

1
0ijkχ > ，

1
0jikχ > ， ( )1,2, , 1i N= −

， ( )1, ,j i N= + 
， 

且有 ( )
1 1max 11, 2, , ; 1, 2, ,ik i N k mδ δ≤ = =  ，可以得到： 

( ) ( ){ }{ }
( ) ( ){ }{

( ) ( )

1 1 1 11

1 1 1 11

1 1 1 1

2 T 1 2 T
2 1max 21 1

T 1 2 T
2 1max 21 1 1

T 1 2
2 1max

ˆ

ˆ

ˆ

N m
i i i iik ik ik iik i ii k

N N m
i j i j ijk ik ik ijk j ji j i k

j i jik jk jk jik

sym A X I F F I X X

sym A X I F F I X X

sym A X I F F

γ χ χ δ

γ γ χ χ δ

χ χ δ

−
= =

−
= = + =

−

   Λ⊗ + ⊗ + ⊗  

   + Λ⊗ + ⊗ + ⊗  

 + Λ⊗ + ⊗ + 

∑ ∑

∑ ∑ ∑

{ }}1

T
21 0m

i ik I X X
=

 ⊗ < ∑

       (8) 

使用引理 3，可以将式(8)写为： 
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( ) ( ){ }
( )

( )

1 1 11

11

T
21

1
1

1
2 22

1max

ˆ .

0

m
i j iik ik ikk

m
iikk

j n

sym A X I F F

I X I I

χ

χ

δ

=

−
−

=

  Λ⊗ + ⊗  
  < 
 ⊗ − ⊗
  

∑

∑ ， , 1, 2, ,i j N=     (9) 

根据引理 1，系统的鲁棒稳定性得证。 

3.2. 状态反馈控制器设计 

定理 3.2 当 ( ) ( )u t Kx t= 时，多胞和范数有界不确定分数阶系统具有鲁棒渐近稳定性的充分条件是：

存在矩阵 T 0j jX X= > ， n n
jX R ×∈ ， m n

jR R ×∈ ， 1 2,ij ij Zχ χ +∈ ， ( ), 1, 2, ,i j N= 
满足约束： 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 11

2 2 22

11

22

T
1 21

2 21

1
1

11
2 22

1max
1

1
2+1

2 22
2max

ˆ ˆ

. .

0

.

0

i j i j

m
ijk ik ikk

I T
ijk ik ikk m

m
ijkk

j n

I
ijkk m

j n

sym A X B R

I F F

I F F

I X I I

I R I I

χ

χ

χ

δ

χ

δ

=

= +

−
−

=

−
−

=

  Λ⊗ +  
  + ⊗  
 

 + ⊗   
< 

 ⊗ − ⊗ 
 
 
 

⊗ − ⊗ 
 

∑

∑

∑

∑

    (10) 

式中状态反馈器可描述为： 

( ) ( )u t Kx t= ， ( ) 1
1 1 1

N N N
i i i i ii i iK K R Xγ γ γ −

= = =
= =∑ ∑ ∑  

证明. 根据引理 1，如果存在正定矩阵 jX ， iX 及 ( ) 1
N

j jjX Xγ γ
=

= ∑ ， ( ) 1
N

i iiK Kγ γ
=

= ∑ 使得分数阶

系统渐近稳定，那么则有： 
( ){ } 0sym A BK XΛ⊗ + <  

( ) ( ){ }
( ) ( ){

( ) ( ) }

1 1 2 21 2

1 1 1 11 2

2 2 2 22 2

2
1 1 1

1
1 1 1

1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ 0

N m I
i i ik ik i i ik ik ii k k m

N N m I
i j i ik ik j j jk jk ii j i k k m

I I
i ik ik j j jk jk ik m k m

sym A F X B F R

sym A F X A F X

B F R B F R

γ δ δ

γ γ δ δ

δ δ

= = = +

−

= = + = +

= + = +

   ⇔ Λ⊗ + +Λ⊗ +
   

 + Λ⊗ + + +
 

 + Λ⊗ + + + <
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

       (11) 

根据引理 2，存在矩阵
1 21 2, 0iik iikχ χ > ，

1 21 2, 0ijk ijkχ χ > ，
1 21 2, 0jik jikχ χ > ，

1 1maxikδ δ≤ ， 

( )1,2, , 1; 1, ,i N j i N= − = + 
，且有

2 2maxikδ δ≤ ， ( )1,2, ,i N= 
， ( )1 1, 2, ,k m= 

可以推导出： 

( ) ( ){ }{
( ){ }}

( ){ ( )

1 1 1 11

2 2 2 22

1 1 1

2 T 1 2 T
1 2 1 1max 21 1

T 1 2 T
2 2 2 2 max 21

1 T
1 21 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

N m
i i i i i iik ik ik iik i ii k

I
iik ik ik iik i ik m

N N
i j i j i j ijk ik iki j i

sym A X B R I F F I X X

I F F I R R

sym A X B R I F F

γ χ χ δ

χ χ δ

γ γ χ

−
= =

−
= +

−

= = +

     Λ⊗ + + ⊗ + ⊗   

   + ⊗ + ⊗  

 + Λ⊗ + + ⊗ 

∑ ∑

∑

∑ ∑ {
} ( ){ }

( ) ( ){ }
( )

1

1 2 2 2 22

1 1 1 11

2 2 2

1

1 2 T T 1 2 T
1 1max 2 2 2 2 2 max 21

T 1 2 T
1 2 1 1max 21

T
2 2 2

ˆ ˆ

m
k

I
ijk j j ijk ik ik ijk j jk m

m
j i j i jik jk jk jik i ik

jik jk jk ii

I X X I F F I R R

sym A X B R I F F I X X

I F F

χ δ χ χ δ

χ χ δ

χ χ

=

− −
= +

−
=

 
 

    + ⊗ + ⊗ + ⊗    

     + Λ⊗ + + ⊗ + ⊗   

 + ⊗ + 

∑

∑

∑

{ }}22

1 2 T
2 max 21 0I

k i ik m I R Rδ−
= +

 ⊗ < ∑

     (12) 
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使用引理 3，可以将式(12)写为： 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 11

2 2 22

11

22

T
1 21

T
2 21

1
1

11
2 22

1max
1

1
2+1

2 22
2max

ˆ ˆ

. .

0

.

0

i j i j

m
ijk ik ikk

I
ijk ik ikk m

m
ijkk

j n

I
ijkk m

j n

sym A X B R

I F F

I F F

I X I I

I R I I

χ

χ

χ

δ

χ

δ

=

= +

−
−

=

−
−

=

  Λ⊗ +  
  + ⊗  
 

 + ⊗   
< 

 ⊗ − ⊗ 
 
 
 

⊗ − ⊗ 
 

∑

∑

∑

∑

，, 1, 2, ,i j N=   

(13) 

根据引理 1，系统的鲁棒稳定性得证。 

4. 数值仿真 

在本节中，通过两个数值示例来证明上述理论的正确性，由于分数阶微分不能直接仿真，因此使用

[11]中提出的改进的 Oustaloup 方法进行了以下仿真。在第一个示例中研究了不确定分数阶系统的稳定性

问题，在第二个实例中，设计状态反馈器，使得系统稳定。 

4.1. 示例 1 

考虑具有多胞和范数有界不确定性系统的鲁棒稳定性问题，其中系统参数给出如下： 

2N = ， 1.35α =  

1 11 12

1.8 1.3 0.35 0.41 0.33 0.56ˆSS-I : , ,
0.44 0.75 0.61 0.13 0.47 0.3

A F F
−     

= = =     −     
 

2 21 22

1.5 0.45 0.23 0.31 0.12 0.43ˆSS-II : , ,
0.87 0.98 0.34 0.51 0.55 0.49

A F F
−     

= = =     −       

根据定理 3.1，使用 MATLB 提供的 LMI 工具箱，得到 LMI 式(6)的解： 

1

0.5565 0.1182
0.1182 0.0669

X
− 

=  − 
， 2

36.6824 33.2225
33.2225 37.9283

X
− 

=  − 
 

当 1 0.1γ = ； 2 0.9γ = 时，给系统加入不确定参数，随机选取不确定参数的值，由图 1 可以看出随着

最大不确定性界 1maxδ 的增加，不确定性因素的影响也会增加，系统的输出响应也将由收敛变的发散。这

与定理 3.1 相一致。 

4.2. 示例 2 

考虑具有多胞和范数有界不确定性系统的鲁棒稳定性问题，其中系统参数给出如下： 

2N = ， 1.35α =  

1 11 12 1 13 14

3 5 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0
ˆSS-I : 3 5 1 , 0 0 0 , 0 1 1 , 2 , 0 , 1

2 2 5 0 0 0 0 0 0 1 0 0
A F F B F F

− −           
           = − − = = = = =           
           −           
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(a) 1max 0.2δ =                                          (b) 1max 0.35δ =  

 
(c) 1max 0.4δ =  

Figure 1. Output response of the system at different uncertainty bounds 
图 1. 系统在不同不确定界值时的输出响应 

 

2 21 22 2 23 24

3 4 0 1 1 0 0 0 0 2 0 1
ˆSS-II : 3 5 1 , 0 0 1 , 0 1 1 , 1 , 1 , 0

1 2 5 0 0 0 0 0 1 1 0 0
A F F B F F

−           
           = − − = = = = =           
           −           

 

根据定理 3.2，使用 MATLB 提供的 LMI 工具箱，得到 LMI 式(10)的解： 

1

0.0572 0.0548 0.0103
0.0548 0.0055 0.0598

0.0103 0.0598 0.1526
X

− 
 = − − − 
 − 

， 2

0.9001 3.2029 2.7717
3.2029 8.7520 0.9859
2.7717 0.9859 5.9512

X
− 

 = − 
 − 

， 

T

1

0.1080
0.3451

0.2591
R

 
 = − 
  

，

T

2

21.6417
19.5770

6.3547
R

− 
 =  
 − 

 

该系统中，当系统的控制输入 ( ) 0u t = ，系统不是渐近稳定的，由图 2 系统的时间响应可以得出，原

系统的状态是发散的。 
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根据定理 3.2，为了保证系统的稳定性，加入状态反馈控制器 ( ) ( )u t Kx t= 使得系统渐近稳定，随机

选取系统的加权系数 1 0.6γ = ； 2 0.4γ = ，系统不确定参数的无穷大范数 1max 2 max 0.2δ δ= = ，求解出控制

器的增益 [ ]3.6615 1.9968 1.1921K = − − − 。由图 3 系统的时间响应可以看出，系统时间响应由图 2 的发

散状态最终变了收敛状态从而说明了定理 3.2 的正确性。 
 

 
Figure 2. Eigenvalues and time responses of the system 
图 2. 系统的特征值和时间响应 

 

 
Figure 3. Eigenvalues and time responses of the system 
图 3. 系统的特征值和时间响应 

5. 结论 

本文推导了在 1α > 时，多胞和无穷范数有界不确定分数阶系统的鲁棒稳定性的充分条件。在不满足

鲁棒稳定条件时，设计了相应的线性状态反馈稳定控制器。最后，通过两个数值例子验证了理论的正确

性。所有的结果都是根据 MATLAB 提供的 LMI 计算得出。仿真结果表明随着不确定性无穷范数的增大，

其对系统的稳定性影响逐步增大，系统逐渐失稳。但是对于具体的系统，其无穷范数的上界到底如何确

定，这也是后续需要进行进一步研究的问题。同时基于该方法设计的状态反馈控制器可以有效镇定不确

定分数阶系统，且控制代价小，适合于工程实现。 
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