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摘  要 

探讨了多智能体系统和无向拓扑中的分布式测量边界控制问题，根据智能体及其邻域之间的通信所产生

的信息，在空间边界点上进行边界控制器的设计。本文利用李雅普诺夫第二方法建立了输出一致性充分

条件，并通过线性矩阵不等式计算得出控制增益。最后，通过数值算例来证明理论分析的结果。 
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Abstract 
The problem of distributed measurement boundary control in multi-agent systems and undi-
rected topologies is explored, and the design of boundary controllers is carried out at spatial 
boundary points based on the information generated by the communication between the agents 
and their neighbors. In this paper, a sufficient condition for output consensus is established using 
Liapunov’s second method, and the control gain is computed by linear matrix inequality. Finally, 
the results of the theoretical analysis are demonstrated by numerical examples. 
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1. 引言 

多智能体系统的定义是：一个由众多独立智能体组成的系统，这些智能体通过连接相互协调，以完

成一项复杂的任务。在这种情况下，智能体一般是指能够感知周围环境并正确利用自身能力对环境做出

适当反应的物理或抽象实体。随着对自然界中一些集体行为的观察和思考，研究人员开始了对多智能体

系统协调控制的研究。多智能体系统的协调控制是一个新兴的研究领域，它借鉴了多个学科的观点，并

整合了不同领域的见解。在实际应用中，单个智能体的结构相对简单，由特定的传感、计算、存储和通

信能力组成，能够执行单一功能。相比之下，由数量有限的智能体组成的系统不仅包含单个智能体的所

有功能，还能通过自身和其他智能体的状态信息接收动态系统的控制输入。近几十年来，许多多智能体

系统模型被应用于各个领域，包括生物学、物理学和工程学。这些模型吸引了众多学者的关注。一致性

是群体中群体行动的一种特征，在许多领域都发挥着重要作用，如群体控制[1]、缺陷检测[2]和动物监控

[3]等。 
由于多智能体系统在现代工业中的广泛应用，在多智能体系统中达成共识已有悠久的历史。DeGroot 

[4]对管理科学和统计学的研究采用了加权平均技术来估计一组未知变量个体的概率分布函数，从而使一

致性问题成为一个热门的学术话题。生态学家雷诺德模拟了各种动物群体的行为，提出了 Boid 模型[5]。
Vicsek 利用 Boid 模型建立了一个基于统计力学的离散模型，用于模拟粒子群中共识行为的出现[6]。后来，

Jadbabaie 通过对 Vicsek 模型的理论分析，用线性模型取代了非线性模型[7]。Olfat-Saber 和 Murray 提出

了解决一阶多智能体系统中一致性问题的框架[8]。他们设计了一种一致性算法，并证明了当通信拓扑图

是无向且强连接的均衡图时，该算法的渐近共识能力。 
一般来说，我们可以将其分为两种类型，一类是无领导者的多智能体系统，而另一类是领导–跟随

者的多智能体系统，这两者的研究都非常的有意义，本文研究的是领导–跟随者的多智能体系统，在实

际生活中有很多领导协作的例子。例如，在森林火灾中，利用机器人来取代人类去扑灭大火会更加地安

全，在这个过程中，一部分机器人作为领导者，另一部分可以作为跟随者。如果能实现多领导者协同控

制，那么就可以实现森林的区域灭火，从而代替人类，降低一定的风险，提高工作效率。此外在海域探

索等问题中也有很多实际的用处。 
而近年来，人们越来越关注描述多智能体系统的偏微分方程模型。邱倩等[9]研究了使用输出反馈方

法来解决具有切换拓扑的抛物型偏微分方程模型所代表的智能体之间的一致性问题。他们开发了一种新

颖的基于边界的自适应控制协议，以确保切换图在所有切换实例中的连通性。闫旭等[10]研究了包含反应

扩散项的多智能体系统在空间边界控制下的输出一致性。Ferrari-Trecate 等[11]利用函数分析法对文献中

提出的各种模型进行了归纳，为这一领域做出了贡献。王玉娟等[12]提出了一种新颖的时间决定分布式控

制方法，以实现网络多系统中的一致性和包容性。但在实际情况中，优先考虑输出一致性而不是状态一

致性是有益的[13]-[15]。本文提出用输出一致性代替状态一致性，并考虑了智能体之间的通信问题。它研
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究了一类抛物型偏微分方程模型的多智能体系统输出一致性的问题，并证明它能在边界控制器下实现输

出一致性。 
本文采用分布式边界控制方法研究多智能体系统的输出一致性问题。主要贡献有：1) 基于分布式边

界测量方法设计边界控制器，考虑每个智能体与其邻居在通信过程中传输的信息，以实现输出一致性。

2) 在分布式边界控制器下，设计了线性矩阵不等式(LMI)。然后利用李亚普诺夫直接法获得多智能体系

统输出一致性的充分条件。3) 不需要对空间中的内部点进行控制，只需要对空间域的边界点进行控制，

因此减少了控制器的数量，大大降低了系统的复杂性和成本。 

2. 预备知识 

图论知识：本文首先介绍一些图论知识，这些理论将贯穿全文。加权有向图 { },G V E= 是一对有序图，

其中 { }1,2, ,V M=  是节点集， E V V⊆ × 是边集， ( )1 ij M M
G g

×
= 是与有向图相关联的加权邻接矩阵，智

能体 i 与智能体 j 存在连接定义为 0ijg  ，智能体 i 与智能体 j 不存在连接定义为 0ijg = 。此外，图 G 的

拉普拉斯矩阵表示为 ( ) M M
ijH h R ×= ∈ ，其中 ii ij

i j
h g

≠

= ∑ ， ( )ij ijh g i j= − ≠ 。 

3. 问题描述 

本文考虑的是由一个领导者和 m 个跟随者组成的多智能体系统。领导者的动态方程如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0
1

0 00

0 0 0

0
0 0

, , , ,

, , 0

, ,

,0

m

j jt xx
j

x xx x l

x t b x t a x t d f x t

x t x t

x t c x t

x x

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ϕ ρ

ρ ρ

=

= =

 = − +      

 = =      
 =
 =

∑

                    (1) 

在这里 [ ]0,x l R∈ ∈ ， [ )0,t∈ +∞ ， ( )0 ,x t Rρ ∈ 是状态， ( )0 ,x t Rϕ ∈ 是输出， ( )0
0 ,x t Rρ ∈ 是初始值， ( )jf R⋅ ∈

代表第 j 个神经元的激活函数， 0a ， 0b ， 0c 和 0 jd R∈ 都是已知常数。 
考虑 m 个跟随者的动态方程为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0
1

0

0

, , , ,

, 0 ,

, ,

,0

m

i i i i i ij jt xx
j

i i ix xx x t

i i i

i i

x t b x t a x t d f x t

x t x t u t

x t c x t

x x

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ϕ ρ

ρ ρ

=

= =

 = − +      

 = =      
 =
 =

∑

，                     (2) 

在这里 ( ),i x t Rρ ∈ 是状态， ( ),i x t Rϕ ∈ 是输出， ( )iu t R∈ 是控制器， ( )0 ,i x t Rρ ∈ 是初始值， ia ， ib ， ic 和

ijd R∈ 都是已知常数。 
将领导者(1)与上述条件结合起来考虑，可以得到领导者输出状态： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0
1 0

0 00
0

0 0 0

1, , , ,

, , 0

,0 ,

m

j jt xx
j

x xx x l

x t b x t a x t d f x t
c

x t x t

x c x t

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ρ

=

= =

  
= − +        

 
 = =      


=



∑

                  (3) 

在此基础上，考虑跟随者(2)，可以进一步得到输出状态： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
1 0

0
0

1, , , ,

, 0, ,

, ,

m

i i i i i ij jt xx
j

i i i ix xx x l

i i i

x t b x t a x t d f x t
c

x t x t c u t

x t c x t

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ρ

=

= =

  
= − +        

 
 = =      


=



∑

                   (4) 

由于分布式测控与集中式测控、分层递阶式测控结构相比，显得更加扁平与稳定，因此本文开发了

一种依赖于分布式测量的边界控制器，用于在多智能体系统的领导者和跟随者之间达成输出一致性。 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )00 0
1

, , , ,
ml l

i i i ij j i
j

u t r l t l t k g l t l tϕ ϕ ϕ ϕ
=

= − + Θ −∑∫ ∫                     (5) 

在这里 k 是已知常数表示耦合强度，Θ是内耦合矩阵， ir 是控制增益， ( )ij M M
G g

×
= 是无向图，若智 

能体 i 与智能体 j 之间有连接则 0ijg  否则 0ijg = 。 
假设 1：图 G 是连通的。 
假设 2：神经元激活函数 ( )jf ⋅ 是 Lipschitz 连续的，则存在一个常数 jl 对于每一个 ( ),i x tρ ， 0,1, ,i m=  ， 

满足 ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

1 1 1 1, , , ,j i j j i
i i

f x t f x t l x t x t
c c c c
ϕ ϕ ϕ ϕ

   
− ≤ −   

   
。 

在这里 max 1,2, ,max j m jl l==


， 1
1 0 0

1 1 1 1, ,
m

C diag
c c c c

 
= − − 

 
 。 

定义 ( ) ( ) ( )0, , ,i iz x t x t x tϕ ϕ= − 为输出一致性误差， 1,2, ,i m=  。因此可以得到输出一致性误差的动

态方程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
0

0
0

1 1, , , , ,

, 0, ,

,0

it xx
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= − + −           

      


= =      


=



               (6) 

考虑 ( ),z x t 和 ( )u t 是 m 维向量，定义 
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假设 3：矩阵 B 为正定矩阵。 
引理 1 [16]：考虑一个正定实对称矩阵 B ，σ 是一个向量函数满足 ( )0 0σ = 或者 ( ) 0lσ = ，则有：

( ) ( ) ( ) ( )T 2 2
0 0

d 4 d
l l

s B s s l s B s sσ σ π σ σ−≤∫ ∫   。 

4. 主要结果 

本节将研究使用边界控制器(5)的领导者–跟随者多智能体系统(1)和(2)的输出一致性。 
定理 1：在假设 1~3 条件下，如果 ir 满足指定的线性矩阵不等式，就会通过实施边界控制器(5)增强

领导者(1)和跟随者(2)之间的输出一致性： 

( )
11

T
22

0
RBC kHBC

RBC kHBC

Ξ − − Θ 
Ξ =  

− − Θ Ξ  
                        (7) 

在这里 2 2
11 0.5l Bπ− Ξ = − ， [ ]22 max 1A l DC RBC kHBCΞ = − − − Θ 。 

证明：为了让误差系统达到输出一致性，设计了如下的李雅普诺夫函数： 

( ) ( ) ( )T
0

, , d
l

V t z x t z x t x= ∫                               (8) 

接下来在假设 2 的基础上对函数 ( )V t 进行求导： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

T
0

T T
max 10 0

2 , , d

2 , , d 2 , , d

l
t

l l

xx

V t z x t z x t x

z x t B z x t x z x t A l DC z x t x

=

≤ − −  

∫

∫ ∫



             (9) 

然后利用误差系统(6)中的边界条件可得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

T
0

T
0 0

T T
0 0

2 , , d

2 , , 2 , , d

2 , , d 2 , , d

l

xx

lx l
x x x x

l l
x x

z x t B z x t x

z x t Bz x t z x t Bz x t x

z l t RBC kHBC z x t x z x t Bz x t x

=
=

  

= −

= − − Θ −

∫

∫

∫ ∫

              (10) 

根据假设 3 由于矩阵 B 是正定矩阵，所以根据引理 1 可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

TT 2 2
0 0

T2 2
0

, 2 , d 0.25 , , 2 , , d

0.5 , , , , d

l l
x x

l

z x t Bz x t x l z l t z x t B z l t z x t x

l z l t z x t B z l t z x t x

π

π

−

−

− ≤ − − −      

= − − −      

∫ ∫

∫
        (11) 

将(8)式和(9)式代入(7)式中可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

T2 2
0

T

0

T
max 10

T
0

0.5 , , , , d

2 , , , d

2 , , d

, , d

l

l

l

l

V t l z l t z x t B z l t z x t x

z l t z x t RBC kHBC z x t x

z x t A l DC RBC kHBC z x t x

z x t z x t x

π−

∗ ∗

≤ − − −      

+ − − − Θ  

− − − − Θ

= Ξ

∫

∫

∫

∫



                 (12) 

在这里 ( ) ( ) ( )
TT T, , , ,z x t z x t z l t

∗
 =   ，Ξ在式(7)中被定义，因此可以证明边界控制器(5)能使领导者(1)

与跟随者(2)达到输出一致，具体表现在公式(12)中。 

5. 数值仿真 

为了说明结果的有效性，本文列举了一个数值算例来进行说明。考虑由四个智能体组成的多智能体
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系统，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
0

max 1

0
0

1 1, , , , ,

, , ,

, 0, ,

,0

it xx
i

xx

x xx x l

z x t B z x t Az x t D f x t f x t
c c

B z x t Az x t l DC z x t

z x t z x t Cu t

z x Cz x

ϕ ϕ

= =

     
= − + −           

      
≤ − +  


= =      


=

              (13) 

使 用 以 下 参 数

0.1 0 0 0
0 0.25 0 0
0 0 0.22 0
0 0 0 0.37

A

 
 
 =
 
 
 

，

2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 8

B

 
 
 =
 
 
 

，

3.6 0 0 0
0 5.2 0 0
0 0 1.9 0
0 0 0 4.8

C

 
 
 =
 
 
 

，

1

2.25 0 0 0
0 1.09 0 0
0 0 9.5 0
0 0 0 4.8

C

− 
 − =
 −
 

− 

，

4 9 5 8
5 5 6 7
7 3 2 1
3 1 3 2

 
 
 Θ =
 
 
 

，

0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

G

 
 
 =
 
 
 

，

0.1 4.7 0.32 1.22
0.78 1.8 0.21 10.1
0.32 4.3 1.23 8.32
1.3 2.5 4.56 7.71

D

 
 
 =
 
 
 

，

4m = ， 1.4l = ， 0.27k = ，并考虑初始值为 ( ) ( )0
1 2.5cosz x x lπ= ， ( ) ( )0

2 3.1sinz x x lπ= ， ( )0
3 0.21z x = ，

( ) ( )0
4 0.33sinz x x lπ= 。 

图 1 显示了在多智能体系统未采取任何控制措施的情况下，利用上述矩阵和初始值条件进行的误差

系统剖析。很明显，如果没有适当的控制，多智能体系统无法实现输出一致。 
 

 
Figure 1. Error systems without control 
图 1. 没有控制的误差系统 
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根据定理 1，使用 MATLAB 工具求解线性矩阵不等式(7)即可得到控制增益 ir ， 1 8.2647r = ，

2 8.2548r = ， 3 8.5698r = ， 4 8.7421r = 。 
如图 2 所示，误差系统随着时间 t 的增大，系统收敛到平衡状态，因此误差系统在边界控制器的作

用下实现了输出一致。 
 

 
Figure 2. Error systems under boundary control 
图 2. 在边界控制器下的误差系统 

6. 结论 

本文研究了基于偏微分方程模型多智能体系统输出一致性的问题。每个智能体模型都由一个抛物型

偏微分方程模型组成，该抛物型偏微分方程模型设定为一维空间中的诺伊曼边界条件。边界控制器位于

边界的每个边缘，并与智能体及其邻居通信。利用线性矩阵不等式，李雅普诺夫直接法为边界控制器的

输出一致性提供了充分条件，证明了在控制增益满足定理 1 中的线性矩阵不等式时，多智能体系统在边

界控制器的作用下，能实现输出一致。数值模拟结果表明了该方法的有效性。还需要开展更多研究，以

确定在不同边界条件(包括迪利克雷边界条件)下利用椭圆和双曲偏微分方程模型[17] [18]的多智能体系

统的输出一致性。此外，还应该探索实施各种边界控制方法，如模糊边界控制，以分析具有偏微分方程

模型的多智能体系统。 
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