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摘  要 

本文研究对一种具有双侧非对称约束的单自由度非对称碰撞振动系统进行了深入探讨。首先，对系统进

行了无量纲化处理，并详细分析了其周期运动的分岔类型。接着，本研究推导了系统在周期运动条件下

的Jacobi矩阵，并运用参数状态空间联合仿真的方法，系统地探究了系统在参数平面 ( ) ( ), ,ω ω δ 下的转迁

规律及变化参数ω 时的动力学行为。此外，本文还研究还关注了系统在状态空间中吸引域的存在现象。 
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Abstract 
This study delves into a single-degree-of-freedom asymmetric impact vibration system with bilat-
eral asymmetric constraints. Initially, the system was subjected to a dimensionless transformation, 
and a detailed analysis was conducted on its bifurcation types of periodic motions. Subsequently, 
the Jacobi matrix of the system under periodic motion conditions was derived. Utilizing a combined 
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simulation approach of parameter and state space, a systematic exploration was performed on the 
transition laws of the system in the parameter plane ( ) ( ), ,ω ω δ  and its dynamic behaviors when 
varying the parameters ω . Additionally, the study also focused on the existence phenomenon of 
the attraction basins in the state space of the system. 
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1. 引言 

在现存的机械构建中，装配过程的布局往往存在着制约因素，且目前的生产技术尚存局限性，使得

零部件间的间隙无法完全消除。这些间隙对机械性能产生了不良影响，使部件间容易出现相互的冲击和

磨损，进而严重缩短了机械的整体使用寿命。装配模式的不同以及零件材质的差异，也会进一步导致碰

撞类型有所区别，包括弹性碰撞和刚性碰撞，这增加了对碰撞运动分析的难度。为了解决这些问题，科

研人员对非光滑动力系统进行了深入研究。 
分段光滑系统作为非光滑动力系统的典型代表，展现出了显著的非连续性特征。此类系统能够诱导

出一种被称为不连续诱导的分岔现象，其中擦边分岔尤为突出，乃是非光滑动力系统的独特产物。此种

独特分岔现象的揭露，为国内外研究者开辟了新的探索领域，激发了他们深入挖掘其内在运行机制的热

情，旨在机械制造与装配环节中，更为精准地掌控和优化间隙问题。 
Ma 等[1]在擦边轨道附近识别了相关模式。田海勇等[2]则针对一类单自由度的含间隙碰撞振动系统

模型，推导出了 Poincaré 映射的解析表达式。张惠等[3]进一步推导出系统的 Poincaré 映射的 Jacobi 矩阵，

并详细探讨了其在临近擦边点时的特征值、行列式及其轨迹的变化情况。值得注意的是，这种分岔现象

最早由 Nusse 等人[4] [5]在 1992 年首次发现并提出。随后，Nordmark [6]在这一基础上构建了一个关于刚

性碰撞振子在擦边分岔附近的局部映射模型，并引入了非连续映射的概念与方法。Bernardo 等[7] [8]在此

基础上进一步完善了这一方法，通过研究周期轨迹上的全局 Poincaré 映射，成功地推得了一种规范化的

映射方法。 
尽管非线性动力系统的所有参数均为固定值，然而，系统最终的运动状态依然可能因初始状态的不

同而表现出显著差异。在状态空间参数的研究方面，研究重点通常集中于吸引子和吸引域的动力学特性，

旨在揭示系统的全局动力学行为。此外，该领域还包括对系统在大跨度时间范围内的动力学行为的深入

探索，以及对全局分岔和不稳定性的细致研究。在探究多组系统的不稳定性数据基础上，进一步明确了

吸引域的稳定性特征，并在此基础上求解了吸引域的具体大小与形状。 
在理论研究层面，主要采用微分同胚理论进行分析，而数值方法则主要包括逐点初始值直接积分法

[9] [10]和点映射算法[11]。然而，这些传统方法在实际应用中往往表现出计算量大、耗时长的问题。为了

解决初始条件敏感性及精细局部陷阱等难题，Hsu 等人[12]-[15]于 20 世纪 80 年代初系统地提出了胞映射

的数学算法。胞映射算法是一种基于状态空间离散化的数值技术，其通过不同尺度的子集合(即“胞”)来
覆盖或逼近状态空间中非线性系统响应的拓扑结构(不变集)。同时，该算法能够计算得到相应胞集合上的
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测度(如不变测度、概率密度或隶属函数)，进而给出系统响应的量化度量。基于状态空间离散的胞映射方

法为确定性和不确定性非线性动力学的全局响应分析提供了高效数值途径。 
迄今为止，不同领域的研究者仍在不断改进这一算法。例如，Spek 等人[16]应用四种方法研究了不

连续系统的吸引子及吸引域。Virgin 等人[17]应用胞映射法研究了含刚度和阻尼非线性系统的吸引域，更

深入地揭示了系统的擦边特性。Levitas 等人[18]提出了庞加莱型胞映射法，该方法基于使用庞加莱映射

进行降维的思想，有效地减少了胞映射的计算复杂度。刘恒等人[19]用 Poincaré 型胞映射方法对平衡及不

平衡轴承转子非线性动力系统的全局特性进行了分析，研究了系统存在的周期解及其在各不同 Poincaré
截面上的吸引域。李得洋等人[20]-[22]对几种典型的碰撞振动系统进行了全局动力学分析。 

胞映射方法因其适合于并行计算的特性，在一定程度上大幅提升了计算效率。然而，即便如此，在

高维系统的应用中，数以亿计的元胞处理仍然是一个巨大的挑战。为应对这一难题，Li 等人[23]基于并行

计算提出了子域合成分析方法，充分利用 GPU 集群硬件的计算能力，显著提高了胞映射在高维系统中的

执行效力。 
本文深入探讨了一种具有双侧非对称约束的单自由度非对称碰撞振动系统。在对该系统进行无量纲

化建模处理的基础上，分析了其周期运动的分岔类型。本文进一步推导了系统在周期运动状态下的 Jacobi
矩阵，并运用参数状态空间联合仿真的方法，系统地探究了系统在参数平面 ( ),ω δ 上的转迁规律以及变

化参数ω 时的动力学行为。此外，本文还分析了系统在状态空间中吸引域的存在现象。 

2. 单自由度的简化力学模型及运动微分方程 

 
Figure 1. depicts a single-degree-of-freedom mechanical model 
图 1. 单自由度力学模型 

 
如图 1 中给出了单自由度含有非对称约束的简化模型。在光滑面上有一振子 M 与满足胡克定律刚度

系数为 1K 的弹簧和阻尼系数为 1C 的阻尼相连接。取位移的左方向为正方向，当振子处于静平衡状态时，

与右侧弹性约束面以及左侧刚性约束面的距离均为 B ，当振子位移为 B 且速度为正时，振子与左侧刚性

约束面发生刚性碰撞。当振子位移为 B− ，且速度为负时，系统与右侧弹性约束面发生弹性碰撞且与右侧

约束面共同运动直至振子的位移小于 B− 。振子的位移为 X 速度为 X ，左侧刚体恢复系数为 r ，则描述

系统的方程为：  

( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1

1 2 1 2

sin

sin
m

m

MX C X K X F B X B

MX C C X K X K X B F X B

X rX X B

τ

τ

+ −

 + + = ΩΤ+ − < ≤
 + + + + − = ΩΤ+ < −
 = − =

 

 

 

                (1) 

为了使分析具有普适性，引入以下无量纲量： 

1 1 1 2 2 1

1 1 11

, , , , , , .
2 C K

XK K C C K K BMx t T
F M C K K FK M

ζ µ ω µ δ= = = = = Ω = =  

可得无量纲方程为： 
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( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 sin

2 1 1 sinC K K

x x x t b x b

x x x t x b

x rx x b

ζ ω τ

ζ µ µ ω τ µ δ

+ −

+ + = + − < ≤


+ + + + = + − < −
 = − =

 

 

 

                 (1) 

当振子未与左右约束碰撞时 ( )b x b− < ≤ ，给定初始条件 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, ,x t x x t x tτ τ= = =  。当系统参数

满足 2 1 0ζ − < 时，振动微分方程的解析解为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 0
1 0 0 0 1 1 0 1 1 0

1 0 1 0

; , , , cos sin

sin cos

t t
d df x x x t e a t t b t t

A t B t

ητ ω ω

ω τ ω τ

− −= − + −

+ + + +



             (2) 

对位移函数式求导即可获得速度函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 0
1 1 1 11 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0

1 0 1 0

; , , , cos sin

cos sin

t t
d d d df x x x t e b t t b a t

t

a t

A t B

ητ η ω η

ω ω τ ω

ω ω

ω τ

ω− −  = − − − + −
+


+ − +





      (3) 

而外激励相位函数记为： 

01 tθ ω τ= +                                       (4) 

当系统与右侧弹性约束面发生碰撞后，若振子与弹性碰撞面共同运动 ( )x b< − 时，我们给定初始条件

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, ,x t x x t x tτ τ= = =  。在特定参数 ( ) ( )2
1 2 1 0Kζ ζ µ+ − + < 时，借助微分方程的基本理论，可以

推导出振动微分方程的运动解析解如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

2 1( )
2 0 0 0 2 2 1 2 2 1 2 1

2 1

; , , , cos sin sin

cos / 1

t t
d d

k k

f x x x t e a t t b t t A t

B t

ητ ω ω ω τ

ω τ µ δ µ

− −= − + − + +

+ + − +



        (5) 

对位移函数式求导即可获得速度函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 1
2 0 0 0 2 /2 2 2 /2 1 2 2 2 2 /2 1

2 1 2 1

; , , , cos sin

cos sin

t t
d d df x x x t e b a t t b a t t

A t B t

ητ ω η ω η ω ω

ω ω τ ω ω τ

− −= − − − − −

+ + − +



 

     (6) 

式中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 1 2 2

22

1 1 22 2 22 2 22 2 2

2 1 2 1 22 22

2

2

, , 1 , 1 ,

11 2, , ,
1 2 1 2 1 2

2
, , ,

1

1

2

1

1

d d k

k

k

k

C

C

C

A B A

B a a b b

η ζ η ζ ω η ω µ η

µ ωω ζω

ω ζω ω ζω µ ω ζω µ

µζ ω

µ ω ζ µω

= = = − = + −

+ −− −
= = =

− + − + + − +

−
=

+ − ++

+

+

 

3. 系统的 Poincaré 映射建立及 Jacobi 矩阵的求解 

在分析非光滑动力系统时，通常会选择使用 Poincaré 映射来深入研究系统运动的稳定性、周期轨迹

的存在区域以及局部分岔问题。针对本文所述的系统，可以采用以下三种建立方案来进行详细分析： 

( ) ( ){ }
( ){ }
( ){ }

2 1
1 1

2 1
1 1 1 1

2 1
1 1 1 1

, , , mod ,2 /

, , , , 0

, , , , 0

n

p

q

x x R S t

x x R S x b x

x x R S x b x

θ θ ω π ω

θ

θ

+

+

∑ = ∈ × =

∑ = ∈ × = − <

∑ = ∈ × = >



 

 

 

首先，选择定相位面的方案被证明能够精密地解析出系统周期运动的完整周期数。然而，这种方法
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的局限在于它未能充分揭示系统的内在非线性特质。与之相对的，定碰撞面的选择则显得更为独特和有

效。这种方法不仅能分别统计振子对左右约束面的累计碰撞次数，而且还能借助更为简化的方式推导出

系统 Jacobi 矩阵。 
更为先进的是，通过综合运用定碰撞面建立的 Poincaré 截面与定相位面建立的 Poincaré 截面，我们

能够更为全面且深入地描绘系统轨线的全景，特别是其与碰撞面的性质。对于定相位面
n∑ ，因其本就

具备分段光滑的属性，它精密地捕捉系统在外施激励的作用下相位的微妙变化。鉴于外激励的恒定角速

度，我们只需固定时间节点来记录振子的位移 x 与速度 x数据。如果转向定碰撞面
p∑ ，我们必须认识到

系统分段光滑特性的复杂性。 
在假设系统满足 1 1n − − 周期运动存在的条件下，依据向量场的动态演化，我们可以将 Poincaré 映射

细致地划分为四个明确阶段： 
1) 1p 振子未与两侧碰撞面接触的自由振动期； 
2) 2p 振子受左侧刚性墙冲击的瞬间； 
3) 3p 振子脱离左侧刚性约束后，再度进入自由振动阶段； 
4) 4p 振子与右侧弹性约束面共同运动阶段。 
基于此，我们成功构建了详尽的 Poincaré 映射如下。 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 0 0 1 1 2 1 1 2 2

3 2 2 3 3 4 3 3 3 3

: , , , : , , ,

: , , , : , , .

P x t x t x t x t P x t x t x t x t

P x t x t x t x t P x t x t x t x t
+ + − − − − − −

− − − − − − + +

→ →

→ →

   

   

 

令 1 2 3 4, , ,DP DP DP DP 分别代表 1 2 3 4, , ,P P P P 的映射矩阵并建立 Jacobi 矩阵： 

11 12 11 12 11 12
1 2 3 4

21 22 21 22 21 22

1 0
, , , .

0
a a b b c c

DP DP DP DP
a a b b c c r
       

= = = =       −      
 

对于每个矩阵中的元素，具体计算方法为： 

( )

( )0 0,

; , , 1, 2i k

j x

F
i j k

X
τ

 ∂
= 

∂  


 

其中： 1 2 1 0 2 0, , , .F f F X x Xθ τ= = = =

  
对于系统的积分参数有： 

( )1 0 1 0 1 00 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 1

1 1

sin coscos sin
sin cos ,

x A Bv A B
a x A B b

d d
η τ τω τ τ

τ τ
ω ω

ω − −− +
= − − = +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1

1
1

2 1 2 1 2 1 2 1
2

2 2 1 2 1
2 1 2 1

2

1 sin sin cos cos
1

sin cos
1 cos sin

k k k k

k

k

k

d d

b x

bx

A A B B
a

A B
A B

b
v ω ω

ω

µ µ τ µ τ τ µ τ
µ

µ
η τ τ

µ τ τ
ω

+ + − − − −
=

+

 
− − + + − + = +

 

由于每个阶段的运动时间 it 亦是会因为系统的初始速度和初始位移而变化，所以 it 是关于 0 0,v τ 的函

数。以 3DP 为例，当振子从左侧碰撞面出发，经过时间 t 到达右侧碰撞面，建立起 t 与 0 0,v τ 之间的关系：

令 ( )x t δ= − ，得到方程： 
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( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

1 0

0 0 1 0 0

( )
1 1 0 1 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1

1 1

, , ; , , 0

sin cos 0

sin cos
sin cos ,

t t
d

d d

t f x x t

e a cos d t t b sin t t A t B t

A B A cos B sin
a A B b

η

ν τ τ δ

ω ω ω τ ω τ δ

η δ τ τ ν ω τ ω τ
δ τ τ

ω ω

− −

Ψ = + =

→ − + − + + + + + =

− − − +
= − − = +



其中,

 

利用隐函数定理，Jacobi 矩阵系数的计算方法为： 

( ) ( )1 1

00

;i i
ij

jj

f f
a

X tX t
 ∂ ∂ ∂Ψ ∂Ψ

= + ⋅ −  ∂ ∂∂ ∂  
 

对于 1 1n − − 周期运动，系统的 Poincaré 映射为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 3 2 1 0 0 3 3, , .DP DP DP DP DP x t x t x t x t+ + + += = →   

4. 不同参数域内运动转迁规律分析 

建立庞加莱映射，通过定相位面作出全域分岔图，现取局部 [1.1 1.3]ω = − 分岔图来分析从周期运动到

混沌的道路：在参数域内，固定其中一部分系统参数的值： 0.5, 1, 250, 150k crζ µ µ= = = = 以及初始的运

动状态参数，研究系统的运动状态下关于ω 的单参数分岔图： 
 

 
Figure 2. illustrates the bifurcation diagram of a degree of freedom 
图 2. 单自由度分岔图 

 

 
Figure 3. presents a partial enlarged single view of the single-parameter bifurcation 
图 3. 单参分岔局部放大图 

 
以 PD，GR，SN 分别表示倍化分岔、擦边分岔和鞍结分岔由图 2 可知，随着ω 的减小，系统在

1.2794ω = 时为 PD，从周期一进入周期二运动，在 1.2017ω = 和 1.1816ω = 时为 PD 进入周期四和周期八

如图 3 所示，又在 1.1757ω = 时进入混沌，随后在 1.1584ω = 再次进入单周期运动。 
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在 0 00, 0.7x v= = 时刻不同ω 时的相图和 Poincaré 图(图 4)： 
 

 
Figure 4. The phase portraits and Poincaré maps at different ω  instances  
图 4. 不同ω 时的相图和 Poincaré 图 
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为进一步分析研究在周期夹杂区内系统各周期运动时吸引域在状态空间中的分布，选取初态域

( ){ }0 0, , , 1 1x x x vδ δ− < < − < < 。为进一步得到系统的运动状态空间在参数变化下的转迁规律，固定参数

0.14δ = ，将初态域划分为 1000 × 1000 个状态胞。分别选择以下 4 组系统参数绘制系统的吸引域分布

图。 
 

 
Figure 5. Attractor basin diagrams under different initial value conditions 
图 5. 不同初值下吸引域图 

 
在图 5(a)、图 5(b)和图 5(c)中，黄色区域代表周期一阶段，而深蓝色部分则标识为陷胞区域。观察发

现，黄色区域与深蓝色区域呈现出交错分布的状态，这一现象表明系统当前处于不稳定性状态，进一步

揭示了系统对初始条件的敏感性显著增强。随着外部激励参数的持续增长，深蓝色的陷胞区域也同步扩

展，这一趋势明确指出，外部激励参数的增大导致系统的稳定性逐渐减弱。 
从图 5(b)、图 5(d)中，可以明显观察到随着参数的改变，图中呈现出黄色周期一吸引子与青蓝色周

期二吸引子共存的现象。深蓝色陷胞区域仍然存在，并定位在右下角，坐落于周期一与周期二相邻的区

域中。值得注意的是，周期一与周期二的占比相对均衡，而深蓝色陷胞区占比则极为有限，这一分布特

征表明在此特定参数条件下，系统表现出较高稳定性，其对初始条件的敏感性显著减弱。 
在参数域内，固定部分系统参数的特定值 0.5, 1, 250, 150k crζ µ µ= = = = 以及初始的运动状态参数，

旨在研究系统运动状态在系统参数平面 ( ),ω δ 上的变化情况。如图 5 所示，我们选择了
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[ ][1.1 1.3], 0.12 0.15ω δ= − = − ，分别绘制了 n p q− − 参数平面分岔图，这一图示不仅包含了运动状态参数

的变化，还特别展示 n 的关于周期数的参数平面分岔图。在此图示中，我们运用了不同颜色以区分各不

同类型的周期运动。鉴于运动状态图的复杂性，我们决定采用更为直观的周期数余维二分岔图，结合关

于特定参数的分岔图进行深入解析。此方法不仅简化了复杂信息的呈现，还能更清晰地揭示系统的动力

学行为。 
 

 
Figure 6. A bifurcation diagram with two parameters 
图 6. 双参分岔图 

 
如图 6 所示，红色区域与绿色区域分别代表周期一运动与周期二运动系统的参数区域。值得注意的

是，这两种周期运动仅占据了选定区域的少数部分。 
通过细致观察图中黑色区域，我们发现其中夹杂着多条红色和绿色带，以及少量的蓝色带，这一现

象表明存在从混沌周期退化出的周期窗口。未标注的黑色区域则被识别为混沌或长周期状态，其中 PD、

GR 和 SN 分别表示倍化分岔、擦边分岔和鞍结分岔。随着参数的减小，系统从 1/1 周期逐渐进入混沌状

态，随后混沌状态退化为 2/1 周期运动，经过 PD 点后进入 4/1 周期运动，再进入长周期状态后通过 PD
点进入 8/1 周期运动，继而再次进入混沌状态，最终退化出 2/2 周期运动。这一系列动态变化清晰地展示

了系统在不同分岔类型影响下的复杂行为演化。通过对系统动力学行为的深入解析，我们为相关领域的

研究提供有力的理论支持。这一发现拓宽了我们对非线性系统复杂性的认识，并为探索其在工程和自然

科学中的应用提供了新的视角。通过对这些复杂行为的透彻理解，我们能够更精确地预测和控制系统的

动态响应，从而推动相关技术的发展。这一研究成果无疑为非线性动力学分析和应用探索奠定了坚实的

基础。 

5. 结论 

本文深入探讨了一种具有双侧非对称约束的单自由度非对称碰撞振动系统。在进行系统的无量纲化

建模处理后，我们对系统的周期运动分岔类型进行了详细分析。通过固定部分系统参数的特定值以及初

始的运动状态参数，我们进一步研究了系统在单参数平面上的运动状态及其分岔图。结果表明，随着相

关参数数值的不断减小，系统经历了倍化分岔、叉式分岔以及混沌等复杂的动力学转变。 
此外，通过对吸引域的深入分析，我们揭示了周期一的演化规律，并观察到周期一与周期二吸引子

共存的显著现象。在固定系统参数值及初始运动状态参数的基础上，我们对系统的参数平面进行了详尽

的研究，从而确定了周期一和周期二的存在占比，并解析了系统在周期内的演化规律。 
综上所述，上述研究不仅丰富了我们对非对称碰撞振动系统的理解，也为相关领域的进一步探索提

供了坚实的理论基础。通过深入解析系统的复杂动力学行为及参数依赖性，我们能够更精确地预测系统
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在不同条件下的响应，从而为工程设计和理论研究提供有力的支持。这一研究成果无疑将进一步推动非

线性振动系统的动力学分析和应用探索。 
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