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摘  要 

本文研究了一类延迟信息下的随机最优控制问题，其中控制过程是关于延迟信息的滤子流适应，且系统

中多个噪声不独立具有相关性。本文首先利用凸变分法建立必要最大值原理，进一步假设哈密尔顿函数

和终端效用函数具有凹性得到充分最大值原理，最后将得到的充分必要最大值原理应用于一类资产组合

配置问题中的均值–方差模型。 
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Abstract 
This paper studies a class of stochastic optimal control problems with delayed information, where the 
control process is adapted to the delayed filtration, which describes the delayed information, and that 
the noises in the system are not independent but correlated. The necessary maximum principle is es-
tablished using the convex variational method. Furthermore, the sufficient maximum principle is given 
on the assumption that the Hamiltonian function and the terminal utility function are concave. Finally, 
the obtained maximum principles are applied to the mean-variance model for a class of asset portfolio 
allocation problems. 
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1. 引言 

随机控制系统与确定控制系统不同，研究当系统中含有随机性时如何实现系统的性能指标最优化，

是现代控制理论的核心内容之一，在自动化、金融、机械等领域广泛应用(见文献[1] [2])。 
在求解随机最优控制问题时主要有两种经典的解决方法：动态规划原理和最大值原理，其中动态规

划原理的核心是 Bellman 最优性准则，其基本思想是将全局最优控制问题转化为一系列局部最优控制问

题，且这些局部控制问题有不同的初始时间和初始状态，利用 Bellman 最优性准则得到最优策略(见文献

[3])。最大值原理首先由 Pontryagin 在 1950 年代提出，并将优化问题转化为最大化哈密顿函数的问题[4]。
随机最大值原理求解最优控制问题要引入哈密顿函数和伴随过程，伴随过程是由伴随方程的解给出，利

用最大值条件将随机最优控制问题转化为求解正倒向随机微分方程的问题(见文献[5])。 
在延迟信息下的随机最优控制问题中，控制过程是关于延迟信息的滤子流适应，近年来这类问题受

到学者们的广泛关注，例如：在文献[6]中学者们针对带有延迟的随机最优控制问题进行了研究，在噪声

具有独立性的假设下，推出最大值原理；Li 和 Wu 在文献[7]中研究了一类带有跳跃和延迟的随机线性二

次最优控制问题，利用正倒向随机微分方程的可解性，给出了最优控制的存在性；文献[8]研究的是双通

道伊藤随机系统的线性二次最优控制问题，其中一个通道存在输入延迟，通过建立新的 Riccati 微分方程

给出了这类问题可解的充分条件以及最优解；Meng 和 Shi 在文献[9]中给出了具有延迟的随机最优控制问

题的全局最大值原理；文献[10]利用反向分离法、变分法和滤波技术推导了一类带有延迟的线性二次部分

观测最优控制问题的随机最大值原理；在文献[11]中，学者们研究了一类广义平均场延迟随机微分方程，

并给出了该类控制问题的随机最大值原理；Meng 等[12]研究了一类状态和控制带有延迟的随机最优控制

问题，通过倒向随机 Volterra 积分系统理论推导出最大值原理。 
在噪声相关的假设下，专家学者对不同类型的随机最优控制问题进行了深入的研究。当观测方程的

噪声与系统方程的噪声具有相关性时，相关的研究如下：文献[13]研究了一类随机最优控制问题，其中系

统方程是由布朗运动和泊松随机测度驱动，并且状态噪声和观测噪声是相关的，文章给出了当控制域为

凸时的充分必要最大值原理；文献[14]利用希尔伯特空间正交直和分解和空间投影理论，推导出了一类部

分观测最优控制问题的最小值原理。此外，另一个研究焦点是系统方程中含有的多个噪声具有相关性，

例如：Wang 和 Wu [15]利用 Girsanov 定理与针状变分技术相结合，推导了一类随机最大值原理，并将其

用于研究风险敏感的最优投资组合问题；郭云瑞和梁晓青[16]在模型不确定且系统中包含的多个噪声具

有相关性的前提下，对 DC 型养老金的鲁棒最优投资问题利用随机动态规划原理得到了最优投资策略。 
本文研究一类随机最优控制问题，其中系统中的控制过程是关于延迟信息的滤子流适应，且系统是

由多个布朗运动驱动，这些布朗运动之间不独立具有相关性。由于引入延迟信息的滤子流，导致系统具

有非马尔可夫性，进而 Bellman 最优性准则失效，动态规划原理就不再适用了[6]，因此本文将针对这类

随机最优控制问题给出充分必要最大值原理。文献[6]给出了带有延迟的随机系统的充分必要最大值原理，
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本文在此基础上进一步假设系统中的多个噪声不独立具有相关性，利用凸变分、伊藤公式和凹函数的性

质推导了相应的充分必要最大值原理，因此本文可以视为文献[6]结果的推广和发展。 
本文的结构如下：第二节介绍问题模型；在第三节中给出了充分必要最大值原理，是本文的主要结

果；在第四节中，将得到的理论应用于投资组合中的均值–方差模型；最后在第五节对本文的内容作出

总结。 

2. 模型介绍 

令 { }( )0
, , ,t t≥

Ω  是一个完备的滤子概率空间，其中 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,B t B t B t 分别为定义在滤子概率空间

中的一维布朗运动。假设系统 ( ) ( )u nX t X t= ∈ R 满足下述随机微分方程： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
3

1

0

d , , d , , d , 0 ,

(0  ) ,

i i
i

X t b t X t u t t t X t u t B t T

x

t

X

σ
=

 = + ≤ ≤

 = ∈

∑
R

            (2.1) 

其中，系统方程中的漂移项系数 [ ]: 0, n nb T U× × →R R 和扩散项系数 [ ]: 0, , 1, 2,3n n
i U iTσ × × → =R R 是给

定的函数，U 是欧式空间中的子集，具有凹性， ( )0,T ∈ +∞ 是给定的常数。空间中的滤子流{ } 0t t≥
 表示

[ ]0, t 系统包含的完全信息，而滤子流{ } 0t tδ− ≥
  ( 0δ > 是一个给定的常数)表示 [ ]0, t δ− 内系统包含的信息，

与滤子流{ } 0t t≥
 相比，{ } 0t tδ− ≥

 表示延迟信息。本文假设控制过程 ( )u t 是{ } 0t tδ− ≥
 适应的随机过程，即： 

[ ] [ ] ( ){ }0, : 0, - ,tT u T U u δ−×Ω → ⋅ 是 适应的   

此外，假设系统方程中包含的三个布朗运动不是相互独立的，且满足： 

( ) ( ) ( ) ( )d d d , 1,2,3 ,i j ijB t B t t t i jρ  =  ⋅ =                          (2.2) 

其中，对 [ ]0,t T∀ ∈ 有 ( ) [ ]1,1ij tρ ∈ − ，且当 i j= 时，有 ( ) 1ij tρ = 。 
定义代价泛函： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
, , d ,

T
J u E f t X t u t t g X T ⋅ = +  ∫                      (2.3) 

其中， [ ]: 0, nf T U× × →R R 和 : ng →R R 。 
定义 2.1 在给定的滤子概率空间 { }( )0

, , ,t t≥
Ω  中，若满足下述条件： 

1) ( ) [ ]0,u T⋅ ∈ ； 
2) ( )u ⋅ 使得其对应的系统方程(2.1)存在唯一解，即 ( )ux t ； 
3) ( )u ⋅ 使得 ( ) ( )( ) ( )( )0

, , d
T

E f t X t u t t g X T + ∞  ∫ < 成立， 
则称 ( )u ⋅ 为可容许控制，称 ( ) ( )( ),x u⋅ ⋅ 为可容许控制对，令表示容许控制的集合，称为容许控

制集。 
问题 1 选择Φ ∈R 和 û ∈，使得： 

( )( ) ( )( )ˆinf ,
u

J u J u
∈

Φ = ⋅ = ⋅


                               (2.4) 

此时称 ( )û t 为问题 1 的最优控制。 
在随机控制领域当中，求解最优控制问题有两种最常见的方法：动态规划原理和最大值原理[6]。由

于引入了延迟信息，即控制过程 ( )u t 是关于 t δ− -适应的随机过程，这就导致系统具有非马尔可夫性，故

Bellman 最优性准则失效，所以不能使用动态规划原理求解问题(2.4)，本文决定采用最大值原理对问题进

行求解。由于系统方程中的三个噪声(布朗运动)不是相互独立的，因此本文的主要挑战是根据问题 1 的特

性建立一个新的最大值原理。 
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3. 噪声相关控制系统的随机最大值原理 

本节要建立控制问题 1 的最大值原理，主要分为两部分，第一节证明充分最大值原理；第二节证明

必要最大值原理。 
首先根据问题的特性定义哈密尔顿函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2 3

3

, 1

, , , , , ,

, , , , , , ,T
i ij

i
j

j

H t X t u t p t q t q t q t

f t X t u t b t X t u t p t t X t u t t q tσ ρ
=

= + + ∑
 

其中，随机过程 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , ,p t q t q t q t 满足下述伴随方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

3

1 2 3
1

d , , , , , , d d , 0
,x i

i
ip t H t X t u t p t q t q t q t t q t B t t T

p T g X T
=

 = −∇ +     ≤ ≤

 = ∇

∑
       (3.1) 

该方程是一个倒向随机微分方程，这里 ( )
1

, ,x
nx x

ϕ ϕϕ
 ∂ ∂

∇ ⋅ =  ∂ ∂ 
 表示函数 : nϕ →R R 对向量 

( )1, , nx x x=  求梯度。为方便起见，记： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , , , , , ,H t H t X t u t p t q t q t q t=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , .H t H t X t u t p t q t q t q t=  

3.1. 充分性 

定理 3.1 假设 ( )û t ∈为一个可容许控制，且对应的系统状态过程为 ( ) ( )ˆˆ uX t X t= ，伴随方程(3.1)
的解为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,p t q t q t q t ，且对 1,2,3i = 满足下述可积性条件： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T
0

ˆ ˆˆ ˆ d ,
T

i iE X t X t q t q t X t X t t − − ∞  ∫ <                    (3.2) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )
TT

0
ˆ ˆˆ ˆ, , , , , , ,ˆ , ˆ d ,i i i i

T
t X t u t t X t u t t X t u t t X t u tE p t p t tσ σ σ σ − − ∞  ∫ <  (3.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

2

30
, , , , d ., ,

T
u H t X t u t p t q t q t t tqE  ∇ ∞  ∫ <                  (3.4) 

此外，假设对 [ ]0,t T∀ ∈ ， ( )1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,H t x u p q q q 关于 x 和 u 是凹的且 ( )g x 关于 x 是凹的。若 û 满足延

迟信息系统下的最大值条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 3

1 2 3inf ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

t

u t

E H t X t u t p t q t q t q t

E H t X t u t p t q t q t q t

δ

δ

−

−

 
  

 
 

=





 

则 û 是最优控制问题 1 的最优解，即 û 是最优控制。 
证明：对u ∈，考虑： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

0
ˆˆ ˆ, , , , d

ˆ  ,

T
J u J u E f t X t u t f t X t u t t

E g X T g X T

 ⋅ − ⋅ = −  
 + − 

∫
               (3.5) 

由哈密尔顿函数的定义有： 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

T
1 2 3

3

, 1

, , , , , , , , , ,

  , , ,i ij
i j

j

f t X t u t H t X t u t p t q t q t q t b t X t u t p t

t X t u t t q tσ ρ
=

= −

− ∑
       (3.6) 

将(3.6)代入(3.5)有： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 2 30

T
0

3
T T

0
, 1

ˆˆ ˆ, , , , , , d

ˆˆ ˆ, , , , d

ˆ ˆ ˆ, , , , d

ˆ

ˆ ˆ

,

ˆT

T

T
ij

i
i i

j
j

J u J u E H t H t X t u t p t q t q t q t t

E p t b t X t u t b t X t u t t

E t X t u t t X t u t t q t t t

E g X T g X T

σ σ ρ
=

 ⋅ − ⋅ = −  

 − − 

 
−  

 
+ − 

−



∫

∫

∑∫
 

由于哈密尔顿函数 ( )H t 关于 x 和 u 是凹的，于是有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 3ˆ ˆˆ , , , , , ,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ

ˆ ˆ
x u

H t H t X t u t p t q t q t q t

H t X t X t H t u t u t

−

≤ ∇ − + ∇ −
                     (3.7) 

又因为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3ˆˆ, , , , , ,ˆ ˆ ˆ tu E H t X t u t p t q t q t q t δ−
 
 

→


 在 ( ) ( )ˆu t u t= 处取极小值点，并且 

( ) ( )ˆ,u t u t 是 t δ− -可测的，又根据(3.4)有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

T

1 2 3
ˆ

T

ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

,

ˆ ˆ ˆ

ˆ 0

ˆu t
u u t

u t

E H t X t u t p t q t q t q t u t u t

E H t u t u t

δ

δ

−
=

−

 
∇ − 

 
 = ∇ − ≤  





|
           (3.8) 

结合(3.2)、(3.7)、(3.8)有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

1 2 3

0

0

T

0

0

0

T

T

T

ˆ , , , d

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ dd

ˆ ˆ d

ˆ ˆ d ,

T
u

T

T

T

T
x

x

x

E H t H t X t u t t

E

p t q t q t q t

u t u t t

E

E

H t X t X t t E H t

H t X t X t t

X t X t H t t

 −  
   ∇ − + ∇     

∇

≤ −

 ≤   
 =  

−

∇


−


∫

∫∫

∫

∫

            (3.9) 

进一步根据伴随方程的定义和伊藤积分的性质，有： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

T T
ˆd .ˆ dˆ ˆT T

xE E p tX t X t H t t X t X t   =− −   
−

 
∇

∫ ∫              (3.10) 

同理可知 ( )g x 关于 x 也为凹的，再结合(3.2)、(3.3)和伊藤公式得： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

T

T

0

T
0

3
T T

0
, 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ d

ˆˆ ˆ  , , , , d

ˆ ˆ  d ,i i

T
x

T

T
i

i
j j

j

E g X T g X T E g X T X T X T

E X T X T H t t

E p t b t X t u t b t X t u t t

E q t t tσ σ ρ
=

  − ≤ ∇ −    
 = − −∇  

 + −  
 

+  −
 

∫

∫

∑∫

        (3.11) 
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将(3.9)~(3.11)代入(3.5)中可得： 

( )( ) ( )( ) ,ˆ 0J u J u ⋅ ≤⋅ −  

因此， û 是 ( )( )J u ⋅ 的最优控制。 

3.2. 必要性 

在定理 3.1 中给出了噪声相关控制系统下的充分最大值原理，同时也想知道：如果已知 ( )û t 为最优

控制，那么 ( )û t 应该满足那些条件呢？即最优控制的必要性条件。因此，本节要给出必要最大值原理。

首先增加一些假设条件： 
(假设 1)假设 ( )sβ ∈具有以下形式： 

( ) ( )( ) ( )0, , , ,0 , 1, 2, , ,k
i ss i kβ β ⊂    =   R  

且 ( )sβ 的第 i 个分量 ( )i sβ 具有以下形式： 

( ) [ ] ( ) [ ], , 0, ,i i t t hs s s Tβ α χ += ∈    ∀ ∈  

其中， 0 t t h T≤ ≤ + ≤ ， ( )i iα α ω= 是一个有界的且 t δ− -可测的随机变量， [ ],t t hχ + 表示示性函数。 
(假设 2)对于 ,u β∈ ∈  且 β是有界的随机过程，存在 0δ > ，使得 u yβ+ ∈对于 ( ),y δ δ∈ − 成立。 
定义随机过程 ( ) ( )u yt tY Y β+= 为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

T
1

0

d , ,
d

0 0

,
u y

n
y

Y t X t Y t Y t
y

Y

β+

=

= =

=









 

根据系统方程可以推出： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
3

0 0
1

0 , , d , , d ,
T Tu y u y u y

i i
i

X t X b s X s u s s s X s u s B sβ β βσ+ + +

=

= + + ∑∫ ∫        (3.12) 

于是有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0

3

0
1

d
, , , , d

d

, , , , d ,

u y
T u y u y

u

T u y u y
u

x

x i i i
i

X t
b s X s u s Y s b s X s u s s s

y

s X s u s Y s s X s u s s B

β
β β

β β

β

σ σ β

+
+ +

+ +

=

= ∇ + ∇ ⋅

+ ∇ ⋅ + ∇ ⋅

∫

∑∫
 

即： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

3

1

d , , , , d

, , , , d ,

x u

ik u ik i
i

k k k

x

Y t b t X t u t Y t b t X t u t t t

t X t u t Y t t X t u t t B

β

σ σ β
=

= ∇ + ∇

+ ∇ ⋅ + ∇ ⋅∑
 

其中， ( )kY t 表示 n 维向量 ( )Y t 的第 k 个分量。 
定理 3.2 若 û ∈是 ( )J u 的一个局部极小值点，即 ( ) ( )ˆh y J u yβ+ 在点 0y = 处达到极小值，其中

β ∈是有界随机过程，存在 0δ > ，使得 û yβ+ ∈对于 ( ),y δ δ∈ − 成立。假设伴随方程(3.1)的解存在，

并令其为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,p t q t q t q t ，此外假设对 1,2,3i = 满足下述条件： 

( ) ( ) ( ) ( )T T
0

ˆ ˆˆ ˆ d ,
T

i iE Y t q t q t Y t t  ∞  ∫ <                          (3.13) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )TT

0
ˆ ˆ d ,

T
x i u i x i u iE p t Y t Y t p tt t t ttσ σ β σ σ β ∇ + ∇ ∇ + ∇  ∫          (3.14) 

其中， ( )i tσ 表示 ( ) ( )( ), ,i t X t u tσ ，则 û 是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ( ), , , , , tE H t X t u t p t q t q t q t δ−
 
  的稳定点，即对

[ ]0,t T∀ ∈ 有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , 0.u tE H t X t u t p t q t q t q t δ−

 
∇ 

=


                  (3.15) 

证明：由于： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
ˆ ˆˆ ˆ, , d ,

T
h y J u y E f t X t u y t g X Tβ β = + = + +  ∫  

( )h y 对 y 进行求导，并令 0y = ，且根据伴随方程(3.1)得到： 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T T T

0

T T T
0

0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , , d

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , d ,

T
x u

T
x u

h

E f t X t u t Y t f t X t u t t t E g X T Y T

E f t X t u t Y t f t X t u t t t E p T Y T

β

β

′=

   = ∇ + ∇ + ∇     
   = ∇ + ∇ +    

∫

∫

   (3.16) 

对 ( ) ( )ˆˆ Tp t Y t 用伊藤公式有： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

T

1

1
3

1 , 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆd d d d d

ˆ ˆˆ , , , , d

ˆˆ , , , , d ,

k k k k k

k k u k k k

n

k
k
n

j

x x
k

n

x ik u ik ij
k i j

p t Y t p Y t Y t p t p t Y t

p t b t x u Y t b t x u t Y H t t

q t t x u Y t t x u t t t

t

tβ

σ σ β ρ

=

=

= =

= + +

= ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + −∇

+ ∇ ⋅ + ∇ ⋅

∑

∑

∑ ∑

 

令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
3

, 1

ˆ ˆˆ , , , ,

ˆˆ , , , , d ,

,x x

x ik u ik ij
i j

k k u k k k

j

t

N t

M t p t b t x u Y t b t x u t Y H t

q t t x u Y t t x u t t

β

σ σ β ρ
=

= ⋅ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + −∇

= ∇ ⋅ + ∇ ⋅∑
 

对 ( ) ( )( )T ˆˆd p t Y t 积分后取数学期望得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T
0

1
0

ˆ ˆˆ ˆd d .
n TT

k
E p T Y T E p t Y t E tM t N t

=

    = =      
+

  
∑∫∫  

哈密尔顿函数 ( )H t 分别对 x 和 u 求梯度有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

T

3

, 1

, , , ,

, , ,i ij
i

x

j

x x

x j

H t f t X t u t b t X t u t p t

t X t u t t q tσ ρ
=

∇ = ∇ + ∇

+ ∇∑
               (3.17) 

和 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

T

3

, 1

, , , ,

, , ,

u u u

i ij
i j

u j

H t f t X t u t b t X t u t p t

t X t u t t q tσ ρ
=

∇ = ∇ + ∇

+ ∇∑
               (3.18) 

(3.17)移项后得到： 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

T

3

, 1

, , , ,

, , ,i ij
i

x x x

x j
j

f t X t u t H t b t X t u t p t

t X t u t t q tσ ρ
=

∇ = ∇ − ∇

− ∇∑
              (3.19) 

由(3.16)可知： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T

0 0
1

3
T T

0
, 1

T

0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , , d d

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , d

ˆ d 0.

nT T
x u

k

T
u i iju

T

u j
i j

u

E f t X t u t Y t f t X t u t t t M t N t t

E f t X t u t b t X t u t p t t X t u t t q t t t

E H t t t

β

σ ρ β

β

=

=

 ∇ + ∇ + +  
  

= ∇ + ∇ + ∇  
   
 = ∇ =  

∑∫ ∫

∑∫

∫

 

固定 [ ]0,t T∈ 有 ( ) ( )( )0, , , ,0 k
is s Uβ β ∈ ⊂   R ，其中： 

( ) [ ] ( ) [ ], , 0 ,,i i t t hs s s Tβ α += ∈    ∈   

( )i iα α ω= 是一个有界的且 t δ− -可测的随机变量， [ ],t t hχ + 表示示性函数，则有： 

( ) ( ) ( ) ( )T

0
ˆ ˆ0 d d ,

T t h
u it

i

E H s s t s
u

sE H sβ α
+ ∂ = ∇ =     ∂ 

∫ ∫  

等式两边同时对 t h+ 求导，并令 0h = 有： 

( ) ( )ˆ 0,i
i

tE H t
u

α
 ∂

= ∂ 
 

根据条件数学期望的性质有： 

( ) ( )ˆ 0,i t
i

E E H t
u

t δα −

  ∂
=  

∂    
  

由数学期望的定义式和 iα 的可测性得到： 

( ) ( ) ( )ˆ d 0,t i
i

E H t p
u

tδ α ω−Ω

 ∂
= 

∂  
∫   

上述勒贝格积分等于零等价于被积函数等于零，又由于 ( )i tα 取值任意，所以有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , 0. . .u tE H t X t u t p t q t q t q t a sδ−

 ∇ =    .  
  

4. 应用 

本节将上一节所得到的理论应用于金融资产组合配置模型。假设金融市场中有两种资产模型：无风

险资产和风险资产，分别用以下随机微分方程表示： 
1) t 时刻无风险资产 ( )0S t 满足： 

( )
( ) ( ) [ ]

( )

0

0

0

d
d , 0,

0 1
,

S t
r t t t T

S t

S

=    ∈

=







                             (4.1) 

其中， ( )r t 表示 t 时刻短期利率过程，与经典模型不同的是，本文的利率过程不是确定性的过程，而是具
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有随机性，使得模型更加符合实际情况，假设其满足 Vasicek 模型： 

( ) ( )( ) ( ) [ ]
( )

1

0

d d d 0,
,

0
rr t a b r t t B t t T

r r

σ = − − ,   ∈


=
                      (4.2) 

其中， 0a > 表示均值回归速度， 0b > 表示随机利率的长期均值水平，常数 0rσ > 表示随机利率的波动率，

一维标准布朗运动 ( )1B t 表示随机利率市场中的噪声。 
2) t 时刻风险资产 ( )S t 满足： 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]

( )

1 21 2
d

d d d d d
,

0

0 1

,S r S
S t

r t t t B t t t B t
S t

S

t Tσ λ σ µ


= + + + +

 =

,  



 ∈
           (4.3) 

其中，常数
1 2
,S Sσ σ 表示风险资产的波动系数，常数 rλ 表示利率市场的风险溢价，随机过程 ( )tµ 表示风险

资产的风险溢价，与常规模型不同的是，为了更加准确地反映在现实市场中风险补偿的不确定性，所以

本文风险资产的风险溢价具有随机性，并且随机过程 ( )tµ 满足下述随机微分方程： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]
( )

1 2

0

2 3d d d d 0,
,

0

t k t t B t B t t Tµ µµ µ µ σ σ

µ µ

 = − + + ,   ∈


=
                 (4.4) 

其中，k 表示均值回归速度参数， µ 表示风险市场的长期均值价格，
21

,µ µσ σ 表示股价风险市场价格的波

动率，一维标准布朗运动 ( ) ( )2 3,B t B t 表示风险市场中的噪声。 
假设金融市场中代表噪声的三个布朗运动具有相关性，具体关系如下： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 3

1

2

33 2

d d d ,

d d d ,

d d d .

B t B t t t

B t B t t t

B t B t t t

ρ

ρ

ρ

⋅ =

⋅ =

⋅ =

 

接下来对上述两种资产进行组合配置，假设控制过程 ( )Su t 表示 t 时刻投资于风险资产的金额，则 t
时刻投资于无风险资产的金额 ( )0u t 满足： 

( ) ( ) ( )0 ,Su t X t u t= −                                  (4.5) 

其中， ( )X t 表示 t 时刻的财富过程，满足下述随机微分方程： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
0

0
0

d d
d ,S

S t S t
X t u t u t

S t S t
= +                          (4.6) 

将(4.1)、(4.3)、(4.5)代入(4.6)并化简得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 21 2d d d d ,S S r S S S S SX t r t X t u t t t u t B t u t B tσ λ σ µ σ σ = + + + +        (4.7) 

记 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
, ,X t X t r t tµ= ，综合(4.2)、(4.4)、(4.7)得到控制问题的系统方程为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2 3

d d

0
d 0 d 0 d ,

0

S S r S S

S S S S

r

X t r t u t u t t

X t a b r t t

k t

u t u t

B t B t B t

µ µ

σ λ µ σ

µ µ

σ σ

σ
σ σ

 + +
 

= − 
  − 
     
     

+ − + +     
     

    

              (4.8) 
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同时定义代价泛函为： 

( )( ) ( ) ( )( )2
.S E X T E X TJ u  = −     

⋅  

问题 2 找到投资组合 ˆSu ∈，在 ( )E X T a=    (a 是给定常数)前提下，使得财富过程在终端时刻的

方差最小： 

( ) ( ) ( )( )
( )

2
inf inf ,

s.t. .
u u

Var X T E X T E X T

E X T a
∈ ∈

 = −     
   =  

   

由于问题 2 是带有等式约束的最优控制问题，所以本文利用拉格朗日乘子法将问题 2 转化为不带有

等式约束的控制问题。具体来讲，首先引入拉格朗日乘子 β，有： 

( )( ) ( )( ) ( )2
2 ,SJ u E X T a E X T aβ ⋅ = − + −    

  

令 aα β= − ，对上式进一步化简得到： 

( )( ) ( ) ( )2 22 2 ,SJ u E X T X T a aα α ⋅ = + − −  
  

因为 2 2a aα− − 是确定的，所以将带有等式约束的问题 2 转换为： 
问题 3 找到投资组合 ˆSu ∈，使得下式成立： 

( )( ) ( ) ( )2 2f ,in inf
S S

Su u
u E X T X Tα

∈ ∈
 ⋅ = +  

  

也就是说，如果存在 ˆSu ∈是问题 2 的最优解，那么 ˆSu 同时也为问题 3 的最优解。 
由于经过拉格朗日乘子法处理后，控制过程 ( )Su t 与 α 具有一定的函数关系，又因为系统方程 ( )X t

与 ( )Su t 也具有函数关系，所以对于给定的 α，令 ( )Su tα 表示对应的控制过程， ( ) ( )SuX tα 表示对应的系统

状态过程。接下来应用定理 3.1 和定理 3.2 对问题 3 进行求解，其中哈密尔顿函数为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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1 2
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S
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α α α α

α

α
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α µ µ
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µ µ

σ λ µ σ σ σ
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µ µ
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    
  − 

 
 
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  


+
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其中随机过程四元组 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , ,p t q t q t q t 满足伴随方程： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3

1
d 0 0 d

,0 0

d 2 2

d

s

s
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j j
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r t X t t

p t a p t t
k

p T X T

u

q t B t

α

αα α σ

α

=

  
  
 = − − +    −   


= +

∑
 

为符号简化记： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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则哈密尔顿函数可写为： 

( ) ( ) ( ) ( )T T ,SH t u t t tα= +A B  

假设 ( )ˆSu tα 是最优控制，根据(3.15)有： 

( ) 0,tE t δ−   =A   

根据条件数学期望的定义可知 0=Α ，于是有 ( )ˆSu tα 满足： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ

1 1 2 1 3 2 4 3 ,SuX t p t p t q t q t q tα = − − − −A N N N N  
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应用拉格朗日对偶理论，对于控制过程 ( )ˆSu tα 存在α ∗ 使得： 

( )( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆ inf 2 2 ,SJ u E X T X T a aα

α
α α

∗
⋅ = + − −    

则有 ( )ˆSu tα∗
为问题 3 的最优解，同时 ( )ˆSu tα∗

也为问题 2 的最优解。 

https://doi.org/10.12677/dsc.2025.142015


解斯雯，王岩 
 

 

DOI: 10.12677/dsc.2025.142015 150 动力系统与控制 
 

5. 结论 

本文研究一类具有延迟信息且噪声相关的随机最优控制问题，推导了这类控制问题的充分必要最大

值原理，从而给出了问题解的最优性条件，并将其应用到投资组合的均值–方差模型中。在文献[6]的基

础上，本文进一步假设系统中包含的多个布朗运动不独立具有相关性，这一假设为建立最大值原理带来

了新的挑战，因为应用伊藤公式时需要考虑到多个布朗运动之间的二次变差项，从而需要重新构造哈密

尔顿函数和伴随方程，因此本文的结果可以视为文献[6]的推广。需要指出的是，在本文给出的例子中，

我们利用最大值原理将随机最优控制问题的解转化为正倒向随机微分方程的解，但是最终并没有给出最

优控制的解析解，这是因为正倒向随机微分方程是非线性的，且系数中有状态过程和控制过程的耦合项，

因此不能用线性方法解耦，如何求解这类正倒向随机微分方程是我们下一步需要深入研究的问题。 
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