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摘  要 

本文探讨了基于异步事件驱动脉冲控制策略的Kuramoto网络振子同步控制问题。针对一致性Kuramoto
振子网络，设计了一类具有执行器延迟的事件触发脉冲控制策略，基于Lyapunov稳定性理论进行了理论

证明。通过数值仿真验证了所提出策略的有效性，结果显示在特定条件下系统能够实现相位同步，同时

有效避免了Zeno现象的发生。研究进一步扩展至非一致性Kuramoto网络振子，分析了在事件触发控制

下的频率同步问题，并提供了相应的理论支持和数值模拟，丰富了Kuramoto模型的应用范围。 
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Abstract 
In this paper, the problem of synchronized control of Kuramoto network oscillators based on asyn-
chronous event-driven pulse control strategies is explored. A class of event-triggered pulse control 
strategies with actuator delays is designed for the coherent Kuramoto vibrator network, and theo-
retical proofs are provided based on Lyapunov stability theory. The effectiveness of the proposed 
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strategies is verified by numerical simulations, and the results show that the system is able to achieve 
phase synchronization under specific conditions while effectively avoiding the occurrence of Zeno 
phenomenon. The study is further extended to non-coherent Kuramoto network oscillators to ana-
lyze the frequency synchronization problem under event-triggered control, and provides correspond-
ing theoretical support and numerical simulations, which enriches the application scope of the Ku-
ramoto model. 
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1. 引言 

Kuramoto 振子模型是描述耦合振子系统同步行为的重要工具，广泛应用于物理、生物、化学和工程

等领域。同步现象作为 Kuramoto 模型研究的核心问题，直接决定了振子网络的协调能力与鲁棒性能[1]-
[3]。尽管现有研究通过连续观测、周期性采样和反馈控制等方法取得了一定进展，但传统的控制策略在

能耗效率和实时性方面存在固有局限。连续监测需要不间断地计算资源投入，而采样方法即使降低频率

仍可能产生冗余数据[4] [5]。近年来，事件驱动机制因其仅在状态异常时触发的特性被引入控制领域，但

传统事件触发系统的连续调整过程仍难以完全规避能源浪费。在此背景下，结合事件驱动与脉冲控制的

新型协同机制为解决这一困境提供了契机[6]。 
Kuramoto 模型的同步研究已形成了基于连续跟踪、离散采样以及即时反馈的多模态框架体系[7]。连

续跟踪法通过全时域监测确保相位一致性，但面临通信带宽和计算资源的剧烈消耗。离散采样策略通过

周期性截取系统状态降低能耗，但在非线性动态环境中容易错失关键触发窗口[8] [9]。为此，部分研究尝

试采用事件驱动控制架构，仅当相位差突破预设阈值时才激活调节机制，显著减少了控制器的非必要动

作次数[10]。然而，现有事件驱动系统仍采用连续调节模式，在复杂网络和多智能体场景中不仅面临控制

器饱和风险，还会引发子系统间的级联干扰。针对这些问题，学术界开始探索兼具即时性与间断性的混

合控制范式，将脉冲控制的瞬时干预特性与事件驱动逻辑相结合，形成的事件驱动脉冲控制策略既能保

证触发判据的自适应性，又能通过离散能量投放实现节能优化[10] [11]。 
脉冲控制在传统控制方案中展现出瞬时响应、低功耗运行和抗干扰能力强等优势，尤其在量子系统

调控与微电网优化等领域已取得显著成效[12]。已有研究证实，脉冲控制与事件驱动框架的深度融合可有

效平衡系统的动态性能与能耗效率。例如，在异步网络同步问题中实现了高达 67%的通信负载降低，同

时在 DoS 攻击场景下仍保持 88%的收敛概率[13]。不过，现有文献对 Kuramoto 模型的事件驱动脉冲控制

研究仍存在明显短板；多数成果局限于规则网络拓扑分析，对异构耦合与时变参数系统的稳定性研究不

足[14]；脉冲强度设计普遍依赖经验参数，缺乏自组织优化机制；阈值选择策略尚未建立与网络规模的动

态适配关系[15]。本研究旨在突破三重挑战，探讨基于异步事件驱动脉冲控制策略的 Kuramoto 振子网络

一致性控制问题。我们提出了一种创新的事件触发控制策略，该策略综合考虑了执行器延迟的影响，并

利用 Lyapunov 函数方法证明了在特定条件下，系统能够实现相位同步，同时有效避免 Zeno 现象的发生。

这一创新点显著增强了控制策略的鲁棒性和适应性。研究进一步扩展至非一致性 Kuramoto 振子网络，分
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析了在事件触发控制下的频率同步问题，并提供了相应的理论支持，并通过数值仿真实验来验证理论分

析的可靠性，为 Kuramoto 模型在复杂网络中的应用提供了新的视角和依据。 
符号说明：在本研究中，我们采用以下符号来描述 Kuramoto 振荡器网络的动力学特性与控制策略：

N 表示网络中振子的数量， ( )i tθ 表示第 i 个振子在时间 t 的相位， iω 表示第 i 个振子的自然频率， K 表

示耦合强度， ija 连接矩阵的元素，表示振子 i 和 j 之间的耦合关系，当 1ija = 时，表示振荡器 i 与 j 存在

耦合；当 0ija = 时，表示二者无直接耦合。 ( )iu t 表示第 i 个振子的控制输入， ( )i tξ 表示第 i 个振子整体相

位的偏差， ( )tθ 表示网络中所有振子的平均相位，ω 表示网络中所有振子的平均自然频率， kc 表示控制

增益， ijb 表示控制权重系数， kτ 表示第 k 次脉冲的执行器延迟， kt 表示第 k 次脉冲发生的时刻， ks 表示

第 k 次事件触发的时刻， ρ 表示事件触发条件的衰减系数， ka 表示事件触发条件的参数， ( )V t 表示

Lyapunov 函数， kd 表示控制策略衰减系数， AL 表示 Kuramoto 网络的拉普拉斯矩阵，描述网络的拓扑结

构，定义为 AL D A= − ，其中 D 是度矩阵，度矩阵 D 是一个对角矩阵，其中每个对角线元素 id 表示节点 

i 的度，对于一个无向图，节点 i 的度可以表示为：
1

N

i ij
j

d a
=

= ∑ ， A 是邻接矩阵， BL 表示控制权重矩阵， 

NL 表示 N N× 的单位矩阵， ( )tδ 表示 Dirac 脉冲函数，φ 表示相位差范围，用于描述振子之间的相位差，

满足 tanφ φ= 。 

2. 问题描述 

2.1. 模型描述 

经典的 Kuramoto 网络由 N 个振子组成，其动态行为由以下方程表示： 

( ) ( )
1

sin , 
N

i i ij j i i N
j

K a u t i
N

θ ω θ θ
=

= + − + ∈Λ∑                           (1) 

其中， iθ 为第 i 个振子的相位， ija 表示振子间的耦合系数， iω 表示第 i 个振子的自然频率， { }: 1, ,N NΛ =  ，

且 K 为耦合强度。 
为度量各振子相对整体平均相位的偏差，定义相位误差为 

( ) ( ) ( )
1

1 N

i i i
i

t t t
N

ξ θ θ
=

= − ∑                                  (2) 

其中 

( ) ( )
1

1 N

i
i

t t
N

θ θ
=

=∑                                     (3) 

接下来，模型中的事件脉冲控制信号 ( )iu t 设定为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

N

i k ij j k i k i k
k j

u t c b t t t t tθ τ θ τ ξ δ
+∞

= =

 
= − − − − − 

 
∑ ∑                    (4) 

其中 ( )kt tδ − 为 Dirac 脉冲函数，我们可以定义为 

( )
,  

0,     
k

k
k

t t
t t

t t
δ

+∞ =
− =  ≠

                                  (5) 

当 kt t= 时满足 

( )d 1kt t tδ
∞

−∞
− =∫                                     (6) 
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根据(1)式，(4)式和(5)式，我们得到 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

sin                         

  

N

i i ij j i k
j

N

k k ij j k k i k k i k k
j

Kt a t t t t
N

t c b t t t t t

θ ω θ θ

θ θ τ θ τ ξ

=

− − −

=

 = + − ≠


∆ = − − − − =


∑

∑



                   (7) 

通过对相位求导，我们得到频率误差 

( ) ( ) ( )
1

1 N

i i i
i

t t t
N

ξ θ θ
=

= − ∑                                    (8) 

其中 

( ) ( )
1

1 N

i
i

t t
N

θ θ ω
=

= =∑

                                  (9) 

根据误差定义和(7)式，系统的控制信号也可以表示为相位误差在触发瞬间的增量形式，如 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

sin
N

i i ij j i
j

N

i k k ij j k k i k k i k
j

Kt a t t
N

t c b t t t

ξ ω ω ξ ξ

ξ ξ τ ξ τ ξ

=

− − −

=

 = − + −


∆ = − − − −


∑

∑



                    (10) 

其中 kt 表示脉冲时刻， kτ 表示执行器延迟，通过上述事件触发与脉冲时刻结合，系统能够在干预时段内

及时修正相位误差，最终使 Kuramoto 网络整体同步。 
定义 2.1 [16]如果相位的时间演化满足以下条件： 

( ) ( )lim 0,  i Nt
t t iθ θ

→∞
− = ∀ ∈Λ                               (11) 

则(1)式被认为实现了相位同步。 
定义 2.2 [16]如果频率的时间演化满足以下条件： 

( ) ( )lim 0,  i Nt
t t iθ θ

→∞
− = ∀ ∈Λ

                               (12) 

则(1)式被认为实现了频率同步。 
对于具有相同振子的 Kuramoto 网络，即 iω ω= ， Ni∈Λ ，在特定条件下，Kuramoto 网络振子可以实

现相位同步。然而，在具有不同振子的 Kuramoto 网络中， iω 可以被视为对振子 i 的恒定扰动。在这种情

况下，Kuramoto 网络振子只能实现频率同步。 
定义 2.3 [17]对于由 N 个振子构成的 Kuramoto 网络，如果存在正常数α 和 β ，使得对于所有

{ }, 1,2, ,i j N∈  和所有 0t t≥ ，系统的相位误差 ( )i tξ 满足以下不等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 0e t t

i j i jt t t tβξ ξ α ξ ξ− −− ≤ −                           (13) 

则称系统在 0t t≥ 时，实现了指数一致性。 
引理 2.1 [18]对给定的对称矩阵 

11 12

21 22

S S
S

S S
 

=  
 

                                    (14) 

其中， 11S 是 r r× 维的，以下三个条件是等价的： 
(1) 0S < ； 
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(2) 11 0S < ， 1
22 21 11 12S S S S−− < 0； 

(3) 22 0S < ， 1
11 12 22 21 0S S S S−− < 。 

2.2. 异步事件触发脉冲控制 

 
Figure 1. Block diagram of asynchronous event triggered pulse control system 
图 1. 异步事件触发脉冲控制系统框图 

 

 
Figure 2. Schematic diagram of event triggered control time series with actuator delay 
图 2. 具有执行器延迟的事件触发控制时间序列示意图 

 
如图 1 所示，系统状态由状态变量 ( )x t 表示。事件触发控制机制通过检测系统的状态变化 kt 来产生

不连续的控制输入 ( )ku t ，该输入对系统动态进行调整。此外，图中还展示了如何通过传感器捕捉反馈信

息，并将其传递给脉冲控制器，以优化系统性能并保证稳定性。对于系统(1)，脉冲序列{ }kt ，k Z∈ 是由

以下异步事件触发脉冲控制(AETIC)策略所决定： 

( ) ( ) ( ){ }1 inf e k ka t t
k k ks t t V t V tρ− −
+ = > ≥                           (15) 

其中 ka 和 ρ 均为正常数且 k Z∈ 为触发参数。如图 2 所示， ks 表示事件触发时刻， kt 表示脉冲时刻， kτ
表示执行器延迟，并假设满足 0 0s t= ，以及 k k kt s τ= + ，通过此触发机制，当系统的 Lyapunov 函数 ( )V t
在区间 [ )1,k kt t + 内增长至预设阈值时，会触发下一次脉冲来抑制其继续攀升，从而在保证系统性能的同时

降低资源消耗。 

3. 主要结果 

在本节中，我们将分别研究在 AETIC 框架下，无向 Kuramoto 振荡器网络在自然频率相同和自然频

率不同这两种情形下的同步问题。对于自然频率相同的网络，推导出相位同步准则；对于自然频率不同

的网络，则提出了频率同步准则。 

3.1. 一致性 Kuramoto 振荡器的相位同步 

考虑一个由 N 个振子构成的 Kuramoto 网络，当 iω ω= ， Ni∈Λ 时，AETIC 策略下的 Kuramoto 网络

振子满足以下动力学方程 
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( ) ( )
1

sin
N

i ij j i i
j

K a u t
N

θ ω θ θ
=

= + − +∑                             (16) 

根据(10)式，系统的动力学方程和系统的控制信号也可以为如下形式 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

sin
N

i ij j i
j

N

i k k ij j k k i k k i k
j

Kt a t t
N

t c b t t t

ξ ξ ξ

ξ ξ τ ξ τ ξ

=

− − −

=

 = −


∆ = − − − −


∑

∑



                     (17) 

定理 1. 对于给定的标量 kτ ， ρ ， K ,若存在正标量 kd ， kc 和 0ka > ，使得下面条件成立： 

(1) 条件 max2 cos 0A
Km L
N

λ φ − > 
 

 成立，其中 AL 代表无向图中的拉普拉斯矩阵， ( )maxλ ⋅ 表示矩阵

的最大特征值，
3,
2

φ π π ∈ 
 

且满足 tanφ φ= 。 

(2) 条件 2
1 e

0
kd T

N B
k

B N

I L
c

L I

− −  ≤ 
 − 

成立，其中 0kd > 。 

(3) 条件成立 ( )
1

1 1 1 2
0

ln
k

k i i i
i

m d a Mτ ρτ
−

+ + + +
=

+ − + + <∑ ，其中 M 为正常数， 0 0d = 。 

则在 AETIC 策略(15)与控制信号(4)的作用下，系统(16)不仅能够实现相位同步，同时也可排除 Zeno
现象。 

证明： 
设 Lyapunov 函数为： 

( ) ( )2

1

N

i
i

V t tξ
=

=∑                                    (18) 

对 Lyapunov 函数在区间 [ )1,k kt t t +∈ 求导数，得到： 

( ) ( ) ( )
1

2
N

i i
i

V t t tξ ξ
=

= ∑                                   (19) 

将系统的动态方程代入，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

, 1

2

, 1

2 sin

sin

sin

N N

ij i j i
i j

N

ij j i j i
i j

N j i
ij j i

i j j i

KV t a t t t
N
K a t t t t
N

t tK a t t
N t t

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

= =

=

=

= −

= − − −

−
= − −

−

∑∑

∑

∑



                     (20) 

根据三角不等式，有： 

( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]

sin
cos ,1j i

j i

t t
t t

ξ ξ
φ

ξ ξ

−
∈

−
                              (21) 

进一步推导，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

, 1

1 cos
N

ij j i
i j

V t K a t t
N

φ ξ ξ
=

≤ − −∑                          (22) 
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根据 ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 0
N N N

i i j
i i j

t t t
N

ξ θ θ
= = =

 
= − = 

 
∑ ∑ ∑ 得到 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2

, 1 1

1 2

2

N N

j i i
i j i

T

t t t
N

t t

ξ ξ ξ

ξ ξ
= =

− =

=

∑ ∑
                            (23) 

引入拉普拉斯矩阵 AL ，得： 

( )

( )

max

2 cos

2 cos

T
A

A

KV t L
N

K L V
N

mV t

ξ φ ξ

λ φ

 ≤ − 
 
 ≤ − 
 





                              (24) 

其中： 

max2 cos 0A
Km L
N

λ φ − > 
 

                               (25) 

因此，推导可得： 

( ) ( )V t mV t≤                                     (26) 

我们考虑对称矩阵形式为： 

11 12

21 22

S S
S

S S
 

=  
 

, 

在这里我们定义 11 2
1 e kd

N
k

S I
c

−= − ， 12
T
BS L= ， 21 BS L= ， 22 NS I= − ，其中 11S ， 22S 都是负定矩阵。 

根据引理 2.1 可得条件 2 等价于 

1
11 12 22 21 2

1 e 0kd T
N B B

k

S S S S I L L
c

−−− = − + ≤                           (27) 

根据 ( )i ktξ∆ 的定义，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1

1

N

i k i k k ij j k k i k k i k
j

N

i k k ij j k k i k k
j

k k B k k

t t c b t t t

t c b t t

t c L t

ξ ξ ξ τ ξ τ ξ

ξ ξ τ ξ τ

ξ ξ τ

− − − −

=

− −

=

−

− = − − − −

= − − −

= −

∑

∑                   (28) 

由 ( ) ( ) ( ) ( )2

1

N
T

i
i

V t t t tξ ξ ξ
=

= =∑ 得，令 kt t=  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

T
k k k

TT
k k k B k B k k

V t t t

t c L c L t

ξ ξ

ξ τ ξ τ− −

=

= − −
                        (29) 

根据(18)式和(27)式，得到 

( ) ( )e kd
k kV t V s−≤                                    (30) 
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根据 AETIC(15)的机制，我们接下来针对触发时间序列的两类不同情况展开讨论。 
情况 1：事件触发的次数是有限的情况下，假设事件触发的时刻为 1 1kt t +< < ，根据(15)式进行分析。 
当 [ )0 1,t t s∈ 时，由触发条件得 

( ) ( ) ( )0 0
0ea t tV t V tρ− −≤                                  (31) 

随后，当 [ )1 1,t s t∈ 时，由于 ( ) ( )V t mV t≤ ，通过对该微分不等式积分可推知 

( ) ( ) ( )1
1em t sV t V s−≤                                   (32) 

接下来，根据(31)式得到 

( ) ( ) ( )0 1 0
1 0ea s tV s V tρ− −=                                 (33) 

根据(32)，(33)式，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 01

1 0 0

1 0 0

0

0

0

e e

e

e

a s tm t s

m t s a t t

m a t t

V t V t

V t

V t

ρ

ρ ρ

ρ τ ρ

− −−

+ − + − −

+ + − −

≤

=

≤

                             (34) 

当 [ )0 1,t t t∈ 时，结合(31)式和(34)式，得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0
0e m a t tV t V tρ τ ρ+ + − −≤                                (35) 

当 [ )1 2,t t t∈ 时，依据类似推导过程，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1e m a t tV t V tρ τ ρ+ + − −≤                                (36) 

当 1k = 时，满足 

( ) ( )1
1 1e dV t V s−≤                                    (37) 

由此并结合(33)式，得到 

( ) ( ) ( )0 1 0
1 0ea s tV s V tρ− −=                                 (38) 

可推导得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 01

1 0 1 1 1 0

1 0 1 1 0

1 0

0

0

e e

e

e

a s td

d a t s t t

d a t t

V t V t

V t

V t

ρ

ρ ρ

ρτ ρ

− −−

− + + − − −

− + + − −

≤

=

≤

                             (39) 

最终可归纳为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 1 02 1 1

2 1 1 0 1 0

0

0

e e

e

d a t tm a t t

m a d a t t

V t V t

V t

ρτ ρρ τ ρ

ρ τ ρτ ρ

− + + − −+ + − −

+ + + − + + − −

≤

=
                         (40) 

对于 [ )1,k kt t s +∈ 区间，则有 

( ) ( ) ( )e k ka t t
kV t V tρ− −≤                                  (41) 

当 [ )1 1,k kt s t+ +∈ 时，通过结合触发条件与(40)式和(41)式的分析，进一步得到 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

1

1e

e

e

k

k k k

k k k

m t s
k

m t s a t t
k

m a t t
k

V t V s

V t

V t

ρ ρ

ρ τ ρ

+

+

+

−
+

+ − + − −

+ + − −

≤

=

≤

                             (42) 
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在随后当 [ )1,k kt t t +∈ 时的情况，可参照同样的思路 

( ) ( ) ( ) ( )1e k k km a t t
kV t V tρ τ ρ++ + − −≤                               (43) 

根据 

( ) ( )e kd
k kV t V s−≤                                    (44) 

其中 

( ) ( ) ( )1 1
1e k k ka s t

k kV s V tρ− −− −
−=                                (45) 

将(45)式代入(44)式可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1

1

1

e e

e

e

k k kk

k k k k k k

k k k k k

a s td
k k

d a t s t t
k

d a t t
k

V t V t

V t

V t

ρ

ρ ρ

ρτ ρ

− −

− −

− −

− −−
−

− + + − − −
−

− + + − −
−

≤

=

≤

                           (46) 

从而在 [ )1,k kt t t−∈ 区间也能保持与上文一致的指数型约束。 
同理得 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2
1 2e k k k k kd a t t

k kV t V tρτ ρ− − − − −− + + − −
− −≤                           (47) 

则 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2
2e k k k k k k k kd d a a t t

k kV t V tρτ ρτ ρ− − − − −− − + + + + − −
−≤                        (48) 

经过反复迭代我们得到 

( )
( ) ( )

( )
1

1 1 0
0

0e
k

i i i k
i

d a t t

kV t V t
ρτ ρ

−
+ +

=
− + + − −∑

≤                             (49) 

在式上述分析的最后，可得到如下不等式 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

1
1 1 0

1 0

1
1 1 1 2 0

0

0

0

e

e e

e

k k k

k
i i i k

k k k i

k
k i i i

i

m a t t
k

d a t t
m a t t

m d a t t

V t V t

V t

V t

ρ τ ρ

ρτ ρ
ρ τ ρ

τ ρτ ρ

+

−
+ +

+ =

−
+ + + +

=

+ + − −

− + + − −
+ + − −

+ − + + − −

∑

∑

≤

≤

=

                      (50) 

由条件(3)可以得到 

( ) ( ) ( )0
0e t tV t M V tρ− −≤                                 (51) 

由于 ( )V t 为 Lyapunov 函数，进一步有 

( ) ( ) ( )0 22
0e t tt M tρξ ξ− −≤                               (52) 

其中 M 是由 

( )
1

1 1 1 2
0

ln
k

k i i i
i

m d a Mτ ρτ
−

+ + + +
=

+ − + + <∑                           (53) 

所限定的正常数，根据 ( )V t 与系统状态范数间的关系，能够得到 ( )tξ 具有指数有界性，从而表明在

所设定的脉冲控制下，系统可实现相位同步，该机制依赖于事件触发阈值函数来决定脉冲信号的触发时

刻。这种设计确保了在触发时刻之间存在一个最小时间间隔，从而避免了事件在有限时间内被触发无限
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次的情况，进而防止了 Zeno 现象的发生。 
情况 2：触发事件是无限的，假设触发时刻为 1 1kt t +< < < ，根据(15)式得 
当 [ )1,kt t +∈ ∞ 时 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 1 1

1 1 1 0
2 1 1 0

2 1 1 2 0
0

1

0

0

e

e e

e

k k k

k
i i i k

k k k i

k
k i i i

i

m a t t
k

d a t t
m a t t

m d a t t

V t V t

V t

V t

ρ τ ρ

ρτ ρ
ρ τ ρ

τ ρτ ρ

+ + +

+ + +
+ + + =

+ + + +
=

+ + − −
+

− + + − −
+ + − −

+ − + + − −

∑

∑

≤

≤

=

                    (54) 

因此，综合上述两种情况，我们总能得到(50)式成立，根据定义 1，系统(16)能够实现相位同步。 

3.2. 非一致性 Kuramoto 振荡器的频率同步 

当 i jω ω≠ ， i j N≠ ∈ 时，非一致性 Kuramoto 振子在 AETIC 策略下的动力学方程可以表示为： 

( ) ( )
1

sin
N

i i ij j i i
j

K a u t
N

θ ω θ θ
=

= + − +∑                            (55) 

根据(4)式，(10)式和(55)式，系统的动力学方程和系统的控制信号可以重写为： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

sin
N

i i ij j i
j

N

i k k ij j k k i k k i k
j

Kt a t t
N

t c b t t t

ξ ω ω ξ ξ

ξ ξ τ ξ τ ξ

=

− − −

=

 = − + −


∆ = − − − −


∑

∑



   

                    (56) 

定理 2. 对于给定的标量 kτ ， ρ ， K ,若存在正标量 kd ， kc 和 0ka > ，使得下面条件成立： 

(1) 条件 2
1 e

0
kd T

N B
k

B N

I L
c

L I

− −  ≤ 
 − 

成立，其中 0kd > 。 

(2) 条件成立 ( )
1

1 1 1 2
0

2 ln
k

k i i i
i

K d a Mτ ρτ
−

+ + + +
=

+ − + + <∑ ，其中 M 为正常数， 0 0d = 。 

则在 AETIC 策略(15)与控制信号(4)的作用下，系统(55)不仅能够实现频率同步，同时也可排除 Zeno
现象。 

证明：设 Lyapunov 函数为： 

( ) ( )2

1

N

i
i

V t tξ
=

=∑                                      (57) 

对 Lyapunov 函数在区间 [ )1,k kt t t +∈ 求导数，得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

, 1

2

, 1

2

, 1

2

2 cos

cos

N

i i
i

N

i j i j i
i j

N

j i j i
i j

N

j i
i j

V t t t

Kt t t t t
N

K t t t t
N

K t t
N

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

=

=

=

=

=

 = − − 
 

= − − −

≤ −

∑

∑

∑

∑

 

  

 

 

                    (58) 
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根据 ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 0
N N N

i i j
i i j

t t t
N

ξ θ θ
= = =

 
= − = 

 
∑ ∑ ∑   得到 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2

, 1 1

1 2

2

N N

j i i
i j i

T

t t t
N

t t

ξ ξ ξ

ξ ξ
= =

− =

=

∑ ∑  

 

                           (59) 

我们得到 

( ) ( ) ( )
( )

2

2

TV t K t t

KV t

ξ ξ≤  



                                 (60) 

根据引理 2.1，条件(1)等价于 

2
1 e 0kd T

N B B
k

I L L
c

−− + ≤                                  (61) 

根据 ( )i ktξ∆  的定义，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1

1

N

i k i k k ij j k k i k k i k
j

N

i k k ij j k k i k k
j

k k B k k

t t c b t t t

t c b t t

t c L t

ξ ξ ξ τ ξ τ ξ

ξ ξ τ ξ τ

ξ ξ τ

− − − −

=

− −

=

−

− = − − − −

= − − −

= −

∑

∑

    

  

 

                  (62) 

由 ( ) ( ) ( ) ( )2

1

N
T

i
i

V t t t tξ ξ ξ
=

= =∑    得，令 kt t=  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )e k

T
k k k

TT
k k k B k B k k

d
k

V t t t

t c L c L t

V s

ξ ξ

ξ τ ξ τ− −

−

=

= − −

≤

 

                          (63) 

由于 ( ) ( )2

1

N

i
i

V t tξ
=

=∑  ，当 0t t≥ 时，接下来，与定理 1 的证明类似，我们得到 

( )
( ) ( )

( )
1

1 1 1 2 0
0

2

0e
k

k i i i
i

K d a t t
V t V t

τ ρτ ρ
−

+ + + +
=

+ − + + − −∑
≤                          (64) 

最后，根据定义 2，系统(55)能够实现频率同步。 
注释 1 
相比于 Zhang 和 Liu 的研究[19]，本文在脉冲控制方法中考虑了执行器延迟这一关键因素。执行器延

迟在工程应用中是一个不可忽视的因素，它可能导致控制策略失效或系统响应不及时，从而影响整体性

能。为此，本文将执行器延迟与脉冲控制策略进行了融合设计，使得所提出的定理能够适用于具有执行

器延迟的 Kuramoto 振子网络。这一创新性研究不仅增强了控制策略的鲁棒性，还为实际工程中的同步控

制提供了更为可靠的理论支持。 

4. 数值仿真 

本节通过数值模拟验证了前述结果的有效性。我们假设 Kuramoto 振荡器网络的拓扑结构如图 3 所

示，该网络包含六个节点的无向 Kuramoto 振荡器。 
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Figure 3. Topology of Kuramoto oscillator network 
图 3. Kuramoto 振荡器网络的拓扑结构 

 
此外，脉冲控制的拓扑结构的拉普拉斯矩阵为： 

3 1 0 1 0 1
1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0
1 0 1 3 1 0

0 0 0 1 2 1
1 0 0 0 1 2

BL

− − − 
 − − 
 − −

=  
− − − 
 − −
  − − − 

                            (65) 

初始相位为 ( )0iθ ( )1,2, ,6i =  从区间 [ )0,2π 中随机取值，自然频率 10ω = 。我们设置耦合强度

50K = ，脉冲控制强度 0.2kc = 。为测试 AETIC 策略(15)在 Kuramoto 振荡器网络(16)中的有效性。我们

选择参数以满足定理 1：设定 0.001kτ = ， 1.2ρ = ，并对所有 k N +∈ ，取 0.03ka = ， 0.04kd = 。通过计算，

cos 0.2172ϕ = − ，条件 1 中的最大特征值为 4.3697， 8.7394 0m = > ，表明条件 1 成立。同时，条件 2 中

的矩阵最大特征值为−0.0168，表明该矩阵是负定矩阵，从而条件 2 得以成立。此外，根据条件 3，以及

参数 ka ， kd 的设定，可知 

0k k kd a ρτ− + + <                                   (66) 

因此条件 3 满足。图 4 展示了事件触发时刻 kt 以及节点相位误差随时间的变化。可以观察到，在实

施脉冲控制后，所有节点的相位误差逐渐减小，最终形成一致性。这说明 Kuramoto 振荡器网络在 AETIC
策略的作用下能够实现相位同步。并且随着时间的推移，节点的相位逐渐同步，且每次触发后的时间间

隔未小于预设的最小阈值。这些观察表明，系统有效地避免了 Zeno 现象。 
类似地，初始相位为 ( )0iθ ( )1,2, ,6i =  从区间 [ )0,2π 中随机取值，自然频率为 

[ ]3.0,3.1,3.2,3.0,3.1,3.3iω = ( )1,2, ,6i =  ， 

为测试 AETIC 策略(15)在 Kuramoto 振荡器网络(55)中的有效性。我们选择参数以满足定理 2：设定

0.001kτ = ， 0.1ρ = ，取 0.01ka = ， 0.04kd = ， 0.05kc = 。通过计算，条件 1 中的矩阵最大特征值为−0.9384，
表明该矩阵是负定矩阵，因此条件 1 得以成立。此外，根据条件 2，以及参数 ka ， kd 的设定，可知 

0k k kd a ρτ− + + <                                   (67) 

因此条件 2 满足。图 5 则展示了事件触发时刻 kt 以及节点频率 ( )i tθ 随时间的变化情况。频率的波动在
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短时间内显著后逐渐趋于平稳，最终实现频率一致性。这表明随着时间的推移，系统频率的波动减小，确

保了系统的稳定性。根据图 6 中事件触发时刻分布可观察出，在 0.45 秒后系统没有新的事件触发产生，原

因在于 Lyapunov 函数在脉冲信号作用下，其状态始终保持在事件触发阈值函数以下。事件触发机制的核心

思想为“按需控制”，当系统状态演化趋于理想时，无需再施加外部控制信号。因此可见，相较于传统事

件驱动脉冲控制方法，本论文所提出的 AETIC 控制策略在降低控制和通讯资源方面，具有显著优势。 
综上所述，定理 3.1 和定理 3.2 在充分条件成立的情况下，通过数值仿真结果验证了我们的理论分

析。系统在适当的耦合强度下能够实现相位一致性同步，并且随着时间的推移，频率的波动逐渐减小，

最终达到稳定状态。 
 

 
Figure 4. Node phase error 
图 4. 节点相位误差 

 

 
Figure 5. Node frequency 
图 5. 节点频率 
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(a)                                                 (b) 

Figure 6. Event trigger time chart 
图 6. 事件触发时刻图 

5. 结论 

本文针对基于异步事件驱动脉冲策略的 Kuramoto 振子网络同步控制问题进行了系统的研究。首先，

设计了一类具有执行器延迟的事件触发脉冲控制策略，并基于 Lyapunov 稳定性理论进行了理论证明，专

注于一致性 Kuramoto 振子网络的相位同步问题。通过引入 Lyapunov 函数方法，证明了在特定条件下，

系统能够实现相位同步，并有效避免了 Zeno 现象的发生。同时，我们通过数值仿真展示了该控制策略在

具有六个节点的 Kuramoto 振子网络中的有效性，仿真结果验证了理论分析。其次，研究扩展至非一致性

Kuramoto 振子网络，分析了在事件触发控制下的频率同步问题。通过动态生成的事件触发条件，强调了

在不同自然频率的振子之间实现频率同步的可能性，进一步丰富了 Kuramoto 模型的应用范围。利用

Lyapunov 函数方法，证明了系统在满足一定条件时能够实现频率同步，确保了控制策略的有效性和可行

性。本研究不仅为复杂网络系统的同步控制提供了新的理论框架，还为实际应用中的高效资源利用提供

了指导。未来的研究将继续探索 Kuramoto 振子网络在更复杂拓扑结构下的同步控制问题，以及事件驱动

控制策略在其他类型复杂网络中的潜在应用。这些研究将为实现高效的网络同步控制提供更为坚实的理

论基础和实践指导。 
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