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摘  要 

本文提出了一种磁性非线性接地式负刚度动力吸振器模型，能够有效地抑制主系统振动。通过理论分析

验证磁性装置的非线性特性。利用增量谐波平衡法(Incremental Harmonic Balance, IHB)和弧长法得到

系统的幅频响应曲线，并通过数值模拟验证解析结果。分析了磁性非线性接地负刚度动力吸振器在不同

非线性刚度、外激励和吸振器刚度下对主系统幅频响应的影响。数值仿真结果表明，当吸振器取合适参

数时，能够有效地抑制主系统宽频范围内振动，同时可以降低突跳等不稳定的响应。通过数值解与线性

负刚度动力吸振器对比，明显拓宽了减振频带，且在低频区域内具有更高的减振效率。 
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Abstract 
This study introduces a magnetically nonlinear grounded negative-stiffness dynamic vibration ab-
sorber (MNG-NSDVA), demonstrating its exceptional efficacy in suppressing primary system vibra-
tions. The inherent nonlinearity of the magnetic mechanism is rigorously validated through theo-
retical analysis. Employing the Incremental Harmonic Balance (IHB) method coupled with an arc-
length continuation technique, we determine the system’s frequency-amplitude response charac-
teristics, with subsequent high-fidelity numerical verification. Comprehensive parametric investi-
gations elucidate the influence of nonlinear stiffness magnitude, external excitation intensity, and 
absorber stiffness on the primary system’s resonant behavior. Critically, numerical simulations es-
tablish that optimal tuning of the MNG-NSDVA yields significant vibration mitigation across broad 
frequency bands while simultaneously eliminating unstable phenomena, including jump disconti-
nuities. Comparative analysis against linear negative-stiffness absorbers confirms a substantially 
expanded attenuation bandwidth and superior suppression efficiency, particularly pronounced 
within the critical low-frequency regime. 
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1. 引言 

振动控制是航空航天、精密制造、土木工程等领域保障设备可靠性与结构安全性的核心技术需求。

动力吸振器(Dynamic Vibration Absorber, DVA)作为被动振动控制的经典装置，早在 1909 年 Frahm [1]发
明了第一个无阻尼动力吸振器，但只针对某个特定频率范围内具有减振效果。1928 年，Ormondroyd 等[2]
的研究证实，在动力吸振器结构中引入阻尼元件可同时实现主系统振幅的有效抑制与减振频带的拓宽。

该阻尼增强型结构即现今普遍认知的 Voigt 型动力吸振器，同时发现该吸振器的频率响应曲线上存在两

个与阻尼系数无关的固定点，并基于此创立了动力吸振器设计的固定点理论。随后，Brock [3]基于频率响

应曲线存在固定点的特性，提出了阻尼动力吸振器减振系统的不动点理论，并推导出最优阻尼的设计公

式。Den Hartog [4]在引入阻尼的动力吸振器设计中，通过调节吸振器与主系统的质量比参数，优化了其

刚度与阻尼配置，从而实现对主系统振动的最优抑制效果。在此基础上，Asami 等[5]应用固定点理论对

该系统进行了精确解析，得出了主系统与吸振器最优频率比及最优阻尼比的解析表达式。为提升动力吸

振器(DVA)的振动抑制性能，Ren [6]提出了一种接地式动力吸振器结构。该设计通过调节接地阻尼系数，

有效增强了系统的振动控制能力。 
基于固定点理论，彭海波等[7]解析了接地负刚度动力吸振器的最优频率比与阻尼比参数。邢昭阳等

[8]针对含放大机构的负刚度动力吸振器模型开展多参数协同优化研究。优化结果表明，该结构可显著抑

制系统共振响应，扩展减振工作频带，并降低系统谐振频率。李强等[9]则进一步针对集成磁性负刚度单

元的动力吸振器系统开展优化研究，确定了其最优调频比及磁体间隙最优值。Benacchio 等[10]构建了一

种基于磁力的变刚度磁吸振器(Magnetic Vibration Absorber, MVA)。通过调节 MVA 的几何参数，可在配
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置线性负刚度元件的情况下，实现其在非线性动力吸振器(NDVA)、非线性能量阱(NES)和双稳态特性之

间的转化。刘刚等[11]则提出了一种新型连续可调变质量–负刚度动力吸振器设计，该设计分别展现出显

著的低频有效性与宽频带特性。 
随着现代工程系统在速度、精度和复杂度方面不断提升，其在宽频激励和强非线性作用下的振动控

制问题变得尤为关键。在与传统被动式吸振器进行对比分析时，许多研究表明负刚度非线性吸振器展现

出更优异的减振性能。该装置在主系统振动抑制方面具有突出优势，众多研究者通过系统性的对比研究，

为此类吸振器的优化设计奠定了坚实的理论基础。徐硕等[12]通过系统对比分析负刚度非线性吸振器与

传统被动式吸振器的振动抑制性能，并深入探究了负刚度非线性吸振器的减振机制。Vakakis 等[13]的研

究聚焦于非线性刚度与行波共振响应的相互作用，揭示了附属的“完全”非线性刚度具备与入射波和驻

波发生瞬时共振的能力。Zhang 等[14]则利用了惯容器的“质量放大效应”，将其引入非线性能量阱(NES)
设计中。通过与传统 NES 的对比分析，研究发现惯容器的引入不仅显著增强了系统的振动抑制能力，还

提升了振动能量的传递效率。同年，Zhang 等[15]进一步创新，用惯容器替代了 NES 中的轻质元件，提

出了一种新型 NES 结构。通过优化设计确定了其最佳质量比参数。对比研究表明，在达到同等减振效果

的前提下，该新型 NES 结构具有更小的附加质量优势。Wang 等[16]提出了一种改进的增量谐波平衡法

(IHB)，通过融合快速傅里叶变换(FFT)和 Broyden 拟牛顿法，利用 FFT 高效计算非线性代数方程的傅里

叶系数残差，替代传统数值积分，降低计算复杂度，显著提升了传统 IHB 方法的计算效率。Olaru 等[17]
通过研究发现，磁弹簧的回复力与位移呈显著非线性关系，表现为高阶多项式特征，尤其在简单磁极结

构中力–位移曲线非线性明显，需通过高阶方程精确拟合。左昂等[18]针对基于磁耦合机制的一维立方非

线性刚度周期结构，建立了相应的理论模型，并系统推导了其频散关系的求解方法。 
综上所述，为深入探索兼具宽频带与高衰减性能的减振方案，本文对一种接地式磁性非线性元件的

负刚度动力吸振器模型进行研究。本文通过建立该耦合装置的理论模型并进行动力学分析，揭示其非线

性工作机制，进而针对吸振器的关键线性刚度参数进行优化。为充分验证所提出模型的减振效果，分别

分析了谐波激励与随机激励下的主系统振幅响应特性，与其他被动式动力吸振器模型进行定量对比。预

期研究结果表明，本文模型在实现宽频带振动抑制的同时，能显著降低系统振动幅值，展现出更优的综

合减振性能。 

2. 磁性非线性装置 

本节主要介绍一种可以实现立方刚度的磁性 NES 装置，并通过实验分析来证明该磁性装置的非线性

特性。 
图 1 为该 NES 装置的原理图，磁铁之间相邻极为同极时(比如同为 N 极或同为 S 极)，它们会相互排

斥。这种排斥力可以使得中间的磁铁在外力作用下仍然尝试保持在两侧磁铁的中心位置，它会尽量逃离

任一侧的强烈排斥力。针对这一特点，本文进行力–位移相关实验分析，如图 2 所示。 
首先对静平衡时相邻的两个磁铁距离为 30 mmh = 的实验进行分析，用 Matlab 软件拟合得到图 3(a)

的拟合曲线。 
 

 
Figure 1. Schematic representation of the magnetically enhanced NES operating principle 
图 1. 磁性 NES 装置原理图 
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Figure 2. Force-displacement analysis experiment 
图 2. 力–位移分析实验 

 
拟合曲线函数为(其中 x 单位为 m)： 

2 6 31.53 10 1.175 10F x x= × + ×  
 

 
(a) 30 mmh =  

 
(b) 20 mmh =  
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(c) 40 mmh =  

Figure 3. Force-displacement curve 
图 3. 力–位移曲线 

 
图 3 中通过改变磁铁间距 h 测量得到的实验数据并进行拟合，发现所拟合出来的曲线均可以用

3
11 12F k x k x= + 的多项式表达。其中 11k 、 12k 分别为线性刚度项和非线性刚度项，可以通过选取不同磁感

应强度的磁铁和改变磁铁间距 h 来控制 11k 、 12k 的大小。通过实验观察，当磁铁受到拉(压)力较大时，中

间磁铁偏离零点位置较远，刚度为明显的立方非线性特性，可见此磁性 NES 装置表现为典型的立方非线

性刚度形式。 

3. 动力吸振器模型及求解 

本节介绍了本文所采用的模型，是一种引入磁性 NES 装置与吸振器相结合的非线性接地式动力吸振

器，通过建立动力学方程利用增量谐波平衡法(IHB)进行分析和验证该模型的非线性特性。 

3.1. 非线性接地式吸振器模型 

 
Figure 4. Dynamic vibration absorber model 
图 4. 动力吸振器模型模型 
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如图 4 所示，是一种新型磁性非线性接地式动力吸振器，其中质量为 1m 的主系统通过磁性 NES 装置

1k 与地面连接，当主系统处于静平衡状态时，中间磁铁也处于平衡位置。质量为 2m 的线性动力吸振器

(DVA)通过弹簧 2k 和阻尼器 c 与主系统连接，同时通过负刚度弹簧 3k 与地面连接。主系统受到的外激励

大小为 F 、频率为ω 的谐波激励 ( )cosF tω 。其中 1x 和 2x 分别为主系统和吸振器的位移。 

3.2. 增量谐波平衡法求解 

根据牛顿第二定律，构建动力学方程： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

3
1 1 1 2 2 1 2 11 1 12 1

2 2 2 1 2 2 1 3 2

cos

0

m x c x x k x x k x k x F t

m x c x x k x x k x

ω+ − + − + + =

+ − + − +



 =

  

  

    (1) 

通过引入以下无量纲参数： 

 2 2 2 32 11 12 2
11 12 2

1 1 1 1 2 2 2 2

, , , , , ,
2

km k k kF cf
m m m m m m k

µ ω ω ω ξ α
ω

= = = = = = =  

将以上参数代入到方程(1)中，化简得到： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 3
1 2 1 2 11 1 2 1 2 12 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 1

2 cos

2 0

x x x x x x x f t

x x x x x x

µξω ω µω ω ω

ξω αω ω

′′ ′ ′+ − + + − + =

′′ ′ ′+ − + + − =





       (2) 

其中 ix′和 ix′′分别表示 ix 对时间 t 的一阶导和二阶导。 
下面将使用增量谐波平衡法对非线性动力学方程进行分析求解。引入新的时间变量τ ，令 tτ ω= 代入

方程(2)中得到动力学方程： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 3
1 2 1 2 11 1 2 1 2 12 1

2 2 2
2 2 2 1 2 2 2 2 1

2 cos

2 0

x x x x x x x f

x x x x x x

ω ωµξω ω µω ω τ

ω ωξω αω ω

′′ ′ ′+ − + + − + =

′′ ′ ′+ − + + − =





      (3) 

将方程(3)转化为矩阵的形式： 

 ( ) ( )2
1 0 cosMX CX K K X Fω ω τ′′ ′+ + + =          (4) 

其中 

 

2 2
0

2 2

2 2 2 2 2
11 2 2 12 1

12 2 2
2 2 2

1

2

2 21 0
, , , ,

2 20 1 0

0
,

0 0

f
X M F C

x

x
x

K K

µξω µξω
ξω ξω

ω µω µω ω
ω αω ω

−      
= = = =       −      
   + −

= =   − +   

 

IHB 求解非线性振动方程(4)，分为以下两个步骤： 
1) 增量过程 
设 0X 、 0ω 为振动过程的某个时间的状态，则相邻时间的状态可以表示为： 

 0 0,X X X ω ω ω= + ∆ = + ∆          (5) 

将式子(5)代入到方程(4)中，并且去掉高阶小项，最后得到的增量方程为： 

 ( ) ( )2
0 0 1 0 0 02M X C X K K X R MX CXω ω ω ω′′ ′ ′ ′′ ′∆ + ∆ + + ∆ = − + ∆        (6) 

其中 

 
( )

( ) ( )

2 2
1 0 12 10

0

2
0 0 0 1

1
3 0

0 0

cos

K X x
K

X

R F MX CX K K X

ω

τ ω ω

 ∂
′ = =  ∂  

 ′′ ′= − + + + 
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式子(6)中 R 为误差向量， R 的值为 0 时，得到的 0X 、 0ω 为准确解。 
2) 谐波平衡过程 
将 0X 、 X∆ 展开成傅里叶级数： 

 
( ) ( )

( ) ( )

0 0
1

0 0
1

cos sin

cos sin

N

n n nk nk s n
k

N

n n nk nk s n
k

X a a k b k C A

X a a k b k C A

τ τ

τ τ

=

=

= + + =  

∆ = ∆ + ∆ + ∆ = ∆ 












∑

∑
     (8) 

在式子(8)中 1,2n = 。 nka 、 nkb 分别为余弦波和正弦波得系数，N 为正弦波的个数。 sC 、 nA 和 nA∆ 分

别表示谐波项、谐波系数、增量谐波系数。 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]
[ ]

T
0 1 1 2 2

T
0 1 1 2 2

1,cos ,sin ,cos 2 ,sin 2 , ,cos ,sin

, , , , , , ,

, , , , , , ,

s

n n n n n n nN nN

n n n n n n nN nN

C N N

A a a b a b a b

A a a b a b a b

τ τ τ τ τ τ=   

=

∆ = ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆













        (9) 

因此 0X 和 X∆ 的解可表示为： 
 0 ,X SA X S A= ∆ = ∆             (10) 

式子中 

 1 1

2 2

0
, ,

0
s

s

C A A
S A A

C A A
∆     

= = ∆ =     ∆    
       (11) 

将式子(10)代入增量方程(6)中，然后利用伽辽金(Galerkin)过程，得： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2T T2
0 0 1 0 0 00 0

d 2 dX M X C X K K X X R MX CXδ ω ω τ δ ω ω τ
π π

 ′′ ′ ′ ′′ ′ ∆ ∆ + ∆ + + ∆ = ∆ − + ∆  ∫ ∫   (12) 

通过对上式整理后得到线性方程组： 

 mc mcK A R R ω∆ = − ∆     (13) 

其中 

 ( )
( )

2
0 0 1

2
0 0 0

0

1

2

mc

mc

K M C K K

R F M C K K A

R M C A

ω ω

ω ω

ω

 ′= + + +
 = − + + +


= +

   (14) 

而 

 
( )

2 2 2T T T
0 0 0
2 2 2T T T

1 1 1 1 00 0 0

d ; d ; d ;

d ; d ; cos d

M S MS C S CS K S KS

K S K S K S K S F S F

τ τ τ

τ τ τ τ

π π π

π π π

= = =

′ ′= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

首先指定主动增量为ω ，那么 0ω∆ = 。在每次迭代中，所得的解可以通过式(13)线性方程求得： 

 mcK A R∆ =      (15) 

这里设置当 R 的二范数小于 91 10−× 时，得到相应的傅里叶系数，即稳态解。 

4. 数值结果与讨论 

为了验证本文模型的有效性，以下进行数值算例来求证。分别对不同非线性刚度、不同大小外激励

和不同线性刚度的减振效果进行讨论。选取系统参数 1 1 kgm = ， 2 0.1 kgm = ， 1 kNF = ，并根据彭海波[7]
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的优化结果来选取其他参数，得到 0.2 N s mc = ⋅ ， 11 4 N mk = ， 2 0.7935 N mk = ， 3 0.5602 N mk = − ，
3

12 50 N mk = 。将以上参数代入到方程(7)中，再利用增量谐波平衡法进行求解。 

4.1. 数值仿真验证 

代入以上参数，利用增量谐波平衡法进行求解，选取傅里叶级数 5N = 。图 5 为本文模型的幅频曲线图。 
 

 

Figure 5. Amplitude-frequency curve for 3
12 50 N mk =  

图 5. 3
12 50 N mk = 时的幅频曲线 

 
图 5 中黑色实线为系统稳定区间，红色实线为不稳定区间，绿色圆圈为时域仿真结果。由图可知，

时域仿真结果表明，增量谐波平衡法的系统响应与理论解高度吻合，从而验证了模型的有效性。从图 5 中

可以明显看出，系统存在多解区间，即 [ ]3.22, 4.64ω = 。 
 

 
Figure 6. Comparison of linear DVA and nonlinear DVA 
图 6. 线性 DVA 与非线性 DVA 对比 
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对比含负刚度线性 DVA 与非线性 DVA 的幅频响应曲线，如图 6，其中黑色实线为彭海波[7]优化后

的幅频曲线。通过比较，可以明显看出，非线性 DVA 明显拓宽了减振频带，且在低频区域内具有更高的

减振效率，在高频区域( 4ω ≈ 附近)，本文模型的响应曲线呈现明显的硬化现象。 

4.2. 参数分析 

在对本模型有效性进行验证后，本节讨论磁性 NES 装置非线性刚度、磁性 NES 装置线性刚度以及

激励大小对非线性振动特性的影响。如图 7(a)所示，随着非线性刚度 12k 的增大，幅频曲线的跳跃特性呈

现明显的差异，非线性刚度较小时，幅频曲线的峰值出现更早且幅值变化更剧烈；而非线性刚度增大时，

曲线的峰值区域向高频段偏移，且幅值的突变区间更窄。图 7(b)所示，随着线性刚度增大，其固有频率

也发生改变，幅频曲线的整体形态向高频段偏移， 11k 较小时低频区域处存在多段幅值波动，随着 11k 增

大，幅值波动明显减小。图 7(c)所示，随着外激励 F 的增大，幅频响应的共振区间以及幅值大小也随之

增大，系统的非线性特性也变得更加明显。 
 

 
(a) 幅频曲线随非线性刚度变化 

 
(b) 幅频曲线随线性刚度变化 
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(c) 幅频曲线随激励大小变化 

Figure 7. Amplitude-frequency curves under different parameters 
图 7. 不同参数下的幅频曲线 

 

在本非线性振动系统中，非线性刚度 12k 、线性刚度 11k 和激励大小 F 对系统的幅频响应特性都产生

了比较显著的调控作用，三者通过不同机制共同影响系统的非线性振动行为，在三者的耦合作用下共同

决定了系统幅频特性的复杂形态。 

5. 吸振器线性刚度参数优化 

在清楚非线性接地式吸振器参数对系统非线性特性具有调控作用后，本节基于负刚度动力吸振器参

数优化结果，下面对吸振器线性刚度参数进行优化处理。 
 

 
(a) 不同线性刚度 
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(b) 2k 继续增大的环形共振响应 

Figure 8. Different linear stiffness 2k  
图 8. 不同线性刚度 2k  

 
在固定其他参数不变的条件下，单独分析吸振器线性刚度 2k 对系统幅频响应的影响，如图 8(a)所示，

动力吸振线性刚度 2k 增大时，幅频响应曲线的最大共振峰峰值先减小再增大，如图 8(b)所示，当 2k 继续

增大时，在共振频率附近会出现环形共振响应，因此动力吸振器的线性刚度 2k 在其他参数固定的条件下

存在最优值。 
由图 8(a)可知，在 [ ]2 0.7,3k ∈ 的范围内存在最优值，使得幅频响应曲线在共振峰与反共振峰之间的过

渡更加平缓，且最大共振峰幅值更低。 
 

 
Figure 9. 3D surface plot for different linear stiffness values  
图 9. 不同线性刚度三维曲面图 
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如图 9 所示的三维曲面图，这里固定其他参数不变，可以发现存在一个线性刚度 2k ，使得两个共振

峰峰值近似相等，能够满足优化准则。 
本文通过计算主系统振幅极大值，使两个极大值点的振幅相等来进行等峰优化。其中计算主系统振

幅极大值条件为： 

 
2

1 1
2

d d0, 0
d d

x x
ω ω
= <        (16) 

将上述求解极大值条件代入到式(15)中，同时忽略低频区域上的幅值波动产生的极大值点，得到两个

共振点的频率 1resω 和 2resω ，其中 1resω 和 2resω 分别对应第一共振峰点和第二共振峰点。为使两个共振峰幅

值相等，则需要满足条件： 

 ( ) ( )1 1 1 2res resx xω ω=     (17) 

通过求解式(17)求得 2 1.1673k = 满足等峰要求。 
如图 10 所示，当 2 1.1673k = 时，对比其他吸振器模型(文献[6]和文献[7])，本文模型具有更优的减振

效果，能有效降低振动幅值，尽管存在局部频率的不稳定问题，但整体减振性能更具优势。相比于负刚

度线性系统幅值最大值，非线性系统幅值最大值降低了 33.56%。 
 

 
Figure 10. Comparison of the optimized model with other vibration absorber models 
图 10. 优化后与其他吸振器模型对比 

6. 随机激励下的响应对比 

在工程实际中，大多数振动为随机激励，因此本文进一步研究吸振器主系统在随机激励下的减振效

果，对比了负刚度线性动力吸振器和负刚度非线性动力吸振器在随机激励下的位移响应。 
为了有效模拟工程实际，本文构建一个 50 s 均值为 0 方差为 1 的随机激励，其时间历程如图 11 所

示，所选取参数与前文保持不变，其中非线性系统通过优化后取 2 1.1673k = 。为了验证优化后的非线性吸

振器的减振效果，图 12~15 分别给出无吸振器、接地式吸振器、负刚度线性吸振器和负刚度非线性接地

式吸振器的时间位移响应，可以明显看到本文模型振幅峰值较其他模型更小且振幅响应相对更稳定。因

为系统振动能量可以用系统的位移方差来衡量，本文总结了主系统的位移方差及其衰减比，如表 1 所示。 
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Figure 11. Time history of random excitation 
图 11. 随机激励时间历程 

 

 
Figure 12. Time history of the linear primary system without vibration absorber 
图 12. 无吸振器线性主系统时间历程 

 

 
Figure 13. Time history of the primary system with grounded vibration absorber 
图 13. 含接地型吸振器主系统时间历程 

 

 
Figure 14. Time history of the primary system with negative-stiffness linear vibration absorber 
图 14. 负刚度线性吸振器主系统时间历程 
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Figure 15. Time history of the primary system with negative-stiffness nonlinear grounded vibration absorber 
图 15. 负刚度非线性接地式吸振器主系统时间历程 

 
Table 1. Main-system displacement equation and damping ratio 
表 1. 主系统位移方程及衰减比 

Model of DVA Displacement variance/m2 Reduction ratio/% 

No DVA 0.206033 — 

DVA by Ren 0.023376 88.65 

DVA by Peng 0.016328 92.07 

Our model 0.011733 94.31 

 
对比以上图表，可以看出在主系统上添加磁性 NES 装置，对比负刚度线性动力吸振器具有更好的减

振性能，可以有效降低主系统的振动能量。综上所述，本文模型在随机激励下仍然具有良好的减振效果。 

7. 结论 

本文对含磁性非线性接地式负刚度动力吸振器的减振机理分析以及吸振器线性刚度参数进行优化，

研究了磁性 NES 装置的非线性特性，分析了本文模型在不同参数下对主系统幅频曲线的影响，最后对吸

振器关键的线性刚度参数进行优化，有效降低了振动幅值以及拓宽减振频带，得到以下几个主要结论。 
1) 磁性非线性装置的非线性特性表现为典型的立方刚度非线性形式，可以通过调节磁铁之间的间距

来改变 NES 装置的线性刚度项和非线性刚度项。 
2) 数值结果参数分析：随着非线性刚度 12k 的增大，幅频曲线的峰值会向高频段偏移；随着主系统线

性刚度 11k 的增大，幅频曲线整体形态会向高频段偏移；随着外激励 F 的增大，响应幅值也会随着增大。 
3) 参数优化分析表明，随着吸振器线性刚度 2k 的增大，幅频曲线的峰值会先减小再增大。通过等峰

优化后找到最优线性刚度 2k ，再与文献[6]模型和文献[7]模型进行对比，表现出较好的减振效果。 
4) 在随机激励下，本文模型与其他两个模型相比，分析了模型的峰值以及衰减比，本文模型也表现

出更好的减振效果。 
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