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摘  要 

经济增长问题在宏观经济理论研究中占有重要地位，是国家经济繁荣昌盛的一个前提。经济增长能推动

跨境电商的发展且有效激发市场主体，跨境电商的发展同样为经济的增长做出了很大贡献，由此产生了

各种经济增长模型和理论。在当今跨境电商快速发展的背景下，研究线性经济发展系统的解的方法尤为

重要。故研究了混合Filon渐近方法，该方法旨在解决一类经济系统模型的求解问题。最后通过实验验证

了该方法的有效性，为经济决策提供了有效的帮助。 
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Abstract 
The issue of economic growth holds a significant position in macroeconomic theory research and 
serves as a prerequisite for a country’s economic prosperity. Economic growth not only propels the 
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development of cross-border e-commerce but also effectively stimulates market entities. Conversely, 
the development of cross-border e-commerce has made substantial contributions to eco-nomic growth. 
This interplay has led to the emergence of various economic growth models and theories. In the 
context of the rapid development of cross-border e-commerce today, it is particularly important to 
study the solutions for linear economic development systems. Therefore, the hybrid Filon asymp-
totic method has been researched, which addresses the issue of how to solve a class of economic 
system models. Finally, experimental results have verified the effectiveness of this method, provid-
ing valuable assistance for economic decision-making. 
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1. 引言 

随着居民收入的不断提升，经济增长问题一直以来被视为一个非常重要的研究话题。并且随着云计

算、大数据、互联网的日益成熟，跨境电商得到了快速发展。关于经济增长与跨境电商之间的关系已存

在许多研究。跨境电商的发展不但推动了我国的进出口贸易、降低了国际贸易成本、缩短了国家之间的

文化差距，而且提升了我国与其他国家的进出口贸易效率、有效地促进经济的稳步增长、实现更高效的

且有利于双方的资源配置、还推动了双方经济的共同繁荣[1] [2]。可见，跨境电商快速发展促进了经济的

增长。然而，经济增长与否也同样影响着跨境电商的发展。据统计，2016 至 2018 年间，我国跨境电商零

售进出口总额同比增长 38.7%、80.6%、50%，直到 2019 年我国跨境电商一直呈现出良好的发展形势。但

是在 2020 年初，由于公共卫生事件的发生一定程度地影响了经济全球化进程，因此我国跨境电商遇到了一

定的挑战与困难。对于这次全球经济的下行，我国跨境电商产业经历了优胜劣汰，一批能适应时代发展的

电商企业脱颖而出[3]。因此，在跨境电商的背景下对经济增长问题的研究成为了重要课题，其对于促进我

国电商稳定持续发展具有重要的意义。而经济模型是研究经济增长的关键，由此将考虑如下经济模型[4]： 
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于是得到如下模型： 
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其中(1)为开环模型，(2)为闭环模型。 ( ) [ ]0, 0,mQ a T= × ， ( )0, maΩ = ， ( ),a tµ 是资产相对折旧率，

( )0p a 是原始时刻的分布密度函数， ( ),p a t 是分布密度函数， ( )r t 是资产的积累率， ( ),b a t 是资产产出

率。在 ( ) ( )1,b a t C Q∈ ， ( ) ( )1 0,t C Tϕ ∈ ， ( ) ( )1
0p a C∈ Ω ， ( ) ( )1 0,r t C T∈ 的条件下，如果 Volterra 积分方

程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
, exp , d d

t t a
N t f t r a b a N a s s a s aξ µ

−
= + − +∫ ∫  (3) 

其中， ( ) ( ) ( )( )00
exp , d dma t a t

a
f t p a s s a s aµ

− +
= − −∫ ∫ 的解在 ( )1 0,C T 上存在且唯一，则方程(2)的解在 ( )1C Q  

上也存在且唯一。如何求该 Volterra 积分方程的解就成了关键，并且当该 Volterra 积分方程具有振荡特性

时，采用传统的办法去解 Volterra 积分方程会存在很多困难，且计算成本高，因此需要提出新的数值方

法。 
围绕 Volterra 积分方程数值解问题，国内外的学者展开了大量的研究，提出了诸多有效的数值方法。

1930 年，Filon 首先提出了 Filon 方法来计算一个特殊的高振荡积分问题[5]。2004 年，Iserles 和 Nørsett
将 Fourier 型高振荡积分的 Filon 方法推广至 Filon 型方法[6]-[8]。2011 年，Wang 和 Xiang 使用渐近展开

与 Filon 型方法求解 Volterra 积分方程[9]，之后 Ma 和 Xiang 研究了它的收敛性[10]。2013 年，Xiang 和

Brunner 分别使用直接 Filon 方法、分段常数配置法以及线性配置法求解了含 Bessel 核的 Volterra 积分方

程[11]。2013 年，Xiang 和 Wu 进一步使用分段常数配置法以及线性配置法求解含三角核的第二类高振荡

Volterra 积分方程[12]。2015 年，Fang 和 Ma 基于解的渐近展开式与误差方程分析了直接 Filon 方法、分

段常数配置法以及线性配置法的收敛性[13]。 
由于构造数值格式时使用方法的限制，很多学者开始关注高振荡积分方程解的性质。2014 年，在一

定条件下，Brunner 研究了含振荡核的 Volterra 积分方程解的振荡性[14]。之后，Ma、Brunner 在定义了

振荡函数的基础上分析了积分方程解的振荡结构[15] [16]。 
2019 年，Fang 和 He 构造了 Hermite 配置方法和分段配置方法，并研究其收敛性[17]。2022 年，Zhao

和 Wang 通过高效地计算高振荡积分方程研究了高振荡 Volterra 积分方程分段 Hermite 配置方法的收敛

性[18]。同年，Zhao 和 Huang 提出了具有高振荡核的 Volterra 积分方程的广义求积方法[19]。 
近年来，Fang 在求解高振荡 Volterra 积分方程上做出了很多贡献。2018 年，针对瞬态声散射问题中

的第一类含 Bessel 核的 Volterra 积分方程，给出了 Hermite 配置方法[20]。2023 年，Fang 和 Wang 研究

了带 Fourier 核的第二类 Volterra 积分方程的数值解[21]。利用直接插值和直接 Hermite 插值两种配置方

法，研究了具有弱奇异核高振荡 Bessel 核的第二类 Volterra 积分方程[22]。 
随着学者们对数值求解 Volterra 积分方程深入的研究，已经探索出了很多高效的数值方法。对于 Filon

配置法，在函数逼近时只用到了起始点的函数值，而 Hermite 插值不仅用到节点处的函数值，而且还用到

了节点处的导数值，信息量大。因此，基于 Hermite 配置法研究了一类高振荡 Volterra 积分方程的混合

Filon 渐近方法以求该经济模型的解，为企业决策和政策制定等提供参考。 

2. 混合 Filon 渐近方法的构造 

本节我们将构造高振荡 Volterra 积分方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
, exp , d d

t t a
N t f t r a b a N a s s a s aξ µ

−
= + − +∫ ∫  (4) 

的混合 Filon 渐近方法。 

令 ( ) ( ) ( ), ,K t s r a b aξ= ， ( ) ( )
0

1 , d
t a

g t s s a s
i

µ
ω

−
= − +∫ ，令 ( ) ( )u t N t= 。则(4)式可表示为 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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, e d
t i g su t f t t s u sK sω= + ∫  (5) 

具体构造方法如下： 
首先，根据 Ma 在 2017 年提出的 Volterra 积分方程的弱振荡解[15]，对方程(5)运用分部积分，再对

得到的积分运用渐近展开 1k − 次，可以将方程(5)渐近展开为两项，记为 ( ) ( ) ( )l ru t u t u t= + ， 
其中 
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将 ( ) ( ) ( )l ru t u t u t= + 代入方程(5)得 
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对方程(7)移项可得 
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对方程(8)求导可得 
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其次，将方程(1)的区间 [ ]0,T 均匀网格划分为 n 个子区间，步长为
Th
n

= ，节点为 ( )0,1, ,it ih i n= =  ，

每个子区间为 [ ]1,i it t + 。接着在节点 ( )0,1, ,it ih i n= =  上计算函数值 ( )r ju t 的近似值 ( )d
r ju t ，选取节点为

配置点，使用分段 Hermite 配置方法，在节点 1jt − 和 jt 上构造函数 ( )r ju t 的两个节点的三次 Hermite 插值

多项式，记该插值多项式为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 1 0 1h r j j r j j r j j r j ju t u t t u t t u t t u t tα α β β− −′ ′= + + +   (10) 
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为插值基函数。 
再次，将插值多项式 
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分别代入到方程(8)和方程(9)中，得到配置系统 
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整理方程(11)和方程(12)，从而得到混合 Filon 渐近方法 
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通过上述过程将高振荡 Volterra 积分方程离散为一个线性系统，从而通过求解该线性系统可得节点

处的配置解，即可以计算出函数值 ( )r ju t 的近似值 ( )d
r ju t 。 

最后，将计算出的近似值 ( )d
r ju t 代入 ( ) ( ) ( )j l j r ju t u t u t= + ，可算出方程(1)的解 ( )ju t 的近似值 ( )d

ju t ，

即 ( ) ( ) ( )d d
j l j r ju t u t u t= + 。从而通过这一方法该经济模型的解得以求出。 

3. 数值实验 

本节我们将对数值算例进行测试，从而验证高振荡 Volterra 积分方程的混合 Filon 渐近方法在解决模

型(1)时是否有效。我们将考虑随着渐近展开的项数以及 N 增加时该方法的误差及收敛阶的变化情况。其

中误差用绝对误差的无穷大范数来表示，收敛阶用 

 1 2

12

2 2log logp

p

N p

N p

error N
error N

 

来计算。本文的数值实验均在 MATLAB 上进行。 
考虑如下高振荡 Volterra 积分方程 

 ( ) ( )
0

e d
ti tu t u s sω= + ∫  

该方程的准确解为： 
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1

i t i t tu t
i

ω ω

ω
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−
 

对区间[0, 1]进行等距划分，取不同的 N 及ω 。当ω 取值为 50 时混合 Filon 渐近方法求解该方程的

绝对误差和收敛阶由表 1 所示。 
由表 1 可知：当 N 不变时，随着渐近展开项的增加混合 Filon 渐近方法的误差在逐渐减小；在同一

个渐近展开项之下随着 N 的增大，该方法的误差也在减小；收敛阶在 4 附近波动。(注：渐近展开 1 项即

取方程(6)取第一项，渐近展开 2 项即取方程(6)中第一项与第二项的和，以此类推) 
对于例子渐近展开的 1~3 项如下： 
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Table 1. Absolute errors and convergence orders of the hybrid Filon asymptotic method for example 
表 1. 混合 Filon 渐近方法求解例子时所产生的绝对误差和收敛阶 

N 
渐近展开 1 项 渐近展开 2 项 渐近展开 3 项 

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 

8 0.03  6.77 × 10−4  1.35 × 10−5  

16 2.44 × 10−4 7.11 4.89 × 10−6 7.11 9.79 × 10−8 7.11 

32 1.24 × 10−5 4.30 2.48 × 10−7 4.30 4.97 × 10−9 4.3 

48 2.37 × 10−6 4.08 4.74 × 10−8 4.08 9.49 × 10−10 4.08 

64 7.41 × 10−7 4.04 1.48 × 10−8 4.04 2.97 × 10−10 4.04 

80 3.02 × 10−7 4.02 6.05 × 10−9 4.02 1.21 × 10−10 4.02 

96 1.46 × 10−7 3.99 2.92 × 10−9 3.99 5.84 × 10−11 3.99 

112 7.90 × 10−8 4.00 1.28 × 10−9 4.00 3.16 × 10−11 3.99 

128 4.63 × 10−8 4.00 9.25 × 10−10 4.00 1.85 × 10−11 4.00 

收敛阶  4.00  4.00  4.00 

 

 
Figure 1. Diagram of the variation of the error when asymptotically expanded into one term 
图 1. 渐近展开为 1 项时误差的变化图 

 
由图 1~3 的可知：该方法在取不同渐近展开项下的误差随着振荡频率ω 的增加而趋于平缓，当渐近

展开项取一项、两项和三项时该方法的渐近阶分别为 0 阶、1 阶和 2 阶。 

4. 总结与展望 

经济系统是一个复杂的系统，运用数理经济学，建立经济增长问题的模型，同时借助数学工具对该

模型进行分析与研究。对于求该经济模型的解，借助分段两点三次 Hermite 配置方法，再结合渐近展开， 
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Figure 2. Diagram of the variation of the error when asymptotically expanded into two term 
图 2. 渐近展开为 2 项时误差的变化图 

 

 
Figure 3. Diagram of the variation of the error when asymptotically expanded into three term 
图 3. 渐近展开为 3 项时误差的变化图 

 
将高振荡 Volterra 积分方程离散成一个线性配置系统，通过求解线性系统得到配置解。最后通过数值实

验，证明了该方法求解该经济系统是有效的。由于该闭环控制系统，能够实现对经济系统的调控，达到
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经济稳定、持续增长的目的，所以研究求解该系统的方法是有意义的。 
随着跨境电商领域的拓展，线性经济发展系统解的研究方法的不断更新，再加上随着未来政策环境

的优化，互联网技术的飞速发展以及全球经济一体化趋势步伐的加快，跨境电商在全球将会愈发重要。

从而经济发展模型解的问题，可能会因为实际系统的多变性和复杂性，即将面临着更多的机遇与困难。

因此交叉学科的研究需要加强也需要创新，以形成更加综合全面的经济研究框架，从而得到更准确和更

高效的求解方法，为跨境电商和经济发展提供更有力的支持。 
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