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摘  要 

本文提出了一种基于分数阶微积分的广义扩散模型(GDM-R)，用于描述包含重复购买行为的市场扩散过

程，该模型扩展了传统Bass模型，通过引入Caputo分数阶导数和记忆积分项，更准确地刻画消费者决策

的历史依赖性和复购动态。我们详细推导了模型的数学形式，设计了高效的数值求解算法，并验证了模

型的有效性。最后，提出了针对性的营销策略优化建议。 
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Abstract 
This paper presents a generalized diffusion model (GDM-R) based on fractional calculus, which is 
used to describe the market diffusion process involving repeat purchasing behavior. This model 
extends the traditional Bass model by introducing Caputo fractional derivatives and memory inte-
gral terms, thereby more accurately depicting the historical dependence of consumer decisions and 
the dynamics of repeat purchases. We have derived the mathematical form of the model in detail, 
designed an efficient numerical solution algorithm, and verified the model’s effectiveness. Finally, 
specific marketing strategy optimization suggestions are proposed. 
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1. 引言 

市场营销的核心挑战之一在于预测和解释新产品或服务在市场中的扩散过程。消费者对新产品的接

受并非一蹴而就，而是一个受到多种因素影响的复杂社会过程。传统的扩散模型，尤其是 Bass 在 20 世

纪 70 年代提出的经典模型，为这一领域奠定了坚实基础。Bass 模型通过引入受外部影响的创新系数 p 和

受内部影响的模仿系数 q 两个关键参数，成功地描述了诸多耐用品的扩散模式[1]。该模型假设创新者受

大众传媒等外部影响而早期采纳产品，而模仿者则通过口碑传播和社会学习等内部影响跟随采纳，这一

理论框架为理解市场扩散提供了简洁而有力的工具。 
然而，现代市场环境已发生深刻变化，传统扩散模型提出的传统营销策略面临新的挑战[2]。一方面，

数字经济的蓬勃发展催生了大量以订阅制和重复购买为核心商业模式的产品和服务，如 SaaS 软件、流媒

体服务、会员制电商等。这些产品的收入模式不再依赖于一次性购买，而是建立在长期用户关系和持续

价值交付的基础上。另一方面，消费者决策过程愈发复杂，其购买行为不仅受当下信息影响，还强烈依

赖于历史体验和品牌记忆。营销学研究表明，消费者的决策过程具有显著的情感记忆成分，过往的品牌

体验会形成认知印记，影响未来的购买决策。 
传统 Bass 模型建立在两个可能不再完全适用的假设基础上：首先，它假设市场仅由初次购买驱动，

完全忽略了用户续费、复购等对长期收入至关重要的行为；其次，它假设消费者决策是无记忆性的马尔

可夫过程，即当前决策只依赖于当前状态，而与历史行为无关[3]-[5]。这使得模型本质上是“一次性”的，

无法描述现代市场中常见的用户生命周期价值(LTV)、客户留存率等关键指标。这极大地限制了其在当代

市场中的解释力和预测精度，特别是在需要评估长期用户价值和复购贡献的场景中。 
从市场营销理论发展的角度来看，这种局限性尤为明显。现代营销观念已经从交易导向转向关系导

向，强调与客户建立长期互惠关系的重要性[6]。关系营销理论认为，维持现有客户比获取新客户更具经

济性，而传统扩散模型恰恰无法量化这种关系价值。此外，客户忠诚度理论和品牌权益模型都指出，历

史体验会形成品牌记忆，影响未来的购买决策，这一重要机制在传统模型中未能得到体现。 
因此，开发一个能够同时捕捉初次购买、重复购买、决策记忆效应的新型市场扩散模型，不仅具有

理论创新价值，更能为企业在用户生命周期管理、营销资源分配和长期战略规划上提供精准的决策支持。

特别是在数据驱动的营销时代，企业迫切需要能够准确预测长期市场潜力和客户价值的工具，以优化营

销投入回报率。 
作为整数阶微积分的推广，分数阶微积分具有更加明确的物理意义，能够更好地体现研究对象发展

变化的历史过程和记忆效应[7]。在现实生活中，许多现象是路径依赖和历史积累的。郑玉雯等人研究了

新型重复购买产品的订购和定价问题，并将重复购买率和价格效应纳入 Bass 模型中，以刻画需求模式[8]。
赵伶俐对基本 Bass 模型“新产品进入市场后，消费者每人只够买一个单位的该产品且只够买一次”的基
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本假设进行修正，研究可重复购买的扩散模型及其应用[9]。事实上，分数阶微积分这种特性使其特别适

合描述具有历史依赖性的消费者行为。引入 Caputo 型分数阶导数 ( )0 tC D F tα 来量化市场增长速率，其中

( ]0,1α ∈ 是一个关键参数，其值越小，表示历史信息对当前决策的影响越长，即用户的品牌忠诚度或决

策惯性越强，这从数学上正式描述了“消费者决策具有记忆性”这一营销学基本假设。 

在 Bass 模型的基础上，本文增加了一个记忆积分项 ( ) ( )
0
e d

t t Fβ τλ τ τ− −∫ 来构建分数阶广义扩散模型。

该项模拟了已采购者群体产生的重复购买流，其中λ 控制复购强度， β 控制复购行为与产品生命周期和

用户活跃度相关的衰减速率。这使得模型能同时描述初次采纳和重复购买两股驱动力量，更符合现代市

场的实际情况。更重要的是，每个参数被赋予了明确的市场营销内涵，建立了从数学模型到营销策略的

桥梁。例如，α 值可作为衡量用户粘性和品牌忠诚度的指标； λ 值反映了企业的客户关系管理效果；而

\λ β 的比值直接决定了最终市场饱和点的上限，为企业战略规划提供了量化依据。这种参数化的方法使

得企业能够通过监测模型参数的变化来评估营销策略的效果，实现了从定性描述到定量分析的转变。 
本文的研究不仅推进了市场扩散理论的发展，也为企业营销实践提供了实用的分析工具。通过将复

杂的市场现象转化为可量化的数学模型，我们帮助营销人员更好地理解市场动态，优化资源配置，最终

提升营销投资回报率。在数据驱动的营销时代，这种模型化、量化的分析方法将成为企业获取竞争优势

的重要工具。 

2. 模型构建与平衡点分析 

2.1. 基本假设与符合说明 

2.1.1. 基本假设 
1) 市场总规模恒定(标准化为 1)， ( )F t 表示 t 时刻的累计市场份额。 
2) 初次购买由创新和模仿驱动，且服从 Bass 模型框架。 
3) 重复购买贡献随历史购买量指数衰减，衰减速率由 β 控制。 

2.1.2. 符号说明 

为了清晰表达建立的模型，本文引入了一些数学符号。通过符号对模型变量和参数进行简记，具体

符号含义请见表 1。 
 

Table 1. Symbol description 
表 1. 符号说明 

符号 具体含义 

p 创新系数 

q 模仿系数 

α 记忆系数 

λ 复购强度 

β 复购衰减率 

ROI 投资回报率 

2.2. 分数阶广义扩散模型 

Caputo 分数阶导数是分数阶微积分中最常用的定义之一，将分数阶微积分引入并增加一个记忆积分

项 ( ) ( )
0
e d

t t Fβ τλ τ τ− −∫ 得到分数阶广义扩散模型： 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
1 e d

t t
tC D F t p qF t F t Fβ τα λ τ τ− −= + − + ∫  

分数阶导数 ( )0 tC D F tα 描述销售增长的“惯性效应”，当 1α = 时，模型退化为带复购的整数阶 Bass
模型。 

在现代市场营销中，消费者决策过程具有明显的历史依赖性和记忆效应。传统 Bass 模型采用整数阶

微分方程描述市场扩散，隐含地假设消费者决策是“无记忆”的——当前购买行为只受当前市场状况影

响，而与过去的经验和信息接触无关。这一假设显然与实际情况存在较大偏差。 
从消费者行为学角度看，人们的购买决策往往受到历史体验、品牌记忆和以往信息接触的深刻影响。

这种“记忆效应”在营销研究中已被广泛证实：消费者对品牌的认知态度和购买意向会随着时间累积而

形成路径依赖[10]。分数阶微积分的引入，正是为了从数学上刻画这种决策过程中的历史依赖特性。我们

采用 Caputo 型分数阶导数来描述市场增长速率，这一选择具有明确的市场营销意义。阶数 ( ]0,1α ∈ 成为

一个关键的市场特征参数，α 值越小，表明历史信息对当前决策的影响时间越长，消费者的品牌忠诚度

或决策惯性越强。例如，对于需要高度信任的服务行业(如金融服务、医疗服务)，α 值往往较小，反映出

消费者决策更加谨慎且受长期历史体验影响，而对于快消品等低介入度产品，α 值可能接近 1，决策过

程更接近传统 Bass 模型描述的无记忆状态。这种数学表述很好地对应了营销理论中的“品牌资产”概念

即品牌在消费者心中积累的历史价值会持续影响未来的购买决策[11]。分数阶导数项实质上量化了这种

历史积累效应对当前市场增长的影响强度。 

模型中引入的记忆积分项 ( ) ( )
0
e d

t t Fβ τλ τ τ− −∫ 专门用于刻画重复购买行为对市场扩散的贡献。这一项

的设计基于两个重要的营销观察：首先，重复购买是现代商业模式的重要组成部分。订阅制服务、会员

经济、定期耗材等商业模式都依赖于用户的持续购买。传统 Bass 模型完全忽略了这一重要收入来源，导

致对市场长期潜力的系统性低估。其次，重复购买行为具有时间衰减特性。用户最近的购买体验对当前

决策影响最大，随时间推移，这种影响逐渐减弱。参数 β 正控制着这种影响衰减的速率： β 值较大表明

用户活跃度变化较快，复购行为更容易受近期体验影响； β 值较小则反映用户行为更加稳定，历史购买

的影响更加持久。参数 λ 则代表了企业的客户关系管理能力， λ值较高表明企业能够有效维持用户活跃

度，促进重复购买； λ值较低则提示需要在产品体验、客户服务或用户激励方面进行改进。 
完整的分数阶广义扩散模型将传统 Bass 模型的初次购买驱动与记忆积分项的重复购买驱动有机结

合，更准确地反映了现代市场的真实运作机制。模型右侧第一项 ( )( ) ( )( )1p qF t F t+ − 代表了市场扩散的 

“广度”——新用户的获取；第二项 ( ) ( )
0
e d

t t Fβ τλ τ τ− −∫ 则代表了市场价值的“深度”——现有用户的持续 

价值挖掘。这种建模方式使得企业能够同时关注用户获取和用户留存两个维度，符合现代营销管理中“客

户生命周期价值最大化”的理念。通过调节模型中的各个参数，营销人员可以模拟不同策略组合下的市

场响应，为资源分配决策提供量化依据。特别地，当 1α = 时，模型退化为带复购的整数阶 Bass 模型，

这为传统模型提供了一个自然的扩展框架。企业可以根据自身行业特性和产品特点，通过参数估计来确

定最适合的模型形式，避免了模型选择的主观性。 
这种建模方法将营销理论中的定性概念(如品牌忠诚度、客户关系强度、用户活跃度等)转化为可量化

的参数，为数据驱动的营销决策提供了坚实基础。通过对这些参数的持续监测和分析，企业可以及时发

现市场动态变化，调整营销策略，实现可持续增长。 

3. 数值求解与分析 

3.1. 离散格式的推导 

在市场营销实践中，模型的数值求解过程与企业持续的市场监测和数据分析流程高度吻合。采用
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Grunwald-Letnikov 近似法处理分数阶导数，本质上是对消费者历史行为数据进行加权处理，这与现代客

户数据分析中的“衰减加权”理念一致即越近期的行为数据对当前决策影响越大。这种数据处理方式反

映了消费者记忆中近期体验比远期体验更具影响力的心理学原理。 
记忆积分项的离散化处理采用梯形积分法，这一过程模拟了企业实际经营中对用户复购行为的跟踪

记录：企业通常以固定时间间隔(如每月、每季度)统计复购数据，而非连续监测。首先对时间进行离散，

设时间步长为 h ，离散时间点： , 0,1, 2, ,kt kh k N= =  ， ( )kF t 的近似值为 kF ，时间步长 h 对应着企业数

据收集的频率， h 值越小意味着企业监测频率越高，对市场动态的把握越精准，Caputo 型分数阶导数在

kt 时刻可采用 Grunwald-Letnikov 近似有[12] 

( ) ( ) ( ) ( )0
0

1 , 1
k

j
t k j k j j

j
C D F t w F w

jh
α αα

α

α
−

=

 
≈ = −  

 
∑  

注意到权重 jw 满足递推 

1
11j jw w

j
α

−
 +

= − 
 

 

复购项 ( ) ( )
0
e d

t t Fβ τ τ τ− −∫ 利用梯形求积公式 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
10

1
e d e e

2
k i k i

kt t t t tt
k i i

i

hI F F Fβ ββ τ τ τ −− − − −− −
−

=

= ≈ +∑∫  

可进一步整理 

( )1
0 1e 2 e

2
k h k ihk

k i ki

hI F F Fββ − − −−
=

 = + + ∑  

因此，右端函数在 kt 时刻的值为： [ ][ ]1k k k kG p qF F Iλ= + − + ，于是将离散后的 ( )0 t kC D F tα 和 kI 代入

原方程得到离散方程： 

( ) [ ][ ] ( )1
00 1

1 1 e 2 e
2

k k h k ihk
j k j k k i kj i

hw F p qF F F F F
h

α ββ
α λ − − −−

−= =
 = + − + ⋅ + + ∑ ∑  

由于方程是非线性的，于是利用预测校正法求解 ( ) kF t 。 
步骤 1：用显示方法预测 kF ： 

( )
1 1

1 k
k k j k jjF h G w F

h
αα

α− −=

 = − 
 

∑  

步骤 2：利用预测的 kF 计算右端函数近似值 kG ，然后求解非线性方程 

( ) ( )( ) [ ][ ]0 1

1 1k
k j k j k k kjw F w F p qF F I

h
α α

α λ−=
+ = + − +∑   

其中， kI 是利用预测值计算的记忆积分项。 
步骤 3：迭代校正直至收敛 

( ) ( )( ) ( )1
1

1 .km m
k k j k jjF h G F w F

h
αα

α
+

−=

 = − 
 

∑  

3.2. 结果分析 

从图 1 可以看到，GDM-R 模型先于 Bass 模型达到市场饱和点，事实上，Bass 模型基于整数阶微积

分，假设市场增长是无记忆的马尔可夫过程，当前增长只依赖于当前状态，Bass 模型系统性低估了最终
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市场饱和点，无法描述“长尾”现象，GDM-R 模型基于分数阶微积分，引入记忆效应和历史依赖性，当

前增长是整个历史状态的加权平均。能准确预测因重复购买而提升的市场饱和点，更好地拟合市场扩散

的“长尾”阶段。GDM-R 模型的长期预测精度更高。相比而言 GDM-R 模型能更准确地描述人类决策行

为中普遍存在的历史依赖性和惯性特征。能准确预测因重复购买而提升的市场饱和点，更好地拟合市场

扩散的“长尾”阶段，可以灵活适配不同行业和产品生命周期阶段。 
 

 
Figure 1. Comparison of models 
图 1. 模型对比 

 
图 1 所示的模型对比结果为企业战略决策提供了重要启示。GDM-R 模型较早达到市场饱和点且饱和

水平更高的特性表明：忽视重复购买价值的企业会系统性低估市场潜力，可能导致过早减少市场投入，

错失增长机会。Bass 模型基于整数阶微积分的“无记忆”假设，相当于企业只关注新客获取而忽略老客

价值，这种策略在订阅经济和会员制主导的市场环境中明显不足。GDM-R 模型揭示的“长尾”现象提醒

企业：市场扩散不是一次性事件，而是持续的过程，后期复购产生的价值可能远超初期销售。这一发现

支持了现代营销中的“用户生命周期价值(LTV)”理念[13]，即企业不应将营销预算全部投入获客，而应

在用户全生命周期内合理分配资源，通过提升用户体验、建立会员体系、设计复购激励等措施最大化长

期价值。 
在实际操作中，企业通常会通过增加广告、提升口碑、增强留存等策略以达到提升市场份额的目的。

为了方便，对于基准策略，因投资记为了 0，故将投资回报率记为 0，下面定义不同投资策略的投资回报

率 ROI ： 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1
1

M i i
strategy k base k invKi

i
inv

r F t F t C
ROI

C

−
=

⋅ − −
=

∑
 

其中 r 为单位份额月收入，M 为总时间月数， ( ) ( )1i
strategy kF t− 为第 i 种策略在 kt 时刻的市场份额， ( )base kF t 为

基准策略在 kt 时刻的市场份额， ( )i
invC 为第 i 种策略的投资成本。 

图 2 给出了 GDM-R 模型不同营销策略下的市场份额随时间的变化曲线和投资回报率。利用 GDM-R
模型的预测功能，可以模拟不同策略组合下未来的市场份额曲线和投入成本，选择投资回报率(ROI)最高

的策略组合，量化评估不同策略组合的最终效果。 
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(a)                                                (b) 

Figure 2. Analysis of marking strategies 
图 2. 市场营销策略分析 

 
图 2 展示的不同营销策略仿真结果为企业提供了量化的决策依据。投资回报率(ROI)分析表明，提升

口碑策略的回报最高，这一发现与碑营销的杠杆效应和牌资产积累价值理论相吻合：满意的用户会自发

进行口碑传播，产生指数级的扩散效果。相比广告投放需要持续资金投入，口碑营销一旦启动便具有自

生长特性，长期 ROI 更高。口碑积累直接提升品牌资产，而品牌资产作为无形资产具有持续价值创造能

力。模型通过参数α 量化了这种长期价值，为企业品牌建设投入提供了一定指导。 
此外，将模型参数本身作为目标进行监控。例如，如果发现α 值(忠诚度)持续上升，说明品牌建设有

效，如果λ 值(复购强度)下降，则需要立刻检查产品、服务或复购激励策略是否出现了问题。 
总结而言，GDM-R 模型将抽象的营销概念转化为了可测量、可模拟、可优化的数学参数，为企业在

复杂的市场环境中进行精准的营销资源分配提供了科学的决策依据和强大的战略罗盘。 

4. 管理启示与模型局限性 

GDM-R 模型的价值不仅在于市场预测，更在于战略诊断。分数阶广义扩散模型(GDM-R)通过更先进

的数学工具和更贴合现实的模型假设，显著提升了对现代市场(尤其是包含订阅制和重复购买行为市场)
的解释力和预测精度。更重要的是，它超越了传统的预测功能，成为一个强大的战略诊断和决策支持系

统，能够将企业的营销策略与其潜在的市场结果定量地联系起来，最终推动市场营销向数据驱动的科学

转变，助力企业在复杂的市场环境中实现可持续增长。 
通过分析参数变化趋势，企业可以识别隐藏问题： λ 值下降可能反映产品质量、服务水平或用户体

验方面的问题，早于财务指标显现；评估策略有效性：营销活动后观察α 值变化，可量化评估品牌建设

效果；指导产品迭代： β 值变化反映用户活跃度模式变化，指导产品更新节奏。此外，该模型将参数转

化为可行动的营销策略，图 2 不同策略的投资回报率显示提升口碑这一策略的投资回报最高，这指导企

业应将更多资源投入口碑营销和品牌建设，而非单纯依赖广告投放。基于数值分析结果，我们提出以下

可操作的营销策略： 
1) 参数监控预警系统 
 建立α 值(用户粘性指标)实时监测机制，当α 值持续下降时启动用户流失预警 
 设置 λ 值(复购强度)阈值监控，及时发现复购率下降问题 
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 定期评估 \λ β 比值变化，预测市场饱和点移动趋势 
2) ROI 导向的预算优化 
 使用模型模拟不同预算分配方案下的长期 ROI 
 建立营销投入的边际效益分析框架 
 制定基于预测结果的动态预算调整机制 
3) 数据基础建设 
 建立用户行为追踪体系，记录首次购买和重复购买数据 
 设计营销活动标签系统，关联策略与效果数据 
 构建统一的数据仓库，整合交易、营销、用户数据 
4) 模型校准与验证 
 使用历史数据估计初始参数值 
 建立参数定期更新机制 
5) 决策支持集成 
 将模型输出集成到营销自动化平台 
 建立基于模型洞察的预警和推荐系统 
这种数据驱动的营销管理方法，使企业能够从依赖经验的传统营销转向基于预测和模拟的科学决策，

在复杂多变的市场环境中保持竞争优势。 
该模型也存在一些局限性，其一是模型假设市场总规模恒定，未考虑市场本身的扩张或收缩，该假

设限制了模型在高增长新兴市场中的应用，模型将无法区分份额增长是源于竞争力提升还是市场大盘的

红利。其二是模型为单产品模型，未显式考虑多产品竞争的复杂互动，这会导致无法评估竞争对手降价

或推出新品对自身份额的影响。其三是参数校准需要相对丰富的历史数据，在新产品预测中存在挑战。

因此，未来研究可围绕以下方向展开，第一是开发多产品竞争的扩展模型。第二是集成机器学习方法进

行参数动态学习和实时预测。第三是结合成本函数，开发营销预算自动优化算法。 
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