
Finance 金融, 2024, 14(4), 1539-1551
Published Online July 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/fin
https://doi.org/10.12677/fin.2024.144159

时间分数阶 CIR 模型下回望期权的
定价问题

杜云康，许作良*

中国人民大学数学学院，北京

收稿日期：2024 年 6 月 3 日；录用日期：2024 年 6 月 21 日；发布日期：2024 年 7 月 26 日

摘 要

本文主要研究了时间分数阶 CIR (Cox-Ingersoll-Ross) 模型下回望期权的定价问题。传统的
CIR 模型由于其对长期记忆效应的忽视，已无法充分描述金融市场中的一些复杂现象。因此，本
文引入了时间分数阶导数，以捕捉金融市场中更为复杂的动态特性。在研究过程中，本文首先利

用 Itô 引理和 ∆-对冲原理对时间分数阶 CIR 模型进行了数学推导，建立了回望期权定价的理论
框架。然后，本文在时间方向与空间方向上使用了有限差分方法对定价公式进行了数值离散处理。

最后，本文进行了数值实验，数值实验的结果验证了所提出方法的有效性。
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Abstract

This paper primarily studies the pricing problem of lookback options under the time-
fractional CIR (Cox-Ingersoll-Ross) model. The traditional CIR model, due to its
neglect of long-term memory effects, can no longer fully describe some complex phe-
nomena in financial markets. Therefore, this paper introduces the time-fractional
derivative to capture more complex dynamic characteristics in financial markets. In
the research process, this paper first uses Ito’s lemma and the Delta-hedging principle
to mathematically derive the time-fractional CIR model, establishing the theoretical
framework for lookback option pricing. Then, the paper uses the finite difference
method in both the time and space directions to numerically discretize the pricing
formula. Finally, numerical experiments are conducted, and the results of these ex-
periments validate the effectiveness of the proposed method.
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1. 引言

在国际金融市场中，金融衍生产品空前发展，跨国衍生交易逐年上升，日益成为投资者多样

化投资策略的有力工具。金融衍生品是一种基于基础金融工具的金融合约，其价值取决于一种或

多种基础资产或指数，合约的基本种类包括远期合约、期货、掉期 (互换) 和期权。期权作为金融
衍生品的一种，可以使投资者获益，规避风险。期权赋予持有者一种权利 (而非义务)，在特定日
期或之前以固定价格购买或出售相应的资产。期权按照到期日的不同可分为欧式期权 (只可以在到
期日执行) 和美式期权 (到期日前任意时间可执行)。期权定价是金融市场中一个热门的问题，但由
于大多期权没有显式解，因此数值求解期权定价问题就显得极为重要了。

期权定价理论起源于法国数学家 Bachelier [1] 在 1900 年的博士论文《投机理论》，他提出用
布朗运动来描述股票价格，通过推导给出期权定价公式。但是，股票价格满足布朗运动可能导致
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股票价格为负，这并不符合实际。Samuelson [2] 于 1965 年对此进行了修正，假设股票价格服从几
何布朗运动。1973 年 Black 和 Scholes [3] 基于一系列假设提出经典的 B-S 公式，至此奠定了期权
定价问题的基础。但是由于假设过于苛刻，因此，许多学者考虑弱化模型中的假设条件，提出了

新的模型，主要有随机波动率模型，随机利率模型，跳扩散模型，分数阶模型，不确定波动率模型

等。

Y. d’Halluin(2004) [4] 提出了一种隐式离散化的期权定价方法。采用迭代法结合快速傅里叶变
换计算得到跳跃扩散相关积分项，给出了离散后的惩罚方程在每个时间步上全局收敛的充分条件。

Khabir 和 Patidar(2012) [5] 构造了一种基于样条近似的数值方法来求解单资产欧式期权定价问题
的非线性 Black-Scholes 偏微分方程。时间离散采用经典的欧拉隐式方法，空间离散采用 B 样条配
点法。结果表明，该方法是无条件稳定的。

自 1973 年 Black 和 Scholes 提出经典的 B-S 公式以来，该公式已被广泛应用于金融市场。为
了便于计算，B-S 模型假设期权市场波动率与无风险利率均为常数，但是在实际的金融市场中，波
动率与利率并不是一成不变的，因此有许多学者对短期利率模型下的期权定价问题进行了研究。

常见的利率模型有 CIR 模型 [6]，Vasicek 模型 [7]，CEV 模型 [8] 等。

Park 等 (2020) [9] 采用了基础资产价格过程及其集成过程的特征函数计算得到了跳跃扩散
CIR 过程下亚洲期权定价算法的解析公式。该函数不需要进行傅里叶反变换或拉普拉斯变换来还
原特征函数。Carr 等 (2020) [10] 将热方程的热势法和广义积分变换法推广到贝塞尔过程，通过数
值求解第二类线性 Volterra 方程得到时变 CEV 和 CIR 模型下障碍期权价格的半封闭形式解。计
算结果表明，该方法比前向有限差分法和后向有限差分法更有效。Lv 等 (2023) [11] 基于不确定性
理论给出了不确定 CIR 利率模型的分布解。其次，利用不确定 CIR 利率模型，得到了脆弱期权的
定价公式。最后，设计了数值算法，并验证了算法的有效性。

1976 年，Goldman 等 [12] 对欧式回望期权定价问题进行了研究，得到了具有浮动行权价格的
欧式回望期权的价格，奠定了回望期权定价问题研究的基础。姜礼尚 [13] 对回望期权满足的偏微
分方程进行求解，得到回望期权的定价公式。袁国军和杜雪樵 [14] 考虑了交易成本对期权定价结
果的影响，研究了跳 -扩散模型下欧式回望期权的定价问题，得到了期权所满足的偏微分方程。张
艳秋和杜雪樵 [15] 讨论了随机利率下的回望期权定价公式，使用 Gisanov 定理和伊藤公式，推导
出简便的回望期权定价公式。冯德育 [16] 构建了分数布朗运动下回望期权的定价模型，对分数布
朗运动进行模拟并利用 Monte Carlo 方法求出期权的数值解。黄东南和周圣武 [17] 使用最小二乘
蒙特卡洛模拟法研究了标的资产服从跳 -扩散过程的美式回望期权定价问题，进行了数值实验，得
到了期权价格的数值解。顾哲煜 [18] 考虑了标的资产的价格由混合双分数布朗运动驱动，且期权
交易过程支付红利的情况，使用伊藤公式得到回望期权价格满足的偏微分方程，采用边界条件和

变量替换的方法进行求解，得到了回望看涨期权定价公式的显式解。

分数阶导数主要有两种形式：Riemann-Liouville 导数 [19] 和 Caputo 导数 [20]。在我们的讨
论中，我们主要关注 Caputo 意义下的分数阶导数。

由于大多数偏微分方程缺乏解析解，因此需要将方程在时间和空间上离散化。离散 Caputo 时
间分数阶导数的常用方法有 Grünwald-Letnikov (GL) 公式和 L1 公式。其中，离散化后的 GL 公
式在时间方向上具有一阶精度，而 L1 公式在时间方向上具有 (2-α) 阶精度。随后，Gao 等 [21]
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引入了具有 (3-α) 阶精度的 L1-2 公式，Alikhanov [22] 提出了具有 (3-α) 阶精度的 L2-1σ 公式，
Cao 等 [23] 也将 Caputo 导数的离散化精度提高到了 (3-α) 阶。在最近的研究中，Cao 等 [24] 以
及 Mokhtari 和 Mostajeran [25] 将准确率提高到 (4-α) 阶。值得注意的是，提高精度的过程涉及在
Caputo 导数的积分下对函数进行高阶插值，使用不同的插值函数可以得到不同的精度。

分数阶导数具有非局部性的特点，也就是说当前状态不仅受到过去瞬时状态的影响，还会受

到过去一段时间内的状态的影响，该特点比较符合期权市场。所以，时间分数阶模型下的期权定

价问题是值得探讨的。

Wyss [26] 于 2000 年首次将分形的思想运用到金融领域, 假设原生资产满足分数阶布朗运动，
提出了时间分数阶 Black-Scholes 期权定价模型, 用格林函数求解并给出了欧式期权价格的闭式
解.。Jumaire(2008) [27] 在经典时间分数阶 Black-Scholes 模型的推导的基础上，使用 Taylor 公
式，得到了时空分数阶 Black-Scholes 模型。Zhang 等（2016）[28] 讨论了欧式期权时间分数阶
Black-Scholes 模型 (TFBSM) 的数值模拟。构造了具有空间二阶精度和时间 2−α 阶精度的离散隐
式数值格式。Nourian 等 (2022) [29] 通过引入一组新的小波函数来求解时间分数阶 Black- Scholes
方程，提出了误差估计方法同时给出了数值实验。Taghipour 和 Aminikhah(2022) [30] 提出了一种
基于分数阶 Pell 函数的高效谱配置方法，用于求解时间分数阶 Black-Scholes 方程。在 Pell 多项
式的基础上进行变换引入分数阶 Pell 函数，并寻找这些函数的线性组合的模型解，给出了数值方
法在 Sobolev 空间中的收敛性分析。

在实证分析中，时间分数阶 Black-Scholes 模型比经典的 Black-Scholes 计算结果更精确，得
到的期权价格更贴合实际。

本文研究了时间分数阶 CIR 模型下回望期权的定价问题，研究了时间分数阶 CIR 模型下回望
期权的定价问题，使用 Itô 引理和 ∆-对冲原理，通过一系列推导得到回望期权的定价公式，接着
分别在时间与空间方向用 L1 公式和有限差分方法对方程进行离散，最后进行数值求解，数值结果
验证了所提出的方法是有效的。

2. 时间分数阶 CIR 模型下回望期权的定价公式

本节给出了时间分数阶 CIR 模型下回望期权的定价公式，即利率 r 满足

dr = a(b− r)dt+ σ
√
rdW r

t , (1)

其中 a 为均值回归速度, b 为长期均值水平, σ
√
r 为利率的波动率, 以及 W r

t 是布朗运动。

2.1. CIR 模型下零息票债券定价模型

利率是不可交换资产。作为利率的载体，零息票债券在衍生品定价中起到了重要的作用。零

息票债券是不支付利息的债券，通常在到期日按面值支付给债券持有人。因此我们首先给出零息

票债券的定价公式, 令 P (r, t, T ) 表示 CIR 利率模型下 t 时刻的零息票债券的价格, 由 Kolmogorov
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定理与 Feynman-Kac 定理, 可以得到 CIR 模型下零息票债券价格满足以下倒向抛物方程

∂P

∂t
+
σ2

2
r
∂2P

∂r2
+ a(b− r)

∂P

∂r
− rP = 0, (r ∈ R, t ∈ [0, T )), (2)

P (r, T ) = 1.

2.2. 时间分数阶 CIR 模型回望期权定价模型

首先给出以下假设:

(1) 市场无摩擦, 即没有交易费用与税收;

(2) 期权有效期内标的资产没有分红;

(3) 不存在套利机会;

(4) 允许卖空股票;

(5) 标的资产价格满足随机过程：

dS = rSdt+ σ1SdW
S
t , (3)

(6) 无风险利率满足随机过程：

dr = a(b− r)dt+ σ2
√
rdW r

t , (4)

其中 WS
t 和 W r

t 为布朗运动, 且 Cov(dW s
t , dW

r
t ) = ρdt , ρ ∈ (−1, 1), a, b 为常数。

回望期权为强路径依赖期权, 其收益与路径有关, 假设路径变量为 J , 给出回望期权价格
V (S, J, r, t) 所满足的定价方程。考虑一个投资组合 Π, 其中包含一份衍生证券 V (S, J, r, t),∆1 份标

的资产 S(t) 和 ∆2 份零息票债券 P (r, t), 则 t 时刻投资组合 Π 的价值为

Π = V −∆1S −∆2P.

由 Itô 引理, 可以得到

dΠ = dV −∆1dS −∆2dP

=

(
∂V

∂t
+
∂V

∂J

∂J

∂t
+

1

2
σ2
1S

2 ∂
2V

∂S2
+

1

2
σ2
2r
∂2V

∂r2
+ Sσ1σ2

√
rρ

∂2V

∂S∂r

)
dt

+

(
∂V

∂S
−∆1

)
dS +

(
∂V

∂r
−∆2

∂P

∂r

)
dr +∆2

(
∂P

∂t
+

1

2
σ2
2r
∂2P

∂r2

)
dt. (5)

为了消除上式中的随机项, 分别取

∆1 =
∂V

∂S
, ∆2 =

∂V /∂r

∂P/∂r
,
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代入式 (5), 结合 (2) 式有

dΠ =

(
∂V

∂t
+
∂V

∂J

∂J

∂t
+

1

2
σ2
1S

2 ∂
2V

∂S2
+

1

2
σ2
2r
∂2V

∂r2
+ Sσ1σ2

√
rρ

∂2V

∂S∂r

)
dt

− ∂V /∂r

∂P/∂r

[
rP − a(b− r)

∂P

∂r

]
dt. (6)

由无套利原理可知

E(dΠ) = rΠdt,

于是, 就得到在 CIR 模型下回望期权满足如下偏微分方程

∂V

∂t
+
∂V

∂J

∂J

∂t
+

1

2
σ2
1S

2 ∂
2V

∂S2
+ Sσ1σ2

√
rρ

∂2V

∂S∂r
+

1

2
σ2
2r
∂2V

∂r2

+ a(b− r)
∂V

∂r
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (7)

由于路径变量 J 对 t 不是可微函数, 因此我们对其进行逼近, 定义

Jn(t) = [

∫ t

0

(Sτ )
ndτ ]

1
n , (8)

Jn(t) 对 t 是可微的, 满足 dJn(t) = 1
n
J1−n
n (t)Sn

t dt. 当 n → ∞ 时 J = lim
n→∞

Jn(t) = max
0≤τ≤t

Sτ ,

由 J 的定义可知,Sτ ≤ J = max
0≤τ≤t

Sτ , 当 S < J 时, lim
n→∞

1
n
J1−n
n (t)Sn

t = lim
n→∞

Jn

n

(
S
Jn

)n

= 0; 由于

{S = J, 0 ≤ J <∞, 0 ≤ t ≤ T} 是定解区域的边界, 需要加入一个边界条件

∂V

∂J
|S=J = 0, (9)

它的金融意义为期权定价在原生资产价格达到极大值的水平上对极大值的变化是不敏感的。

综上，我们得到了 CIR 模型下回望看跌期权的定价模型：
∂V
∂t

+ 1
2
σ2
1S

2 ∂2V
∂S2 + Sσ1σ2

√
rρ ∂2V

∂S∂r
+ 1

2
σ2
2r

∂2V
∂r2

+ a(b− r)∂V
∂r

+ rS ∂V
∂S

− rV = 0,

V (S, J, r, T ) = J − S,
∂V
∂J

|S=J = 0.

(10)

将上式中对时间的整数阶求导替换为时间分数阶导数，定义为 ∂αV
∂tα
，其中，α ∈ (0, 1)，则有

∂αV

∂tα
+

1

2
σ2
1S

2 ∂
2V

∂S2
+ Sσ1σ2

√
rρ

∂2V

∂S∂r
+

1

2
σ2
2r
∂2V

∂r2
+ a(b− r)

∂V

∂r
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, (11)

其中分数阶导数 ∂αV
∂tα
定义为右修正的 Riemann–Liouville 导数

∂αV

∂tα
=

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ T

t

V (S, t′)− V (S, T )

(t′ − t)α
dt′, 0 < α < 1.
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定义时间参数 t = T − τ，V (t) = U(T − τ)，又由 Caputo 导数 c
0D

α
τ V 与时间分数阶导数

∂αV
∂tα
的

关系有

DαV (t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ T

t

V (ξ)− V (T )

(ξ − t)α
dξ

=
1

Γ(1− α)

−d
dτ

∫ T

T−τ

V (ξ)− V (T )

(ξ − (T − τ))α
dξ

=
−1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

V (T − η)− V (T )

(τ − η)α
dη

=
−1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

U(η)− U(0)

(τ − η)α
dη

= −
[

1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

U(η)

(τ − η)α
dη − 1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

U(0)

(τ − η)α
dη

]
= −

[
1

Γ(1− α)

d

dτ

∫ τ

0

U(η)

(τ − η)α
dη − U(0)

τ−α

Γ(1− α)

]
=

−1

Γ(1− α)

∫ τ

0

U ′(η)

(τ − η)α
dη

= −c
0D

α
τ U(τ). (12)

那么此时方程 (11) 就转化为以下前向时间分数阶偏微分方程

c
0D

α
τ U =

1

2
σ2
1S

2 ∂
2U

∂S2
+ Sσ1σ2

√
rρ

∂2U

∂S∂r
+

1

2
σ2
2r
∂2U

∂r2

+ a(b− r)
∂U

∂r
+ rS

∂U

∂S
− rU. (13)

3. 时间分数阶 CIR 模型下回望期权价格的数值解

上一小节所得到的定价公式的本质是一个二阶抛物型偏微分方程，众所周知，大多数偏微分

方程没有精确解，即使我们使用分离变量法进行化简，仍然有可能无法求解，所以在本节，我们

对定价公式在时间方向使用 L1 公式，在空间方向使用有限差分方法进行离散，然后对得到的离散
方程使用 Matlab 求解。

构建三维网格：以资产价格 S 为 x 轴，利率 r 为 y 轴，时间 t 为 z 轴，同时对求解区域

Ω = {0 ≤ S ≤ J, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ t ≤ T} 进行网格化：对区间 [0, J ] 进行 M 等分，区间 [0�R]
进行 N 等分，以及对区间 [0�T ] 进行 K 等分，即 ∆S = J

M
,∆r = R

N
,∆t = T

K
，定义 Uk

i,j 为

Si = i∆S, rj = j∆r, tk = k∆t 时的期权价格。

下面，对上述偏微分方程 (13) 在网格上使用差分格式进行离散，首先，在时间方向使用 L1
公式离散

c
0D

α
τ U(τk) =

∆τ−α

Γ(2− α)
[b0U(τk)−

k−1∑
l=1

(bk−l−1 − bk−1)U(τ l)− bk−1U(τ0)] +O(∆τ2−α),
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在空间方向使用有限差分方法离散

∂Uk
i,j

∂S
=
Uk

i+1,j − Uk
i−1,j

2∆S
,
∂2Uk

i,j

∂S2
=
Uk

i+1,j − 2Uk
i,j + Uk

i−1,j

∆S2
,

∂Uk
i,j

∂r
=
Uk

i,j+1 − Uk
i,j−1

2∆r
,
∂2Uk

i,j

∂r2
=
Uk

i,j+1 − 2Uk
i,j + Uk

i,j−1

∆r2
,

∂2Uk
i,j

∂S∂r
=
Uk

i+1,j+1 − Uk
i+1,j−1 − Uk

i−1,j+1 + Uk
i−1,j−1

4∆S∆r
,

将离散后的差分格式代入式 (13)，得到前向偏微分方程的离散形式

b0U
k
i,j−

k−1∑
l=1

(bk−l−1 − bk−1)U
l
i,j − bk−1U

0
i,j =

pσ2
1S

2
i

2

Uk
i+1,j − 2Uk

i,j + Uk
i−1,j

∆S2

+
pσ2

2rj
2

Uk
i,j+1 − 2Uk

i,j + Uk
i,j−1

∆r2
+ pa(b− rj)

Uk
i,j+1 − Uk

i,j−1

2∆r

+ prjSi

Uk
i+1,j − Uk

i−1,j

2∆S
− prjU

k
i,j

+ pSiσ1σ2
√
rjρ

Uk
i+1,j+1 − Uk

i+1,j−1 − Uk
i−1,j+1 + Uk

i−1,j−1

4∆S∆r
. (14)

其中 p = ∆ταΓ(2− α).

归纳整理后可以得到

k−1∑
l=1

(bk−1 − bk−l−1)U
l
i,j − bk−1U

0
i,j

=
pSiσ1σ2

√
rjρ

4∆S∆r
Uk

i−1,j−1 + (
pσ2

1S
2
i

2∆S2
− prjSi

2∆S
)Uk

i−1,j −
pSiσ1σ2

√
rjρ

4∆S∆r
Uk

i−1,j+1

+ (
pσ2

2rj
2∆r2

− pa(b− rj)

2∆r
)Uk

i,j−1 − (
pσ2

1S
2
i

∆S2
+
pσ2

2rj
∆r2

+ pr + 1)Uk
i,j

+ (
pσ2

2rj
2∆r2

+
pa(b− rj)

2∆r
)Uk

i,j+1 −
pSiσ1σ2

√
rjρ

4∆S∆r
Uk

i+1,j−1 + (
pσ2

1S
2
i

2∆S2
+
prjSi

2∆S
)Uk

i+1,j

+
pSiσ1σ2

√
rjρ

4∆S∆r
Uk

i+1,j+1, (15)

定义

d1i,j =
pSiσ1σ2

√
rjρ

4∆S∆r
, d2i = [

pσ2
1S

2
i

2∆S2
− prjSi

2∆S
],

d3j = (
pσ2

2rj
2∆r2

− pa(b− rj)

2∆r
), d4i,j = −(

pσ2
1S

2
i

∆S2
+
pσ2

2rj
∆r2

+ pr + 1),

d5j = (
pσ2

2rj
2∆r2

+
pa(b− rj)

2∆r
), d6i,j = (

pσ2
1S

2
i

2∆S2
+
prjSi

2∆S
).

将期权价格满足的方程写为矩阵形式

k−1∑
l=1

(bk−1 − bk−l−1)Ul − bk−1U0 = AUk + F,
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其中 Uk = [Uk
1,1, ..., U

k
1,N−1, U

k
2,1, ...U

k
2,N−1, ..., U

k
M−1,1, U

k
M−1,N−1]

T .

A =



a1 b1

c2 a2 b2
. . . . . . . . .

. . . . . . bM−2

cM−1 aM−1


.

ai =



d4i,1 d51

d32 d4i,2 d52
. . . . . . . . .

. . . . . . d5N−2

d3N−1 d4i,N−1


.

bi =



d6i,1 d1i,1

−d1i,2 d6i,2 d1i,2
. . . . . . . . .

. . . . . . d1i,N−2

−d1i,N−1 d6i,N−1


.

ci =



d2i,1 −d1i,1
d1i,2 d2i,2 −d1i,2

. . . . . . . . .
. . . . . . −d1i,N−2

d1i,N−1 d2i,N−1


.

F = [ϕ(1) + d31U1,0 − d11,1U2,0, ϕ(2), ..., ϕ(N − 2),

ϕ(N − 1) + d5N−1U1,N + d11,N−1U2,N , ψ(2), ..., ψ(M − 2),

θ(1) + d1M−1,1UM−2,0 + d31UM−1,0, θ(2), ..., θ(N − 2),

θ(N − 1)− d1M−1,N−1UM−2,N + d5N−1UM−1,N ]T .

ϕ(j) = d11,jU0,j−1 + d21,jU0,j − d11,jU0,j+1, θ(j) = −d1M,jUM,j−1 + d6M,jUM,j + d1M,jUM,j+1, ψ(i) =

[d1i,1Ui−1,0 + d31Ui,0 − d1i,1Ui+1,0, 0, ..., 0,−d1i,N−1Ui−1,N + d5N−1Ui,N + d1i,N−1Ui+1,N ]T .

其次，对边界条件以及初始条件进行离散

初始条件： τ = 0时， U0
i,j = J − Si, i = 0, 1, ...,M, j = 0, 1, ..., N ;

边界条件：

{
S = 0时， Uk

0,j = J, j = 0, 1, ..., N, K = 0, 1, ...,K;

S = J时， Uk
M,j = 0, j = 0, 1, ..., N, K = 0, 1, ...,K;
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得到期权定价公式的离散格式后，就可以使用 Matlab 进行求解，由初始条件以及边界条件，计算
得到终值时刻 τ = T 时的期权数据，并对网格进行线性插值，最后得到资产价格为 S0，利率为 r0

的期权价格。

4. 数值实验

这一部分我们对上一小节得到的离散后的期权定价公式进行 Matlab 求解，通过算例验证上述
方法的有效性。考虑回望看跌期权，假设标的资产的初始价格为 85, 90, 95, 100，初始利率为 0.02，
距离期权到期日为 1 年 (T=1),[smin, smax] = [0, 140], [rmin, rmax] = [0, 0.25],M = 100, N = 100，

以及其他参数分别选取为 α = [0.9, 0.7, 0.5, 0.3�0.1], a = 0.3, b = 0.7, σ1 = σ2 = 0.15, ρ = 0.5.

固定上述参数，以不同的时间步长 (K=100,200,500,1000) 来计算期权价格来验证该方法的有
效性。将选取的参数输入 Matlab 进行求解，得到期权价格的数值解。

Table 1. The option prices under different time steps when α = 0.9
表 1. α = 0.9 时不同时间步长下的期权价格

初始价格 K = 100 K = 200 K = 500 K = 1000

85 24.4501 24.4449 24.4419 24.4409
90 22.0929 22.0882 22.0854 22.0845
95 19.7356 19.7314 19.7289 19.7281
100 17.3784 17.3746 17.3725 17.3717

Table 2. The option prices under different time steps when α = 0.7
表 2. α = 0.7 时不同时间步长下的期权价格

初始价格 K = 100 K = 200 K = 500 K = 1000

85 26.5401 26.5329 26.5287 26.5274
90 23.9936 23.9871 23.9833 23.9821
95 21.4472 21.4413 21.4379 21.4368
100 18.9007 18.8955 18.8925 18.8915

Table 3. The option prices under different time steps when α = 0.5
表 3. α = 0.5 时不同时间步长下的期权价格

初始价格 K = 100 K = 200 K = 500 K = 1000

85 28.1772 28.1710 28.1672 28.1660
90 25.4831 25.4774 25.4740 25.4729
95 22.7890 22.7838 22.7808 22.7798
100 20.0948 20.0903 20.0876 20.0867

表 1-表 5分别给出了不同分数阶 α，不同的股票价格、时间步长下的期权价格。观察得到，随

着股票价格的上升，回望看跌期权价格下降。当股票价格不变，时间步长越来越小时，期权价格
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Table 4. The option prices under different time steps when α = 0.3
表 4. α = 0.3 时不同时间步长下的期权价格

初始价格 K = 100 K = 200 K = 500 K = 1000

85 29.4652 29.4609 29.4583 29.4575
90 26.6551 26.6512 26.6489 26.6481
95 23.8451 23.8415 23.8394 23.8387
100 21.0350 21.0319 21.0300 21.0294

Table 5. The option prices under different time steps when α = 0.1
表 5. α = 0.1 时不同时间步长下的期权价格

初始价格 K = 100 K = 200 K = 500 K = 1000

85 30.4729 30.4713 30.4704 30.4701
90 27.5722 27.5707 27.5698 27.5696
95 24.6714 24.6701 24.6693 24.6691
100 21.7707 21.7695 21.7688 21.7686

逐渐趋于稳定，从而说明了该方法的有效性。此外，对比多个表格可以看出，分数阶 α 的值对期

权价格也会产生影响，随着 α 的减小，期权价格逐渐增大。

5. 结论

在本文中，我们研究了时间分数阶 CIR 模型下回望期权的定价问题。通过一系列的推导，得
出时间分数阶 CIR 模型下回望期权所满足的定价公式。接着将公式在时间与空间方向进行离散，
最后使用 Matlab 进行数值求解，研究了模型中不同参数对期权价格的影响，数值结果验证了该方
法的有效性。
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