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Abstract 
Like the other navigation systems which are calculating positioning based on ranging, such as GPS, 
the observation model of pseudolite positioning system is essentially nonlinear. For most posi-
tioning systems, linearization of the observation model is an essential process. Since the distances 
between the user and pseudolites are close compared with GPS and other satellite navigation sys-
tems, the linearization error of the model cannot be ignored. Otherwise it may lead to incorrect 
convergence of the positioning solution. To solve this problem, this paper gives a precise boun-
dary value of the linearization error. What’s more, it also gives a simplified method to judge the 
impact of the linearization on the positioning accuracy, based on which, impacts of different 
pseudolite constellation layouts on linearization error are analyzed. And then, it verifies the pro-
posed assessment method of the linearization error of pseudolites by simulation. The results show 
that when the pseudolite systems satisfy the condition, results of the iteration will converge, oth-
erwise, they are not necessarily converge. 
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摘  要 

与其他基于测距进行定位解算的导航系统(如GPS)一样，伪卫星定位系统观测模型在本质上是非线性的，

对观测模型进行线性化对于大部分定位算法是一个必不可少的过程，而与GPS等卫星导航系统不同的是，

伪卫星距离用户较近，其模型线性化时产生的误差不能被忽略，否则会导致定位解算可能无法正确收敛。

针对此问题，本文精确地给出了线性化误差的边界值，并提出了判别线性化误差对定位精度影响的简化

方法，根据此方法分析了不同伪卫星的星座布局对伪卫星系统线性化误差的影响。通过仿真对所提出的

伪卫星的线性化误差评估的方法进行了验证。结果表明，当伪卫星系统满足判定条件时，迭代结果一定

会收敛，而不满足时，则不一定收敛。 
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1. 引言 

伪卫星定位系统通常具有抗干扰能力强、组网灵活和经济性好等优势，是实现北斗、GPS、GLONASS
等全球导航卫星系统定位性能增强的主要技术手段之一。同时，伪卫星独立组网还可提供在全球导航卫

星系统无法正常工作区域的导航定位服务，扩大其应用范围[1]。伪卫星定位技术一直是卫星导航领域研

究的热点问题之一。 
最初的伪卫星主要设置在地面上，用来测试或增强导航卫星系统。近几年，随着伪卫星技术的发展，

伪卫星还被安装在飞机或高空飞艇上形成空中伪卫星，大大扩展了伪卫星的应用范围。 
卫星导航和伪卫星都是基于测距的导航定位系统，其观测方程是典型的非线性模型。目前工程实践

中最常用的定位方法是先将非线性的观测方程线性化，然后在设定初始位置的基础上进行迭代定位[2]。
对于 GPS 卫星而言，由于卫星和接收机相距较远，通常认为从用户实际位置到卫星的视线平行于从用户

估计点到卫星的视线，观测方程的线性化误差可以忽略不计[3]。但是，在伪卫星定位系统中，由于伪卫

星与接收机相距很近，用户估计点位置与真实位置到伪卫星视线间的夹角较大，由此引起的线性化误差

将显著变大，因此，在伪卫星定位解算中必须有效地评估线性化误差对定位估计带来的影响。 
有关非线性误差对定位影响的分析，国内外研究相对较少。针对非线性问题理论，Teunissen 提出了

三种测量非线性的简单方法，给出了以Hessian矩阵最大最小特征值表示的线性化残余误差的边界估计[4]。
孟键、王金岭、高为广等基于上述方法，分析了 GPS 和伪卫星的非线性变换所带来的误差情况，但尚未

开展评估方面的研究[5]-[8]。万晓光等从卫星与用户之间的几何关系出发给出了线性化误差的边界值，并

提出了一种评估线性化误差的具体方法[3]。该方法根据影响非线性最小二乘法收敛情况的几个因素，即

观测方程的非线性强度、观测值的精度以及观测方程的特性，给出了判断非线性最小二乘法是否局部收

敛的条件。 
在此基础上，本文针对空中伪卫星，充分考虑了不同伪卫星观测量对定位解算贡献的差异，提出了
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一种基于高度角的伪卫星定位线性化误差评估的判定准则，满足该判定条件，则最小二乘法必收敛，否

则不一定收敛。并用仿真数据对此方法的有效性进行了验证。 

2. 线性化误差评估方法 

在仅考虑用户位置为待估参数的情况下，伪卫星定位观测方程的线性化表达式为[9] [10]： 

ˆ

T 21
2

s s
u u non

non

H X

X D f X

ρ ρ ε

ε ξ

 = + ⋅∆ +



= ∆ ∆ +

                                (1) 

其中， s
uρ 表示用户到伪卫星的伪距； ˆ

s
uρ 表示用户到伪卫星的近似伪距； X∆ 表示用户真实位置 u 与近似

位置 û 之间的距离， ( ) ( ) ( )2 2 2

2 u u uX x y z∆ = ∆ + ∆ + ∆ ， , ,u u ux y z∆ ∆ ∆ 分别表示用户真实位置与近似位置

在 , ,x y z 三个方向上的距离差； nonε 表示泰勒级数展开时的二阶及以上的项，ξ 表示二阶以上的项； 2D f
表示二阶偏导矩阵。 

残差函数可表示为 ˆ
s s
u ur ρ ρ= − ， H 即为 r 的 Jacobi 矩阵： 
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另外，由卫星和用户的几何关系还可得到线性化误差 nonε 的表达式为[3]： 

( )ˆ 1 coss
non uε ρ θ= −                                    (3) 

其中，θ 表示用户真实点 u 与估计点 û 到伪卫星的这两条视线所构成的夹角， ( )0, πθ ∈ 。 
当 ˆ

s s
u uρ ρ= 时，θ 为极大值，即： 

2
ˆmax sin

22
s
u

Xθ
ρ

 ∆   =        
                               (4) 

这时，线性化误差 nonε 的最大边界值为[8]： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2
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ˆ ˆ

= =
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ε

ρ ρ
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                         (5) 

由式(5)可以看出，伪卫星的线性化误差取决于两个参数：位置近似的准确度 X∆ 和伪卫星与用户间

的距离 ρ 。基于这个结论，可给出一种检验线性化误差对于定位是否可以容忍的方法[3]，表达式为： 

( ) ( )( ) ( )
2

1T

1

1 1
2

n

s
i u

H x H x r x
ρ

−

=

 
⋅ ⋅ < 

 
∑                           (6) 

其中， ( )r x 表示残差函数； ( )H x 表示观测方程的一阶偏导矩阵；
ˆ

1
2 s

uρ
是利用式(5)线性化误差的边界

值结论以及 T 21
2non X D f Xε ≈ ∆ ∆ 估计出的 ( )2D f x 的最大值。 

从式(6)中可以看到，不同伪卫星观测值被认为是等权的，此法虽然处理简单，但与观测值的实际不

符，这样可能会对复杂的数据噪声过于简单化，使得最小二乘解失去它的最小方差性质，导致不合理的
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定位结果。但是实际中，伪卫星的高度角过低时，仰角小的卫星收到大气影响较大，信噪比较低，天线

增益较小，同时易产生多径效应。因此，不同高度角的伪卫星观测值的精度通常具有较大的差异。如果

忽略此差异，就会使最小二乘解失去其最优化特性，极有可能导致判定结果与实际不符[11]。针对此，本

文拟引入与高度角相关的权函数用以改进上述线性化误差评估的方法，权矩阵的构建方式如下： 

1 2

1 1 1diag
n

W
σ σ σ
 

=  
 

  

其中，方差 2
iσ 采用正弦函数模型进行表示，即 ( )( )2 21 sini ele iσ = 。 

因此，改进之后的评估公式为： 

( ) ( )( ) ( )
2

1T

1

1 1
2

n

s
i u

W H x WH x r x
ρ

−

=

 
⋅ ⋅ ⋅ < 

 
∑                        (7) 

当式(7)所示的条件满足时，采用最小二乘高斯-牛顿法迭代结果一定会收敛，实现定位解算。当不满

足式(7)的条件时，高斯–牛顿法的迭代结果不一定收敛，为了保证系统的可靠性，需要进一步考虑采用

其他定位算法实现定位。 
综合此方法，对现有伪卫星定位流程进行如图 1 所示的改进，其中虚线框内是线性化误差的评估方法。 

3. 仿真实验 

3.1. 不同高度卫星线性化误差大小分析 

通过第1节对线性化误差的定量分析可知，在 ˆ
s s
u uρ ρ= 的条件下，可以得到线性化误差 nonε 的边界值，

它仅与测站坐标误差和用户到卫星的距离有关。为比较线性化误差对 GPS 和伪卫星的影响，本文拟定距

离用户 20,000 km 的全球导航卫星和距离用户 200 m 的伪卫星，分析其线性化误差随测站坐标误差的变

化情况，如图 2 和图 3 所示，分别给出了线性化误差对 GPS 和伪卫星系统的影响的仿真结果。 
 

 
Figure 1. The flow chart of pseudolite positioning 
图 1. 伪卫星定位流程图 

求
解
判
定
值

最小二乘迭代
求解用户位置

观测方程线性化

给出用户的
近似位置

列出观测方程

伪卫星位置 观测值

线性化误差评估方法

满足判
定条件

是

告警
否



霍翠萍 等 
 

 
5 

 
Figure 2. The linearization error of GPS 
图 2. GPS 的线性化误差 

 

 
Figure 3. The linearization error of pseudolite 
图 3. 伪卫星的线性化误差 

 
从上图可以看出：距离用户 20,000 km 的全球导航卫星，在测站坐标误差为 200 m 时，其观测方程

线性化的最大误差仅 1 mm；而距离用户 200 m 的伪卫星，在测站坐标误差为 20 m 时，线性化最大误差

为 1 m。 
结合公式(5)分析，线性误差的边界值与用户到卫星的距离呈反相关，而与测站坐标误差呈正相关。

由于 GPS 距离用户很远，伪卫星距离用户较近，线性化误差对 GPS 的影响很小，可以忽略不计，而对伪

卫星系统的影响则很大，必须考虑其对定位的影响。 
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3.2. 线性化误差评估方法性能分析 

为了充分验证本文提出的基于高度角加权的伪卫星定位的线性化误差评估方法对定位的改善，拟定

了四种不同的伪卫星布网方案[12]-[14]，如图 4~6 所示，具体组网见表 1。 
基于上述不同的组网方案，现仿真生成伪卫星观测量，卫星与用户的钟差暂不考虑，测量噪声假设

为与高度角相关的随机噪声，用高斯牛顿法进行 100 次的定位运算。 
表 2 给出了在不同的布局方案与不同的伪卫星高度下，根据本文提出的基于高度角加权的伪卫星定

位的线性化误差评估方法和传统评估方法计算得到的判定值，从中可以看到，当权矩阵为单位矩阵 I 时，

3 个方案都满足判定条件，而当权矩阵为高度角加权矩阵 W 时，正方形结构和四面体结构均满足判定条

件，而四颗星的结构不满足。 
 

 
Figure 4. The square structure 
图 4. 正方形结构 

 

 
Figure 5. The tetrahedron structure 
图 5. 四面体结构 

 

 
Figure 6. The four-pseudolite structure 
图 6. 四颗星结构 
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Table 1. The comparison of three different pseudolite layouts 
表 1. 伪卫星三种不同布局方案对比 

方案 星座布局 伪卫星位置 用户位置 

1 5 颗星 
正方形结构 

(116.0, 40.0, 20 km) 

(116.5, 40.0, 0 km) 

(116.5, 39.5, 20 km) 

(117.0, 40.0, 20 km) 

(116.5, 40.5, 20 km) 

(116.5, 40.0, 30 km) 

2 5 颗星 
四面体结构 

(116.0, 40.0, 20 km) 

(116.5, 40.3, 0 km) 

(117.0, 40.0, 20 km) 

(116.5, 40.8, 20 km) 

(116.5, 40.3, 20 km) 

(116.5, 40.3, 30 km) 

3 4 颗星 

(116.5, 39.5, 20 km) 

(116.0, 40.0, 0 km) 
(117.0, 40.0, 20 km) 

(116.5, 40.5, 20 km) 

(116.5, 40.0, 30 km) 

 
Table 2. The calculating values of three different pseudolite layouts 
表 2. 三种不同伪卫星布局方案的判定值解算 

伪卫星高度     
权矩阵 

判定值 P 的大小 

20 km 10 km 5 km 

正方形结构 
单位矩阵 I 0.0309 0.0536 0.1156 

高度角加权 W 0.0720 0.1521 0.4942 

四面体结构 
单位矩阵 I 0.0524 0.0527 0.0619 

高度角加权 W 0.1522 0.2824 0.5839 

四颗星结构 
单位矩阵 I 0.7832 0.4334 0.3250 

高度角加权 W 1.3237 1.0313 1.3711 

 
根据图 1 所示的伪卫星定位解算流程图，对 20 km 高度的伪卫星进行定位解算，结果如图 7~9 所示： 
由表 3 可以看出，正方形结构和四面体结构求解出的用户位置误差分别为 4.50 和 5.68，而四颗星的

结构求解出的用户的定位误差为 21.66，明显较大。 
综上所述，四颗星结构的定位误差较大，高度角加权时，其判定值不满足判定条件，符合预期的结

果；而权矩阵取单位阵时，四颗星结构满足判定条件，与预期的结果不符。由此可知，基于高度角加权

的线性误差评估方法，可使评估的结果更为准确。 
由于空中伪卫星被应用于气球或高空飞艇上，高度变化比较灵活，为了更充分验证本文提出的基于

高度角加权的伪卫星定位的线性化误差评估方法的适用性，探讨在不同的伪卫星高度下，用户的定位误

差对比分析。图 9~11 是对四颗星结构在伪卫星高度为 5 km~20 km 时用户的定位误差。 
由表 4 可以看出，四颗星结构中不同高度的伪卫星定位误差均很大。结合表 2 的判定结果，在四颗 
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Figure 7. The positioning errors of square structure—20 km 
图 7. 正方形结构定位误差(20 km) 

 

 
Figure 8. The positioning errors of tetrahedron structure—20 km 
图 8. 四面体结构定位误差(20 km) 

 

 
Figure 9. The positioning errors of four pseudolites—20 km 
图 9. 四颗星的定位误差(20 km) 
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Figure 10. The positioning errors of the height of 10 km—four pseudolites 
图 10. 高度 10 km 定位误差(四颗星) 
 

 
Figure 11. The positioning errors of the height of 5 km—four pseudolites 
图 11. 高度 5 km 定位误差(四颗星) 
 
Table 3. The positioning errors of three different pseudolite layouts 
表 3. 三种不同的伪卫星布局方案的定位误差统计 

布局方案 
定位误差 RMS (m) 

东向 E 北向 N 天向 U 三维 

正方形结构 19.81 17.86 25.23 36.72 

四面体结构 25.00 18.10 24.99 39.72 

四颗星结构 119.90 86.03 46.60 154.75 

 
Table 4. The positioning errors of four pseudolites of different heights 
表 4. 四颗星结构不同伪卫星高度的定位误差统计 

伪卫星高度 
定位误差 RMS (m) 

东向 E 北向 N 天向 U 三维 

20km 119.90 86.03 46.60 154.75 

10km 127.49 89.93 72.59 172.08 

5km 194.88 132.09 114.10 261.63 
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星结构中，不同高度下，高度角加权时，其判定值均不满足判定条件，符合预期结果；而权矩阵取单位

阵时，均满足判定条件，与预期的结果不符。由此可知，基于高度角加权的伪卫星定位线性化误差评估

方法，适用于不同高度的伪卫星定位。 

4. 结束语 

由于伪卫星距离用户较近，模型线性化时产生的误差通常不能忽略，本文提出了一种基于高度角加

权的伪卫星定位线性误差的评估方法，以判断下一步是否可以使用最小二乘迭代法进行定位解算。主要

结论如下： 
1) 伪卫星距离用户较近，线性化误差较大，因此，在伪卫星系统中，必须考虑线性化误差对定位的

影响。 
2) 线性误差判定条件中的权矩阵用卫星高度角定权法表示时，比用等权策略的判定结果更为准确。 
3) 不同的伪卫星星座，线性化误差也不同。满足线性误差评估的判定条件时，定位误差较小，反之

则定位误差较大。 
另外，此方法还可应用到选星上，基于线性误差评估的结果，改善用于定位的伪卫星的组网布局，

从而得到更好的定位结果。 
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