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摘  要 

现有复数高斯投影非迭代变换，基于以偏心率 e 为参数的Taylor级数展开式，表达式较为冗长。以第3扁
率 n为参数的Taylor级数展开式，级数幂次降低一半，系数表达式得到简化，c 及 fc 系数的精简尤为显

著。本文在现有高斯投影非迭代变换的基础上，选择适当的优化因子，使高斯投影椭圆积分的级数系数

k 及归一化系数 Ak 得到特别显著的精简优化。高斯投影变换的Taylor级数展开式，取级数幂次 je 12=
或 jn 6= ，其截断误差 < 1E−15，误差足以满足实际用于需求。变换实例表明，反算结果可精准回溯正

算结果，回溯误差 < 1E−15。 
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Abstract 
The existing non-iterative transformation of complex Gaussian projection is based on the Taylor 
series expansion with eccentricity e  as a parameter, and the coefficient expression is relatively 
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lengthy. The Taylor series expansion with the third flattening rate n  as the parameter reduces the 
power of the series by half, simplifying the expression, especially the coefficients c  and fc . Based 
on the existing Gaussian projection non-iterative transformation, this paper selects appropriate op-
timization factors to achieve particularly significant simplification and optimization of the series 
coefficient k  and normalization coefficient Ak  in the Taylor expansion of the Gaussian projection 
elliptic integral. The Taylor series expansion of the Gauss projection transformation, with the series 
power je 12=  or jn 6= , has a truncation error of < 1E−15, which is sufficient to meet the require-
ments of practical applications. The transformation example shows that the inverse calculation re-
sults can accurately trace back to the forward calculation results, with a traceback error less than 
1E−15. 
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1. 前言 

高斯投影变换为等角投影[1]-[3]。上世纪，其主要研究域为实数域。实际上，复数域的高斯投影变换

比实数域变换更为简洁。 
高斯投影，复变量 z 与 w 之间的变换为[4]-[7]： 

复变量：
z x i y
w q i l
= + ⋅

 = + ⋅
； 

即正反变换为：
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

, ,

, ,

z f w x q l i y q l

w f z q x y i l x y−

= = + ⋅


= = + ⋅
。 

边少锋等(2001, 2004)引入计算机代数系统后，将高斯投影变换从实数域拓展到复数域，得到了复数

高斯投影变换的系列研究成果[8]-[12]。李厚朴、边少锋等(2007, 2009, 2012, 2015~2017)研究了基于复数

等角纬度 cϕ 的非迭代解算式[13]-[18]。金立新等(2017)将复数变换解析到实数域[19]；刘大海等(2024)基
于实数等角纬度的高斯投影反变换采用数值迭代法计算[20]。 

将复数高斯投影变换解析到实数域的研究成果，为 Excel 大众计算工具进行复数高斯投影变换奠定

了基础。 
现有的复数高斯投影变换，为基于偏心率 e参量将高斯投影变换的被积函数展开为 Taylor 级数表达

式，表达式较为冗长。方春波等(2025)基于第 3 扁率 n 将高斯投影变换及其相关的角度变换展开为 Taylor
级数，大大简化了级数表达式，级数幂次降低一半[21]。 

本文在基于第 3 扁率 n 参量展开的高斯投影变换基础上，对高斯投影椭圆积分，探索选择适当的优

化因子，使椭圆积分的 Taylor 展开式的级数系数得到了显著的精简优化。 
通常，复数高斯投影变换(正反算)步骤为： 
变换方法 1，以复数等角纬度 cϕ 为中间转换桥梁： 
正变换： ( ),B l → w q i l= + ⋅ → c x yiϕ ϕ ϕ = + ⋅  ⇒ c x yB B i B= + ⋅ → c x yiψ ψ ψ= + ⋅ → z x i y= + ⋅ ； 
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反变换： ( ),B l ⇐ w q i l= + ⋅ ← c x yiϕ ϕ ϕ = + ⋅  ← c x yB B i B= + ⋅ ← c x yiψ ψ ψ= + ⋅ ⇐ z x i y= + ⋅ 。 

变换方法 2，以复数大地纬度 cB 为转换桥梁： 
正变换： ( ),B l → w q i l= + ⋅ ⇒ c x yB B i B = + ⋅  → z x i y= + ⋅ ； 

反变换： ( ),B l ⇐ w q i l= + ⋅ ← c x yB B i B = + ⋅  ⇐ z x i y= + ⋅ 。 

显然，变换方法 2 比变换方法 1 要简洁得多。 
单箭头转换过程为正算，可直接用解析式计算。双线箭头转换过程为反算，是非线性正算解析式的

逆解，一般需利用迭代法、方程求解法等数值方法进行求解。 
变换方法 1，是目前的研究热点。反算逆解不使用数值方法，是对非线性正算解析式进行 Taylor 级

数展开，并采用符号迭代法获取逆解的 Taylor 级数计算式，为非迭代计算式。 
边少锋团队，将椭球实数中央子午线弧长表达式 X 拓展到复数域，以偏心率 e 参数为变量(目前基于

第 3 扁率 n 参数)，导出了中央子午线弧长的复数表达式 z 。在复数拓展表达基础上，导出了以参数 e  (或
n )为变量的各种复数纬度之间的高阶 Taylor 级数展开式[21]。进一步，在通常变换步骤的基础上进行优

化，省略了间接算法中 cB 的转换步骤。 
边少锋团队的核心算法： 
直接算法( c cψ ϕ−− )       间接算法( c c cBψ ϕ−− − − ) 

直接正算：
( )

( ) 0

2

2
0

1
sin 2

1 c A c

c c j c
j

z a e a k

d

k

j

ψ

ϕ ϕ

ψ

ψ
∞

=




 = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= + ⋅ ⋅

−

∑
  间接正算：

( )

( )

( )
2

1

0 0

2
1

2

sin 2

sin 2

1

c j
j

c A c

c c f j c
j

c cB c

B b j

j B

z a ke a kψ

ϕ

ψ

ϕ

ψ

∞

∞

=

=




 = + ⋅ ⋅



= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= + ⋅ ⋅

 −

∑

∑  

直接反算：
( )

( )

0 0

1

2

2

1

sin 2

c
A

c c f j c
j

e
z z

a k

j

ka

d

ψ

ϕ ψ ψ
∞

=

 = = ⋅⋅

 = + ⋅ ⋅

⋅



−

∑
   间接反算：

( )
( )

( )

2
0

2
1

2

0

1

sin 2

sin

1

2

c
A

c c f j c
j

c c j c
j

e
z z

a ka

B c

B

k

j

b j B

ψ

ψ ψ

ϕ

∞

=
∞

=

−
 = = ⋅⋅
 = + ⋅ ⋅



= + ⋅ ⋅


⋅



∑

∑

 

其中： ( )
2

2
0 0 0

11
1A

nk e k k
n

− = − ⋅ = ⋅ + 
 

Charles F. F. Karney 于 2011 年发表论文“Transverse Mercator with an Accuracy of a Few Nanometers”
[22]，使用复数等角纬度ς  (为我们常用符号ϕ )和等积球半径 A 解算框架，以第 3 扁率为参数，以复数

映射变换为工具，导出了正反解的高精度级数展开式，转换精度达到纳米级。 
Karney 核心算法： 

( )2 4 6 8 10 121 1 1 1 25 491
1 4 64 256 16384 65536

A

A

A a k

k n n n n n O n
n

= ⋅

  = ⋅ + + + + + +  +  

 

其中： ( )
2

2
0 0 0

11
1A

nk e k k
n

− = − ⋅ = ⋅ + 
 

正算： ( )
1

sin 2j
j

i

z x i y A j

ς ξ η

ς α ς
∞

=

= + ⋅
   = + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅   

∑  
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反算：
1

sin 2j
j

z zj
A A

ς β
∞

=

 = − ⋅ ⋅ 
 

∑  

比较 Karney 及边少锋团队的核心算法，Karney 算法的 Ak 、 z A及ς 分别相当于边少锋团队算法的

0Ak 、 cψ 及 cϕ 。变换系数α 及 β 与边少锋团队的变换系数 d 及 fd 完全相同[21]。Karney 的核心算法，采

用了 cψ 与 cϕ 之间的直接算法，省略了间接算法中的 cB 转换步骤。 
两个团队算法的核心，实际上就是建立了复数等距离纬度 cψ 与复数等角纬度 cϕ 的 Taylor 级数高精

度转换关系式。两者核心算法具有同一性，精度等同。 
复数高斯投影变换，边少锋团队算法始于本世纪初，早于 Karney 算法，初始以偏心率 e为参数进行

研究，目前已进入以第 3 扁率 n 为参数的相关变换研究[21]。 

2. 复数高斯投影变换 

2.1. 复数高斯投影变换 

在实数域，高斯投影正解(中央子午线弧长 X )为[4]-[7]： 

 ( ) ( )
3 222 2

0 0
d 1 1 sin d

B B
X M t a e e t t

−
 = ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ∫ ∫  (1) 

边少锋将实数域 B 拓展到复数域 cB  [8]-[11]： 

 ( ) ( )22 2
0

3

0

2
d 1 1 sin dc cB B

z M t a e e t t
−

 = ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ∫ ∫  (2) 

由于扁率 f 、偏心率 e 与第 3 扁率 n 有下述关系： 

 
( )

2

2

2
2

2
2

1 1
21 1

4
1

11
1

a b e fn
a b fe

ne
n

ne
n

 − − − = = =
+ − + −


 =

+


−  − =   + 

 (3) 

则，式(2)可写为： 

 
( ) ( )

( )

3 222 3 2
0

2
0 0

1 sin d

1

cB

c A c

z a e e e t t

a e k a kψ ψ

− −
−

 = ⋅ − ⋅ ⋅ − 

= ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

∫  (4a) 

 
( ) ( ) ( )

2
3 2 2

0

0

2

0

3

2

1 1 1 4 sin d
1

1
1

cB

c A c

na n n n t t
n

na k a k

z

n
ψ ψ

−−   = ⋅ ⋅ + ⋅ + −   + 

− = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + 

∫
 (4b) 

 

( )

( )

0 2
1

0 2
1

2 2 0

sin 2

sin 2

c c j c
j

c j c
j

j j

k B k j B

k B c j B

c k k

ψ
∞

=

∞

=

= ⋅ + ⋅ ⋅

 
= ⋅ + ⋅









⋅




 

=



∑

∑
 (5) 

因此，复数域高斯投影变换表达为： 
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( )

( )

2

2
00

0 01

1

c A

A

c

c

z a k a k

z z
aa

e

ke k

ψ ψ

ψ

 = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

 = = ⋅⋅

−

− ⋅

 (6a) 

 
( ) ( )

( ) ( )

0 0
2

2
00

1

1

c A c

c
A

z a k a k

z z
a

n n

na kn k

ψ ψ

ψ

 = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

 = = ⋅⋅

− +  

− + ⋅  

 (6b) 

复数高斯投影变换，本质上为直角坐标 z 与等距离纬度 cψ 之间的变换。 

2.2. 高斯投影椭圆积分 Taylor 级数展开式系数优化 

为不失一般性，设 Taylor 级数展开式为： 
 ( )y f x=  (7a) 

并设优化因子为： ( )p x  
则函数等价式为； 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y f x p x p x g x p x= ⋅ =    (7b) 

选取适当的优化因子 ( )p x ，则函数 ( )g x 有可能得到规律化的精简，从而使 ( ) ( ) ( )f x g x p x= 的等

价表达式得到显著的精简优化。 
高斯投影是一椭圆积分，对以参数 n 表达的 Taylor 级数系数 k 及归一化系数 Ak ，分别选择优化因子

( ) ( ) 31p n n −= + 及 ( ) 1p n n= + ，则椭圆积分的 Taylor 级数展开式系数 k 及 Ak 得到了显著的精简优化，详

见附录，表 A1-1 及表 A1-2。 
参数 e表达的 k 及 Ak 系数，没有找到实质性的精简优化因子。 
相同的椭圆积分，不同的参数，其定义域发生了变化。以参数 e 表达的椭圆积分，有本质的超越奇点，

无法通过乘以有理函数来消除奇点；而以参数 n 表达的椭圆积分，是在复平面上除极点外的全纯函数，

只有局部奇点，从而可以通过乘以有理函数来消除奇点，使表达式得到简洁优化。 

3. 复数高斯投影变换的实现 

复数高斯投影变换，核心是实数 ( ),B l 与复数 cψ 之间的变换。 
 

 
其中：( ),B l 为实数纬度及经差；w q i l= + ⋅ 为复数等量纬度； c x yiϕ ϕ ϕ= + ⋅ 为复数等角纬

度； c x yiψ ψ ψ= + ⋅ 为复数等距离纬度； z x i y= + ⋅ 为复数直角坐标。 

Figure 1. Non iterative transformation path diagram of forward and backward calculation be-
tween geodetic longitude and latitude ( ),B l  and complex equidistant latitude cψ  

图 1. 大地经纬度 ( ),B l 与复数等距离纬度 cψ 正反算非迭代变换路径图 
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方春波等(2025)给出了高斯投影变换实数经纬度 ( ),B l 与等距离纬度 cψ 正反算实现的 2 条路径(详见

图 1)，同时利用计算机代数系统导出了相关角度变换的 Taylor 级数系数 k 、 Ak 、b 、 c、 d  [21]。 

4. 复数高斯投影相关角度转换系数 

4.1. 等距离纬度与大地纬度变换系数 k 及归一化系数 Ak  

变换系数 k 是 ( )f Bψ = 变换式的级数系数。 

 
( )

( ) ( ) ( )

23 2
0

3 32 2

3 2

2

0

sin d

1 1 4 sin d

B

B

e e t t

n n n t t

ψ −
−

−

−  = ⋅ − 

 = + ⋅ + − ⋅ 

∫

∫
 (8) 

利用计算机代数系统，可对式(8)展开为 Taylor 级数，导出椭圆积分的级数系数。 

 ( ) ( ) ( )0 2 0 2
1 1

sin 2 sin 2j j
j j

f B k B k j B k B c j Bψ
∞ ∞

= =

 
= = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ 

 
∑ ∑  (9) 

变换系数 Ak 是归一化系数： 

 ( )
2

2
0 0

11
1A

nk e k k
n

− = − ⋅ = ⋅ + 
 (10) 

k 及 Ak 数详见附录，表 A1-1、表 A1-2。 
以 n 参数表达的 k 及 Ak 系数得到显著的精简优化。 

4.2. 等角纬度与大地纬度变换系数 b、 fb  

正算系数 b 是 ( )f Bϕ = 变换式的级数系数。 

 ( )
21 sin2 arctan tan

4 2 1 sin 2

eB e Bf B
e B

ϕ
 − ⋅   = = ⋅ + ⋅ −    + ⋅     

π π  (11) 

利用计算机代数系统，将式(11)展开为 Taylor 级数，得到正算变换式及正算级数系数 b ： 

 正算变换式： ( ) ( )2
1

sin 2j
j

f B B b j Bϕ
∞

=

= = + ⋅ ⋅∑  (12a) 

利用正算变换式(12a)进行 7 次符号迭代，得到符号反算变换式及反算系数 fb ： 

 反算变换式： ( ) ( )1
2

1
sin 2f j

j
B f b jϕ ϕ ϕ

∞
−

=

= = + ⋅ ⋅∑  (12b) 

正算变换系数 b 详见附录，表 A2-1；反算变换系数 fb 详见附录，表 A2-2。 

4.3. 等距离纬度与大地纬度变换系数 c 、 fc  

正算系数 c 是 ( )f Bψ = 变换式的级数系数。 
对式(4)积分函数展开为 Taylor 级数，可以得到角度变换式 

 正算式：
( )2

1

2 2 0

sin 2j
j

j j

B c j B

c k k

ψ
∞

=

 = + ⋅ ⋅

 =

∑
 (13a) 
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利用正算式(13a)进行符号迭代，得到反算变换式及其级数系数 fc ： 

 反算式： ( )2
1

sin 2f j
j

B c jψ ψ
∞

=

= + ⋅ ⋅∑  (13b) 

正算变换系数 c详见附录，表 A3-1；反算变换系数 fc 详见附录，表 A3-2。 
对比 c系数表， n 参量的系数表达式与 e 参量的系数表达式相比，精简尤为明显。 

4.4. 等距离纬度与等角纬度变换系数 d 、 fd  

角度正算系数 d 是 ( )fψ ϕ= 直接转换的 Taylor 展开式级数系数。 
用间接符号代入法，将 ( )1B f ϕ−= 关系式(12b)间接代入 ( )f Bψ = 关系式(13a)，得到角度符号正算式

( )fψ ϕ= 及其正算系数 d ： 

 角度正算式： ( )2
1

sin 2j
j

d jψ ϕ ϕ
∞

=

= + ⋅ ⋅∑  (14a) 

对角度正算式(14a)进行符号迭代，得到角度反算式及反算系数 fd ： 

 角度反算式： ( )2
1

sin 2f j
j

d jϕ ψ ψ
∞

=

= + ⋅ ⋅∑  (14b) 

角度正算系数 d 详见附录，表 A4-1；反算系数 fd 详见附录，表 A4-2。 
对比 d 系数表， n 参量的系数表达式与 e参量的系数表达式相比，有明显简化。 
以 n 参量表达的变换系数 d 及 fd 与 Karney 变换系数α 及 β 完全相同。 

5. 角度转换 Taylor 级数截断余项估算 

为不失一般性，设角度转换的 Taylor 级数展开式为： 

 ( ) ( )2 2
2

1
sin 2

m
m

j
j

h j Oβ α α α +

=

= + ⋅ ⋅ +∑  (15) 

则有： 

 ( ) ( )2 2
2 2sin 2m

m mO h m hα α+ < ⋅ ⋅ <  (16) 

即： 

 ( )2 2
2

m
mO hα + <  (17) 

Taylor 级数截断误差估算，详见表 1，取级数幂次 12je = 或 6jn = ，各转换式的 Taylor 级数的截断

误差均 < 1E−15，变换精度足以满足实际需要。 
 
Table 1. Taylor series truncation error table 
表 1. Taylor 级数截断误差表 

角度 系数 1940 克拉索夫斯基椭球 CGCS2000 椭球 

变换式 名称 O(e14) O(n7) Q(e14) Q(n7) 

B = f(ψ) k12 1.07308289E−17 1.100428100E−17 1.07400512E−17 1.1013778E−17 

kA = (1−e2)k kA12 1.07308289E−17 1.09306863E−17 1.07400512E−17 1.09401093E−17 

φ = f(B) b12 6.25641966E−17 6.383643E−17 6.26179655E−17 6.38914769E−17 

B = f(φ) bf12 5.93026529E−16 6.05085633E−16 5.93536188E−16 6.05607406E−16 
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续表 

ψ = f(B) c12 1.07308289E−17 1.09490387E−17 1.07400512E−17 1.09584802E−17 

B = f(ψ) cf12 1.04840163E−16 1.06972072E−16 1.04930265E−16 1.07064315E−16 

ψ = f(φ) d12 1.46014132E−17 1.48983307E−17 1.4613962E−17 1.49111778E−17 

φ = f(ψ) df12 7.09816373E−19 7.24250381E−19 7.10426403E−19 7.2487491E−19 

6. 变换实例验算 

【实例】选自文献[16] (p. 117)例 9.1。坐标系为 CGCS2000，变换点大地坐标为： 45B = ， 3l = 。 
解算：1) 由大地坐标 ( ),B l 正算直角坐标 ( ),x y ； 
2) 由直角坐标 ( ),x y 反算大地坐标 ( ),B l 。 
本文根据图 1 高斯投影正反算变换路径的实施步骤，分别用参量 e 及参量 n 进行高斯投影正反算变

换。 
高斯投影 e 参量正反算结果详见表 2(a)， n 参量正反算结果详见表 2(b)。 
计算结果表明，反算结果可精准回溯正算结果，回溯误差 < 1E−15。 

 
Table 2. (a) Table of complex Gaussian projection transform calculation results ( e  parameters); (b) Table of complex Gauss-
ian projection transform calculation results ( n  parameters) 
表 2. (a) 复数高斯投影变换计算结果表( e 参量)；(b) 复数高斯投影变换计算结果表( n 参量) 

(a) 

正算 参量  原文正算 本文正算 本文反算 反算 

序次 中央子午线 L0/deg 0 0 0 序次 

0 

纬度 B 45˚00'00" 45˚00'00" 45˚00'000000" 
6 

经度 L 3˚00'00'' 3˚00'00'' 3˚00'000000'' 

等角纬度 φ/rad   0.782041616955646 
5 

经差 l/rad   0.052359877559830 

1 
等量纬度 q/rad  0.876634653411383 0.876634653411383 

4 
经差 l/rad  0.052359877559830 0.052359877559830 

2 等角纬度 
φx/rad  0.782727307042200 0.782727307042200 

3 
φy/rad  0.037148195539064 0.037148195539064 

3 大地纬度 
Bx/rad  0.786093131674639 0.786093131674639 

2 
By/rad  0.037148548751222 0.037148548751222 

4 等距离纬度 
ψx/rad  0.783567347057148 0.783567347057148 

1 
ψy/rad  0.037148414843202 0.037148414843202 

5 直角坐标 

x/m 489325.235 4989325.234673 4989325.234673 

0 y/m 236540.6424 236540.642360 236540.642360 

y5/m  736540.642360 736540.642360 
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续表 

(b) 

正算 参量  原文正算 本文正算 本文反算 反算 

序次 中央子午线 L0/deg 0 0 0 序次 

0 

纬度 B 45˚00'00" 45˚00'00" 45˚00'000000" 
6 

经度 L 3˚00'00'' 3˚00'00'' 3˚00'000000'' 

等角纬度 φ/rad   0.782041616955646 
5 

经差 l/rad   0.052359877559830 

1 
等量纬度 q/rad  0.876634653411383 0.876634653411383 

4 
经差 l/rad  0.052359877559830 0.052359877559830 

2 等角纬度 
φx/rad  0.782727307042200 0.782727307042200 

3 
φy/rad  0.037148195539064 0.037148195539064 

3 大地纬度 
Bx/rad  0.786093131674639 0.786093131674639 

2 
By/rad  0.037148548751222 0.037148548751222 

4 等距离纬度 
ψx/rad  0.783567347057148 0.783567347057148 

1 
ψy/rad  0.037148414843202 0.037148414843202 

5 直角坐标 

x/m 489325.235 4989325.234673 4989325.234673 

0 y/m 236540.6424 236540.642360 236540.642360 

y5/m  736540.642360 736540.642360 

7. 结语 

1) 本文利用计算机代数系统，导出了以偏心率 e及第 3 扁率 n 为参数的非简化的高斯投影变换级数

表达式及其相关角度转换关系式。 
2) 高斯投影变换，基于第 3 扁率 n 参数的 Taylor 级数表达式，级数幂次比基于偏心率 e的级数幂次

降低一半， n 参量的级数系数表达式得到简化， c及 fc 系数的精简尤为显著。 
3) 本文对第 3 扁率 n 为参数的高斯投影的 Taylor 级数变换式，探索选择适当的优化因子，使高斯投

影椭圆积分 Taylor 展开式的级数系数 k 及归一化系数 Ak 得到了特别显著的精简优化。 
4) 高斯投影变换 Taylor 展开式，取级数幂次 12je = 或 6jn = ，其截断误差 < 1E−15，变换精度足以

满足实际需要。 
5) 变换实例表明，反算结果可以精准回溯正算结果，回溯误差 < 1E−15。 
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附  录 
Table A1-1. k coefficient table 
表 A1-1. k 系数表 

以参数 e 表达的系数 k 以参数 n 表达的系数 k 

( )2 0
1

sin 2
m

j
j

B k k j Bψ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2 0
1

sin 2
m

j
j

B k k j Bψ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 12
0

3 45 175 11025 43659 6936931
4 64 256 16384 65536 1408576

e e e e e ek + + + + += +  ( ) 4 6
0

23 9 2251 1
4 64 256

1225k n n n n = + ⋅ + + + 
 

 

2 4 6 8
2

10 123 15 525 2205 72765 297297
8 32 1024 4096 131072 524288

k e e e e e e− − − − −= −  ( )3 3 5
2

3 451
2 16 12

525
8

n n nk n  = + ⋅ − − 
 

−  

4 6 8 10 12
4

15 105 2205 10395 1486485
256 1024 16384 65536 8388608

e e e ek e+ + + +=  ( ) 2 43 6
4

15 1051
16 64 2

4725
048

k nn n n = + ⋅ + + 
 

 

6 8 1 2
6

0 135 105 10395 55055
3072 4096 262144 1048576

e e e ek − − − −=  ( )3 3 5
6

351
48

315
256

k n n n = + ⋅ − − 
 

 

8
8

10 12315 3465 99099
131072 524288 8388608

ek e e+ +=  ( )3 6
8

4315 20791
512 2048

nk nn  = + ⋅ + 
 

 

10
10

12693 9009
1310720 5242880

ek e− −=  ( )3 5
10

6931
1280

nk n  = + ⋅ − 
 

 

1
12

21001
8388608

ek =  ( )3 6
12

10011
2048

nk n  = + ⋅  
 

 

 
Table A1-2. kA coefficient table 
表 A1-2. kA系数表 

以参数 e 表达的系数 kA 以参数 n 表达的系数 kA 

( )21Ak e k= − ⋅  
21

1A
nk k
n

− = ⋅ + 
 

2 4 6 8 10 12
0

5 175 4411
4 64 256 16384 65536 14085
1 4

76
3 851

Ak e e e e e e−= − − − − −  2 6
0

41 1 11
1 4 6

1
4 256Ak

n
n n n = ⋅ + + + +  

 

2 4 6 8 10 12
2

3 45 105 2205
8 32 1024 4096 1

3 6
31072 52428

2
8

37
A e e ek e e e− − − −= −−  3 5

2
1 3 3

1 2 16 12
3
8A n n nk

n
 = ⋅ − + + +  

 

4 6 8 1
4

0 1215 45 525 1575 155925
256 1024 16384 65536 8388608A e e e ek e+ + += +  2 6

4
41 15 15

1 16 64 20
75

48A n
n

n nk  = ⋅ − − +  
 

6 8 10 12
6

35 175 3675 13475
3072 2621441 10488 57228 6A e e ek e−− − −=  3 5

6
1 35

1 48
17
768

5
A nk

n
n = ⋅ − + +  

 

1 2
8

8 0 1315 2205
131072 524

4365
288 83886

9
08Ak e e e+= +  4 6

8
1 315 441

1 512 2048Ak
n

n n = ⋅ − +  
 

10
10

12693
131072

6237
0 5242880Ak e e−−=  5

10
6931

1 1280A nk
n
 = ⋅ − +  

 

12
12

1001
8388608Ak e=  6

12
10011

1 2048Ak
n

n = ⋅  +  
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Table A2-1. b coefficient table 
表 A2-1. b 系数表 

以参数 e 表达的系数 b 以参数 n 表达的系数 b 

( )2
1

sin 2
m

j
j

B b j Bϕ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2
1

sin 2
m

j
j

B b j Bϕ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 12
2

5 3 281 7 23453
2 24 32 5760 240 1209600
1 e e e e e eb − − − − − −=  2 3 64 5

2
2 4 82 322
3 3 45 45 47

46
25
42n n n nb n n− + + − + +=  

4 6 8 1
4

0 125 7 697 93 114533
48 80 11520 2240 3870720

e e e eb e+ + + +=  2 3 4 6
4

55 16 13 904
3 15 9 31

1522
5 945

n n n n nb = −− − +  

6 8 1 12
6

013 461 1693 152953
480 13440 53760 5806080

e e eb e− − − −=  3 6
6

4 526 34 12686
2

8
15 21 355 8

n n n nb − + += −  

8 10 12
8

1237 131 429799
161280 10080 29030400

eb e e= + +  5 6
8

41237 12
630 5

24832
14175

b n n n−= −  

10
1

12
0

367 308531
1612 6386688080

b e e− −=  5 6
10

109598
3118

734
315 5

b n n= +−  

1
12

2444337
638668800

eb =  6
12

444337
155925

b n=  

 
Table A2-2. bf coefficient table 
表 A2-2. bf 系数表 

以参数 e 表达的系数 bf 以参数 n 表达的系数 bf 

( )2
1

sin 2
m

f j
j

B b jϕ ϕ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2
1

sin 2
m

f j
j

B b jϕ ϕ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 1
2

25 13 3 1033
2 24 12 36
1 1

0 160 86400fb e e e e e e+ + + + +=  2 3 4 5 6
2

2 116 26 28542 2
3 45 45 675f n n n n n nb = −− − + +  

4 6 8 10 12
4

7 29 811 81 445
48 240 11520 2240 24192f e eb e e e+ + + +=  2 3 4

4
5 67 8 227 2704 2323

3 5 45 315 945fb n n n n n= +− − +  

6 2
6

8 10 17 81 3029 41261
120 1120 53760 1161216f e e e eb + + +=  4 6

6
3 556 136 1262 73814

15 35 105 2835f n n nb n= +− −  

8 10 2
8

14279 883 1246019
161280 20160 29030400f e e eb += +  4 6

8
54279 332 399572

630 35 14175f n nb n= −−  

10 1
0

2
1

2087 340807
161280 12773376fb e e+=  5 6

10
4174 144838
315 6237fb n n= −  

12
12

150419
22809600fb e=  6

12
601676
22275fb n=  
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Table A3-1. c coefficient table 
表 A3-1. c 系数表 

以参数 e 表达的系数 c 以参数 n 表达的系数 c 

( )2
1

sin 2
m

j
j

B c j Bψ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2
1

sin 2
m

j
j

B c j Bψ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 12
2

3 3 111 141 1533 2193
8 16 1024 2048 32768 65536

e e e e e ec − − − − − −=  3
2

53 9 3
2 16 32

n nc n− + −=  

4 6 8 10 12
4

15 15 405 165 274695
256 256 8192 4096 8388608

e e e ec e+ + += +  2 6
4

415 15 135
16 32 2048

n n nc = +−  

6 8 10 1
6

235 35 4935 29225
3072 2048 262144 1572864

e e e ec − − −−=  3 5
6 48 256

35 105c n n= − +  

8 10 12
8

315 315 13671
131072 6553 2097156 2

e ec e ++=  4 6
8

315 189
512 512

c n n= −  

1
10

0 12693 693
13107 8820 5242

e ec −−=  5
10

693
1280

nc −=  

1
12

21001
8388608

ec =  6
12

1001
2048

c n=  

 
Table A3-2. cf coefficient table 
表 A3-2. cf 系数表 

以参数 e 表达的系数 cf 以参数 n 表达的系数 cf 

( )2
1

sin 2
m

f j
j

B c jψ ψ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2
1

sin 2
m

f j
j

B c jψ ψ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 1
2

23 3 213 255 20861 28273
8 16 2048 4096 524288 1048576f e e e e e ec + + + ++=  3 5

2
3 27 269
2 32 512fc n n n= − +  

8 0
4

4 6 1 1221 21 533 197 584039
256 256 8192 4096 16777216f e e e ec e+ + += +  2 6

4
421 55 6759

16 32 4096f n n nc = +−  

6 8 10 12
6

151 151 5019 26965
6144 4096 131072 786432f e e ec e++= +  3 5

6
151 417
96 128fc n n−=  

0 2
8

8 1 11097 1097 225797
131072 65536 10485760f e e ec = ++  4 6

8
1097 15543
512 2560fc n n= −  

10
10

128011
2621440

8011
1048576fc e e= +  0

5
1

8011
2560fc n=  

12
12

293393
251658240fc e=  6

10
29339
614

3
40

c n=  
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Table A4-1. d coefficient table 
表 A4-1. d 系数表 

以参数 e 表达的系数 d 以参数 n 表达的系数 d 

( )2
1

sin 2
m

j
j

d jψ ϕ ϕ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2
1

sin 2
m

j
j

d jψ ϕ ϕ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 12
2

7 83 189 287563
8 48 3072 92160 16
1 1

3 309657600840
e e ed e e e+ + − −= −  2 6

2
3 4 52 5 41 127 7891

2 3 16 180 288 0
1

3780
n n n nd n n− + + +−=  

4 6 8 1
4

0 1213 29 833 143 237103
768 3840 368640 430080 1132462080

e e e ed e+ + −+=  2 3 4 6
4

513 3 557 281 1983433
48 5 1440 630 1935360

n n n n nd −− + +=  

6 8 1 2
6

0 161 221 41317 767017
15360 71680 27525120 1486356480

e ed e e+ += +  4 6
6

3 561 103 15061 167603
240 140 268 18 8140 40

n n n nd +− +=  

8 10 12
8

49561 28081 27404441
41287680 20643840 29727129600

d e e e+= +  5 6
8

449561 179 6601661
161280 168 7257600

nd n n−= +  

10 12
10

34729 1479011
82575360 2335703040

d e e= +  5 6
10

34729 3418889
80640 1995840

d n n= −  

1
12

2212378941
1307993702400

ed =  6
12

212378941
319334400

d n=  

 
Table A4-2. df coefficient table 
表 A4-2. df 系数表 

以参数 e 表达的系数 df 以参数 n 表达的系数 df 

( )2
1

sin 2
m

f j
j

d jϕ ψ ψ
=

= + ⋅ ⋅∑  ( )2
1

sin 2
m

f j
j

d jϕ ψ ψ
=

= + ⋅ ⋅∑  

2 4 6 8 10 1
2

27 17 17837 3809467
8 48 2048 184320 23592960 49545
1 1

21600f e e e ed e e− − − += ++  2 3 4 5 6
2

2 37 81 96199
2 3 96 360 512 6 0

1
0 8 0

1
4f n n n n nd n− += −− + +  

4 6 8
4

10 123 559 1021 1168949
768 1280 368640 1290240 3170893
1

824f e e e e ed − −− −= −  2 3 4 6
4

5437 46 1118711
48 15 1440 10
1 1

5 3870720f n n n n nd = +− − + −  

6 8 1
6

0 1217 283 7489 56341
30720 430080 13762560 148635648fd e e e e= −− − −  3 4

6
5 617 37 209 5569

480 840 448 900 720f n n nd n− + += −  

1 2
8

8 0 14397 1319 6291809
41287680 6881280 29727129600f e e ed −−= −  4 6

8
54397 11

161280 5
830251

04 7257600f n nd n−= ++  

10 1
10

24583 2050891
165150720 32699842560fd e e= −−  5 6

10
4583 108847

161280 3991680fd n n+−=  

12
12

20648693
2615987404800fd e−=  6

12
20648693

638668800f nd −=  
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