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  0x k N k  ，则有    0V x k N k  . 

不妨假设，在每一采样时刻 k ，有 

              1 21 T TV x k i k V x k i k x k i k Q x k i k u k i k Q u k i k            

将上述不等式从 0i  叠加到 1i N  从而得到： 

    NJ k V x k k      （5） 

此时可知，   V x k k 为性能指标  NJ k 的一个上界，由此可将求性能指标最小化问题进一步转化为对上

界   V x k k 的最小化问题. 

定义 1[12]：如下离散时间线性时不变系统 

   1x k Ax k k N                  （6） 

满足  , , ,x R N  是有限时间稳定的，如果     20 0
T

xx Rx  时，有     2T
x k Rx k  成立. 

其中：
n nA R  是常数矩阵，   nx k R 是系统状态，   00x x 是系统的初始状态. ,x  为给定常数

 0 x   ， R 为给定正定矩阵， N 为给定的正整数. 

定义 2：对于系统（1）及闭环系统（4），给定正常数 x 、（0 x   ）和正定矩阵 R ，当     20 0T
xx Rx 

时，都有     2Tx k Rx k  成立，则称闭环系统（4）是关于  , , ,x R N  是有限时间稳定的. 

引理 1[12]：系统（6）有限时间稳定等价条件 

 i 系统（6）关于  , , ,x R N  是有限时间稳定的 

 ii 对于  1, ,k N   ，  
2

2

kT kA RA R
x




 成立 

 iii 对于  1, ,k N   ，若  kP k R ；      1 , 0,1, , 1T
k kP h A P h A h k    . 

则  
2

2
0k

x

P R



 ； 

 iv 对于  1, ,k N   ，存在对称矩阵值函数      : 0,1, , n n
k kP h k P h      

满足：    1 0T
k kA P h A P h   ，  0,1, , 1h k  ；  kP k R ;   2

0k
x

P R



 . 

引理 2[13]：考虑对称矩阵 

     
   

11 12

21 22

S x S x
S x

S x S x

 
  
 

，其中  11S x 是方阵. 

以下三个条件是等价的： 

 i    0S x  ； 

 ii   11 0S x  ，        1
22 12 11 12 0TS x S x S x S x  ； 

 iii   22 0S x  ，        1
11 12 22 12 0TS x S x S x S x  . 

3. 有限时间稳定状态反馈 

解决有限时间稳定预测控制问题的关键在于寻找一个共同的状态反馈 k .建立有限时间稳定与单值预测控

制[14]之间的联系. 
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定理：对于离散线性系统（1），要求 r m ， 1p  ，求得闭环系统的稳定性取决于状态反馈
1

1k S E .假设

存在可逆矩阵T ，使得 1k T Q 为正定矩阵，存在矩阵 L 及标量 1  使得 

  0
T

Q AQ BL

AQ BL Q

                     （7）

 

   

 
 

2
max

2

min

1
N

x

Q

Q

 
 





                    （8）

 

其中，
1 1

2 2Q R QR ， 

           1 2

TT T T

rE C A C A C A     

1 2

TT T T
rS S S S   

 

j jS C B
  

 1, ,j r   

那么系统在控制器
1K LQ 的作用下，关于  , , ,x R N  是有限时间稳定的，并且满足性能指标. 

证明：我们假设     20 0
T

xx Rx  ，要证明当 1, ,k N  时有     2T
x k Rx k  . 

选择 lyapunov 函数       T
V x k x k Qx k ，对于标量 1  ， 

有，      1V x k V x k   

通过迭代我们可以获得：      0 , 1, ,kV x k V x k N     （9） 

令
1 1

2 2Q R QR
   

有， 

      

     

 
max

2
max

0 0 0

0 0

Tk N

TN

N
x

V x x Qx

Q x Rx

Q

 

 

  

   
   
   





     （10） 

      

     min

T

T

V x k x k Qx k

Q x k Rx k



 
            （11） 

根据（9）-（11），可得 

   
 
 

max 2 2

min

T N
x

Q
x k Rx k

Q


  


 




 

进而有
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max

2

min

N
x

Q

Q
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令
1Q P ，我们有

1 1ˆ ˆ 0TA Q A Q    

利用 Schur 补有 

1 ˆ

ˆ

TQ A

A Q

  
   

 

左右同乘对称矩阵
0

0

Q

I

 
 
 

 

得： 

 
 

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

T

T

T

Q QA

AQ Q

Q QA

AQ Q

Q AQ BKQ

AQ BKQ Q







 
   
 

    
  

     

 

令 kQ L ，同时 1Q k T ，此时有   1

1k L k T
 ，即为所求的增益矩阵. 

根据定理 1，状态反馈有限时间稳定预测控制算法如下： 

步骤 1：给定矩阵 R ，常数 , ,x   ，预测时域 N ； 

步骤 2：在每一个采样时刻  0,1, ,k k N  ,测量系统的状态  x k ； 

步骤 3：在每一个采样时刻 k ，求解优化问题（7）-（8），根据定理 1 进而得到有限时间稳定预测控制中的反

馈增益 k ； 

步骤 4：将所求的控制序列    u k kx k 作用到被控系统（1），测量闭环系统（4）的状态  1x k  及输出  y k ； 

步骤 5：令 1k k  ，返回到步骤 2. 

4. 仿真案例 

对于离散时间线性系统，选取系统参数如下： 

0 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 1

1 0 1 0

A

 
  
 
  

，

1

0

0

0

B

 
 
 
 
 
 

，  1 0 0 0C  . 

选取初始状态    0 1 1 1 1x  ， 1x ， 4 ， 1N ， 1P .性能指标的加权矩阵为 IQ 5.01  ，

IQ 2 ，采样间隔为 s1 . 

   按照本章提出的有限时间稳定预测控制算法，运用 Matlab 中的 LMI（线性矩阵不等式）进行求解，进而获

得满足条件的状态反馈预测控制器.仿真案例如下： 
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图 1. 闭环系统状态轨迹 

Figure 1. States of the closed-loop system 
 

 

图 2. 控制输入轨迹 

Figure 2. The trajectory of the control input 
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图 3. 闭环系统的输出轨迹 

Figure 3. Output of the closed-loop system 

 

 
图 4. x’Rx 轨迹 

Figure 4. x’Rx trajectory 
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图 5. 性能指标变化情况 

Figure 5. Performance index change 
 

图 1 体现了系统在 1,10 区间内的状态运动轨迹表明了系统的状态是有界的. 

图 2 及图 3 表明了系统的输入和输出在给定的有限时间区间内均无较大超调. 

图 4 表明在控制器（3）的作用下，系统在 1,10 时间内，只要系统初始值满足    0 0 1Tx Rx  ，闭环系统的

轨迹则满足     4Tx k Rx k  ，则闭环系统（4）关于  1,4, ,10I 是有限时间稳定的. 

图 5 表明系统的性能指标最终在 1,10 趋于稳定. 

5. 总结 

   本文针对一类离散线性系统，给出有限时间稳定预测控制的定义，为使系统在有限时间内性能指标在线最

小化，设计状态反馈控制器，通过求解线性矩阵不等式给出满足条件的矩阵，给出闭环系统满足的条件.仿真结

果给出算法的可行性. 
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