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 1

  
        p p

nn
n p kk

 

因此按照牛顿二项式定理的递推法则，我们得到的指数为整数 n 的二项式幂的展开式为 

     
 

 
 

1, , 2 2, , 2 3, , 2

1 1, , 2 2, , 2
n n c n n c n n c n n

P PQ P AQ BQ CQ
c n n c n n

  
     

 
           (1) 

由此就得到的 rQ 的每项系数转化成为了简单多项式  2 11    
npx x x 系数  , ,c s r p 的一个比值。

下面介绍这种比值的算法。 

2008 年，Hacène Belbachir, Sadek Bouroubi 和Abdelkader Khelladi 给出的简单多项式(项分式)展开公式[4]。 

 

 

 
 

2 3 1

1

1

0

1

0 0

1
1

1 1

1

1
1



  





 
   

 

 
         

    

 
  

 

    
      



 





np np

pn n pn n

p n
m

m p

m
p n p

km

m k

x x x x x
x x

nx nx x
n

x
m

n n m kp
x

k k kp

 

可以得到： 

 , ,
   

         p p

n n
n k n p

k pn p k
 

它通常表示为组合函数或分拆函数的形式 

   , , , ,
 

  
  p

n
c p n k p n k p

k
 

式中  , ,p n k p 是熟知的分拆函数 1。 

因此公式(1)给出的也是不先计算   1 kx y 而直接去计算   kx y 的递推。并且可以直接求出我们想

要得到的第 k i ix y 项的系数
 

 
, , 2

1, , 2


 

c n i n
c n i n

。 

3. 新算法的进一步推广和意义 

由于组合数  , ,c p n k  (或  , ,p n k p )通常只能计算整数的情形，因此公式(1)推广了牛顿二项式递推方法

只完成了指数项为整数的推广。下面讨论如何推广指数项为到任意分数的问题。 

显然，(1)中的 n 为分母，分子为 1 的二项式也是可以计算的。它的递推表达式为 

   
 
 

 
 

1/ 1/ 1, , 2 2, , 21

1, , 2 2, , 2 3, , 2
n n c n n c n n

P PQ P AQ BQ CQ
c n n c n n c n n

 
     

  
          (2) 

由牛顿二项式定理知道，指数为分数 m/n 时(不要求 n 为素数)，分数 m/n 的分拆数  , ,p m n k m n p 也
 

1本文使用了三种数学符号    , , , , , ,
p

n
n k n p p n k p

k
 

  
 

，是因为尽管它们的数值相同，但来源于不同的组合解释。 
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是可以递推计算的，因此推广指数项为到任意分数的牛顿二项式递推方法的问题转化成为了分数的分拆如何

计算的问题。 

J. Wallis 讨论过用分子分母更小的分数之和(逼近)表示给定的分数，首开研究分数分拆的先河，Euler 其

后将这个问题拓展为求解  2 n 的公式。由于在单位圆上可以用自然数给分数的顺序做标记(似于牛顿多项

式定理的 m, n 可以分别是有理数)因此，用新方法展开有理数幂次的二项式不存在困难[4]。 

如果我们添加 Ip表示 p 进制的单位 P，Q 为 p 进制的多项式。那么，当 p q 时，二项式公式就写成

高斯整数的分拆(或分解为素元)形式了[5]。 

分拆数  , ,m n p 等于简单多项式的系数  , ,c m n n p ，因此可以用“相邻”整数分拆函数的比值而不

是分数的比值递推求解多项式的系数，它给出了二项式展开的另一种递推求解方法。也就是，当把 n 推

广为有理数 m/n 时，可以由公式 

     
 

   
 

/

1, , 2 2, , 2

1 1, , 2

2, , 1 2, 2,

1 2, 1,

 
    



 
   







m n m n

m n

c m n m n c m n m n
P PQ P AQ BQ

c m n m n

p m n m n p m n m n
P AQ BQ

p m n m n

 

计算每项的系数。它对于研究David Hilbert提出的第16个问题的极限环和ABC猜想具有重要的意义。 

欧拉证明了存在递推公式 

       1, 1, , 1, , , , ,      N n p N n p N n p N p n p  

它可以表示为 

   
   
, 1, 1, 1,

1
, , , ,

   


 
c m n p c m n p

c m n p c m p n p
 

从公式可以看出，变量 p 的取值对于等式成立与否没有影响。也就是当 p 为有限的整数时，恒等式

中可以只保留 m p 和 ,m n 与 1 的简单组合而去掉第三个非独立变量 p。故简记为 

   
   
, 1 1, 1

1
, ,

   


 
c m n c m n

c m n c m p n
 

这个性质是有理系数多项式独有的性质，可以用来进一步研究高斯整数环中的素元，通常人们称 p
为(与 P 相关的)自由基或多项式的有理数幂 0 项。 

在   m nP PQ 的展开式(通常为级数)中，变量 p 又是不可或缺的，因为展开项的系数随 p 的不同而

改变，甚至可以改变展开式的性质。具体来说，存在一个正实数值 C，使得当 p C 时，展开的级数一

定是收敛的，当 p C 时，展开的级数一定是发散的[6]。它的实例可参见牛顿二项式定理原文[7]中对三

项根式 5 5 4 5 c c x x 展开式的说明。 

对 p C 的研究并非没有意义，恰恰相反，研究这种情形下高斯整数环中素元的性质非常重要。 

4. 应用举例 

继续用代数法研究   m nP PQ 展开式的性质，将变得非常繁琐和不直观。因此本文用一个例题帮助

人们理解公式(1)的性质。 

例题：用两种方法求解  3, 4,3c 、  5,8,2c 和  8,8,3c 。 

解：第一种方法，利用简单多项式求解公式求得： 
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 
4 6 4 3

3,4,3 16
0 3 1 0

       
           
       

c  

 
8 12 8 10 8 8

5,8,2 56
0 5 1 3 2 1

           
                 
           

c  

 
8 15 8 12 8 9

8,8,3 1107
0 8 1 5 2 2

           
                 
           

c  

第二种方法，已知将 7 分成四部分，且每一个部分≤3 的分拆种数如下： 

3 2 1 1 2 3 1 1 1 3 2 1

3 1 2 1 2 1 3 1 1 1 3 2

3 1 1 2 2 1 1 3 1 1 2 3

1 2 2 2 2 1 2 2 1 3 1 2

2 2 1 2 1 2 3 1

2 2 2 1 1 2 1 3

        
        
        
        

     
     

 

枚举法得到  7,4,3 16 。再利用关系式可以求得： 

     3,4,3 7 4,4,3 7,4,3 16   c c  

已知存在关系式 

 
2

8 8
5,8, 2

5 5

   
    
   

c  

利用二项式系数的组合公式可以得到 

 5,8,2 56c  

已知：  21 
n

x x 的展开式里 nx 项的系数(最大系数)计算公式[3]为 

1 2 3

0 0 1 1 2 2 3 3

                 
                      

               


n n n n n n n n
 

或阶乘平方的倒数和形式 

 
 

   
 

     
 2 2 2

1 1 2 3 1 2 3 4 5
1

1! 2! 3!

        
   

n n n n n n n n n n n n
 

由此求出 

 
8 8 8 7 8 6 8 5 8 4

8,8,3 1107
0 0 1 1 2 2 3 3 4 4

                   
                             
                   

c  

由此可以看出，简单多项式系数公式  , ,c m n p 包括了数的分拆、两个项对称和 nx 项的最大系数的

计算过程。更通俗地说，当我们任意选取正整数数组  , ,m n p 作为一个变量时，可以按项数的分拆，每

两项的对称和最大项数的位置归为三类分解法，每类又有两种不同的计算方法，后一种方法是枚举法，

前一种属于递推法。上述描述是用歌德尔数对公式(1)的刻画，属于元数学(包括了对有理数)研究的范畴。 

本文公式(1)的一个简单应用是，不计算圆周率而直接求解圆周率的某一位数上的数字。这些内容都属

于高深的数论内容，不在这里赘述。 
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