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Abstract 

From another angle different from tensor space, we construct a horizontal, vertical and lateral di-
rection with n elements, on each slice along the horizontal, vertical and lateral directions have n2 
elements respectively, cube matrix functions similar to determinant with n3 elements. It is called a 
cubic determinant and its order is n. For convenience of distinguishing, determinants with only 
two subscripts are called narrow determinant. [1] Generalize all properties of narrow determi-
nant to cubic determinant and higher dimensional hypercube determinant. In the end, the trans-
formation relation between the cubic determinant and the hypercube determinant corresponding 
to the narrow determinant is given, and make a more deeper expression of the determinant on the 
general domain. 
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摘  要 

从与张量不同的另外角度构造出水平、竖直、侧面三个方向各有n个元素，且沿水平、竖直、侧面三个

方向的切片上各有n2个元素，共n3个元素的立方体数阵函数，称为立方行列式，其阶数为n。为方便区

分，对只有两个下标的行列式称为狭义行列式[1]。把狭义行列式的全部性质推广至立方行列式以及更高

1 
HANS PrePrints | https://doi.org/10.12677/hans.preprints.51003. | CC-BY 4.0 Open Access | rec: 16 March 2020, publ: 19 March 2020 

 



HANS Preprints                                             NOT PEER-REVIEWED 
汉斯预印本                                                                          未经同行评审 
 

维的超立方行列式。最终给出立方行列式与超立方行列式对应狭义行列式的转化关系和各种变换，并对

一般域上的行列式作更深层次的表述。 
 
关键词 

行列式，符号向量，余子式，切片，拉普拉斯定理 

 
 

1. 引言 

特别说明：本文规定维数相同的任意两向量 ( )1 2, , , nx x xL 与 ( )1 2, , , ny y yL 相乘全部使用 Hadamard 积

[2]运算。即 ( )( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , ,n n n nx x x y y y x y x y x y=L L L 。Hadamard 积满足乘法交换律、结合律、分

配律。 
定义 1.1 对阶数为的 n 立方行列式 A 记作 ( )decn A 或简写成【A】。在 ( )decn A 中，把经过元素 111a 、

211a 、L 、 11na 的直线称为 I 轴；把经过元素 111a 、 121a 、L 、 1 1na 的直线称为 J 轴；把经过元素 111a 、 112a 、

L 、 11na 的直线称为 K 轴。K 轴称为【A】的主轴或主方向，I 轴和 J 轴称为【A】的副轴或副方向。规

定 I 轴、J 轴、K 轴两两垂直。 
定义 1.2 对 ( )decn A 垂直于 I 轴的第 i 个切片矩阵记作 ::iA ，垂直于 J 轴的第 j 个切片矩阵记作，垂直

于 K 轴的第个 k 切片矩阵记作 ::kA 。 ::iA 、 : :jA 、 ::kA 这三个切片交点处的元素记作 ijka ，1 , ,i j k n≤ ≤ 。 
定义 1.3 在 ( )decn A 中，把经过元素 111a 、 222a 、L 、 nnna 的直线称为【A】的主对角线。 

2. 立方行列式的拉普拉斯展开 

当 2n ≥ 时，对于任意 n 级排列 1 2, , , ni i iL 、 1 2, , , nj j jL 、 1 2, , , nk k kL ，三个全排列各自对应的逆序数

分别为 ( )1 2, , , nN i i iL 、 ( )1 2, , , nN j j jL 、 ( )1 2, , , nN k k kL 。 
假设

1 1 2 21, , 2, , , ,n nj k j k n j ka a a′ ′ ′L 是由
1 1 2 2, ,1 , ,2 , ,n ni j i j i j na a aL 运用乘法交换律经 s 次因子换位得到。即排列

1 2, , , ni i iL 经 s 次对换变成排列1,2, ,nL ，排列 1 2, , , nj j jL 经 s 次对换变成排列 1 2, , , nj j j′ ′ ′L ，排列1,2, ,nL 经

s 次对换变成排列 1 2, , , nk k kL 。显然： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,1 1 1n nN i i i N k k k s− = − = −L L
； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , 1,2, , , , , 1,2, ,

, , , , , ,

1 1 1

1

n n n

n n

N j j j N j j j N n N j j j s N n s

N j j j N k k k

+ + + +

′ ′ ′ +

− = − = −

= −

L L L L L

L L
。 

同理，令 1 1 2 2 1 1 2 2, ,1 , ,2 , , ,1, ,2, , ,n n n ni j i j i j n i k i k i n ka a a a a a′ ′ ′=L L ，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,1 1n n nN i i i N i i i N k k k′ ′ ′ +− = −L L L
； 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,1 1n nN j j j N k k k− = −L L
。 

再令
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2, ,1 , ,2 , , , , , , , ,n n n n ni j i j i j n i j k i j k i j ka a a a a a′ ′ ′ ′ ′ ′=L L ，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,1 1n n nN i i i N i i i N k k k′ ′ ′ +− = −L L L
； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,1 1n n nN j j j N j j j N k k k′ ′ ′ +− = −L L L
。 
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综上所述，可得到以下三式： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

, , , , , , , , ,
1, , 2, , , ,

1 , 1

1 , 1

n n

n n

n n n

n n

N i i i N j j j
i j i j i j n

N k k k N j j j N k k k
j k j k n j k

a a a

a a a ′ ′ ′ +
′ ′ ′

− −

= − −

L L

L L L

L

L
；             (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

, , , , , , , , ,
,1, ,2, , ,

1 , 1

1 , 1

n n

n n

n n n

n n

N i i i N j j j
i j i j i j n

N i i i N k k k N k k k
i k i k i n k

a a a

a a a ′ ′ ′ +
′ ′ ′

− −

= − −

L L

L L L

L

L
；              (2.2) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

, , , , , , , , , , , ,
, , , , , ,

1 , 1

1 , 1

n n

n n

n n n n

n n n

N i i i N j j j
i j i j i j n

N i i i N k k k N j j j N k k k
i j k i j k i j k

a a a

a a a ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
′ ′ ′ ′ ′ ′

− −

= − −

L L

L L L L

L

L
。        (2.3) 

用
1 2, , , ni i i
∑

L
表示对 1 2, , , ni i iL 历遍1,2, ,nL 的所有全排列求和，对(2.1)左边作求和

1 2, , , nj j j
∑

L
，对(2.1)右边

作求和
1 2, , , nj j j′ ′ ′
∑

L
，则： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1 2 2
1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2
1 2

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

, , ,

, , , , , , , , ,
1, , 2, , , ,

, , ,

1 , 1

1 , 1

n n

n n
n

n n n

n n
n

N i i i N j j j
i j i j i j n

j j j

N k k k N j j j N k k k
j k j k n j k

j j j

a a a

a a a ′ ′ ′ +
′ ′ ′

′ ′ ′

− −

= − −

∑

∑

L L

L

L L L

L

L

L
。         (2.4) 

定义 2.1 用
1 2

1 2
  , , ,

, , ,
n
n

i i i
j j j

  
 

∑
L
L

表示
1 2, , , ni i i
∑

L
与

1 2, , , nj j j
∑

L
的双重求和；用

( )1
1

n

i
j
=
=

∑ 表示
1

n

i=
∑ 与

1

n

j=
∑ 的双重求和。[3] 

根据上面定义，对(2.4)左边作求和
1 2, , , ni i i
∑

L
，对(2.4)右边作求和

1 2, , , nk k k
∑

L
，再把(2.4)右边的 1 2, , , nj j j′ ′ ′L

分别改为 1 2, , , nj j jL ，则： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1 2 2
1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2
1 2
1 2

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

  , , ,
, , ,

( , , , ) , , , , , ,
1, , 2, , , ,

, , ,
, , ,

1 , 1

1 , 1

n n

n n
n
n

n n n

n n
n
n

N i i i N j j j
i j i j i j n

i i i
j j j

N k k k N j j j N k k k
j k j k n j k

j j j
k k k

a a a

a a a

  
 

+

  
 

− −

= − −

∑

∑

L L

L
L

L L L

L
L

L

L
。 

对(2.2)和(2.3)使用同样方法，可得出下面定理中的各恒等式，并通过下面定理对立方行列式的展开

公式作出定义： 
定理 2.1 立方行列式 ( )decn A 的展开公式： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2

1 1 2 2
1 2

1 2

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

  , , ,
, , ,

1 , 1n n

n n
n
n

N i i i N j j j
i j i j i j n

i i i
j j j

A a a a
  
 

= − −∑ L L

L
L

L【 】 ；             (2.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2

1 1 2 2
1 2
1 2

, , , , , , , , ,
1, , 2, , , ,

, , ,
, , ,

1 , 1n n n

n n
n
n

N k k k N j j j N k k k
j k j k n j k

j j j
k k k

A a a a +

  
 

= − −∑ L L L

L
L

L【 】 ；       (2.6) 

3 
HANS PrePrints | https://doi.org/10.12677/hans.preprints.51003. | CC-BY 4.0 Open Access | rec: 16 March 2020, publ: 19 March 2020 

 



HANS Preprints                                             NOT PEER-REVIEWED 
汉斯预印本                                                                          未经同行评审 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2

1 1 2 2
1 2
1 2

, , , , , , , , ,
,1, ,2, , ,

 , , ,
, , ,

1 , 1n n n

n n
n
n

N i i i N k k k N k k k
i k i k i n k

i i i
k k k

A a a a +

  
 

= − −∑ L L L

L
L

L【 】 。        (2.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2
1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2
1 2

1 2

, , , , , , , , , , , ,
, , , , , ,

  , , ,
, , ,

, , , , , ,
, , , , , ,

  , , ,
, , ,

1 , 1

1 , 1

n n n n

n n n
n
n

n n

n n n
n
n

N i i i N k k k N j j j N k k k
i j k i j k i j k

i i i
j j j

N i i i N k k k N j
i j k i j k i j k

i i i
k k k

A a a a

a a a

+ +

  
 

+

  
 

= − −

= − −

∑

∑

L L L L

L
L

L L

L
L

L

L

【 】

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2
1 2
1 2

, , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,
, , , , , ,

, , ,
, , ,

1 , 1

n n

n n n n

n n n
n
n

j j N k k k

N i i i N k k k N j j j N k k k
i j k i j k i j k

j j j
k k k

a a a

+

+ +

  
 

= … − −∑

L L

L L L L

L
L

。   (2.8) 

显然，n 阶立方行列式展开后的值为一个二维向量。 
对二阶立方行列式垂直于 K 轴切片排列的各元素作如下记法： 

( ) 111 121 112 122
2 ::1 ::2

211 221 212 222

dec , ,
a a a a

A A A A
a a a a

  = = =  
  

【 】【 】 。 

即切片 111 211
::1

121 221

a a
A

a a
 

=  
 

，切片 112 212
::2

122 222

a a
A

a a
 

=  
 

。

 
根据定理 2.1 得： 

( )111 222 121 212 211 122 221 112 111 222 211 122 121 212 221 112,A a a a a a a a a a a a a a a a a= + − − + − −【 】 。 

对于 n 阶立方行列式，根据逆序数的性质，有：[4] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1, , , , , , , ,1 1 1n k k n kN i i i N i i i i i k− + +− = − −L L L
； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1, , , , , , , ,1 1 1n k k n kN j j j N j j j j j k− + +− = − −L L L
。 

因此， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,1 , 1 1 1 , 1 1n n k k n k k k n kN i i i N j j j N i i i i i k N j j j j j k− + − ++ +− − = − − − −L L L L L L
。 

再根据引言的 Hadamard 积定义把上式右边的 ( )1 ki k+− 和 ( )1 kj k+− 提取出来得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,1 , 1 1 , 1 1 , 1n n k k n k k n k kN i i i N j j j N i i i i N j j j j i k j k− + − + + +− − = − − − −L L L L L L
。  (2.9) 

定义 2.2 对 ( )decn A 的某元素 ijka ，把 ijka 所在的 ::iA 、 : :jA 、 ::kA 三个切片上的所有元素删去，组成新

的 1n − 阶立方行列式称为 ijka 对应的立方余子式，记作 ijkA 。 

根据定义 2.2，
  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1

1 1 -1 -1 1 1
1 -1 1
1 -1 1

, , , , , , , , , ,
, , , ,1 , , 1 , , 1 , ,

, , , , ,
, , , , ,

1 , 1k k n k k n

k k k k k k n n
k k n

k k n

N i i i i N j j j j
i j k i j i j k i j k i j n

i i i i
j j j j

A a a a a − + − +

+ +
+
+

− +
  
 

= − −∑ L L L L

L L
L L

L L 。 
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根据(2.9)， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2
1 1 2 2

1 2
1 2

1 2 1 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1

, , , , , ,
, ,1 , ,2 , ,

  , , ,
, , ,

, , , , , ,
, , , ,1 , , 1 , , 1 , ,

  , , , , ,
, , , , ,

1 , 1

1 , 1

n n
n n

n
n

n
k k k k k k n n

k k n
k k n

N i i i N j j j
i j i j i j n

i i i
j j j

N i i i N j j
i j k i j i j k i j k i j n

i i i i
j j j j

A a a a

a a a a a
− − + +

− +
− +

− +

= − −

= − −

∑

∑

L L

L
L

L L

L L
L L

L

L L

【 】

( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
1 1 1 1 1 1

1 1 -1 -1 1 1
1 1 1

1 1 1

1
1

, , , , , , , , , ,
, , , ,1 , , 1 , , 1 , ,

1   , , , , ,
1 , , , , ,

,

1 , 1

n

k
k

k k n k k k n k
k k k k k k n n

k k k n
k k k n

k k

n
j

i
j

n
N i i i i i k N j j j j j k

i j k i j i j k i j k i j n
i i i i i
j j j j j

i j

a a a a a

a

− + − +

+ +
− +
− +

=
=

+ + + +
− +

=
=

 
 
 
  
 
 = − − 
  

=

∑

∑ ∑ L L L L

L L
L L

L L

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 1 1

1 1 1
1 1 1

,
1
1

, , , , , , , , , ,
, ,1 , , 1 , , 1 , ,

  , , , , ,
, , , , ,

, , , ,
1
1

1 , 1

1 , 1

1 , 1

k k

k
k

k k n k k n
k k k k n n

k k n
k k n

k k
k k k k

k
k

n
i k j k

k
i
j

N i i i i N j j j j
i j i j k i j k i j n

i i i i
j j j j

n
i k j k

i j k i j k
i
j

a a a a

a A a

− + − +

+ +
− +
− +

+ +

=
=

− +

+ +

=
=

− −

× − −

= − − =

∑

∑

∑

L L L L

L L
L L

L L

( )
( ) ( )( )

1
1

1 , 1
n

i k j k
ijk ijk

i
j

A + +

=
=

− −∑

。(2.10) 

同理可得， 

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

1 1
1 1

1 , 1 1 , 1
n ni k j k i k j k

ijk ijk ijk ijk
i j
k k

A a A a A+ + + +

= =
= =

= − − = − −∑ ∑【 】 。            (2.11) 

定 义 2.3 当 1x = ± 且 1y = ± 时 ， 把 向 量 ( ),x y 称 作 符 号 向 量 。 在 ( )decn A 中 ， 把

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,1 , 1n n n nN i i i N k k k N j j j N k k k+ +− −L L L L
称 为

1 1 1 2 2 2, , , , , ,n n ni j k i j k i j ka a aL 对 应 的 符 号 向 量 ； 把

( ) ( )( )1 , 1i k j k
ijkε + += − − 称为 ijkA 对应的符号向量。符号向量 ijkε 与 ijka 的立方余子式 ijkA 的 Hadamard 积 ijkM

称为 ijka 的向量余子式。即 ijk ijk ijkM Aε= 。 
显然， ijka 的向量余子式和立方余子式的值均与 ijka 的值无关，只与 ijka 的位置有关。由定义 2.1-2.3

和(2.10)、(2.11)可得以下定理： 
定理 2.2 立方行列式 ( )decn A 的值等于它垂直于 I 轴、J 轴、K 轴的任一切片上的各元素与其对应的

向量余子式的乘积之和。即 

按切片 ::iA 展开：

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
1 1

1 , 1
n n i k j k

ijk ijk ijk ijk
j j
k k

A a M a A + +

= =
= =

= = − −∑ ∑【 】 ； 

按切片 : :jA 展开：

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
1 1

1 , 1
n n i k j k

ijk ijk ijk ijk
i i
k k

A a M a A + +

= =
= =

= = − −∑ ∑【 】 ； 

按切片 ::kA 展开：

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
1 1

1 , 1
n n i k j k

ijk ijk ijk ijk
i i
j j

A a M a A + +

= =
= =

= = − −∑ ∑【 】 。 

对三阶立方行列式垂直于 K 轴切片排列的各元素作如下记法： 

( )3 ::1 ::2 ::3

111 121 131 112 122 132 113 123 133

211 221 231 212 222 232 213 223 233

311 321 331 312 322 332 313 323 333

dec , ,

, ,

A A A A A

a a a a a a a a a
a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

= =

 
 =  
 
 

【 】【 】

。 
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在其切片
111 121 131

::1 211 221 231

311 321 331

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
 
 

中，各元素所对应的立方余子式分别为： 

222 232 223 233
111

322 332 323 333

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 212 232 213 233
121

312 332 313 333

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 

212 222 213 223
131

312 322 313 323

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 122 132 123 133
211

322 332 323 333

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 

112 132 113 133
221

312 332 313 333

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 112 122 113 123
231

312 322 313 323

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 

122 132 123 133
311

222 232 223 233

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 112 132 113 133
321

212 232 213 233

,
a a a a

A
a a a a

 
=  
 

； 

113 123112 122
331

213 223212 222

,
a aa a

A
a aa a

 
=  
 

。 

当 1k = 时，设 1 1 1ij ij ij ijK a Aε= ，则： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 111 111 111 111 111

111 222 333 111 232 323 111 322 233 111 332 223

1,1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= =

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

12 121 121 121 121 121

121 232 313 121 212 333 121 332 213 121 312 233

1, 1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= − = −

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

13 131 131 131 131 131

131 212 323 131 222 313 131 312 223 131 322 213

1,1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= =

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

21 211 211 211 211 211

211 322 133 211 332 123 211 122 333 211 132 323

1,1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= − = −

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 221 221 221 221 221

221 332 113 221 312 133 221 132 313 221 112 333

1, 1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= − − = − −

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

23 231 231 231 231 231

231 312 123 231 322 113 231 112 323 231 122 313

1,1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= − = −

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

31 311 311 311 311 311

311 122 233 311 132 223 311 222 133 311 232 123

1,1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= =

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

32 321 321 321 321 321

321 132 213 321 112 233 321 232 113 321 212 133

1, 1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= − = −

= + − + − + − −
； 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

33 331 331 331 331 331

331 112 223 331 122 213 331 212 123 331 222 113

1,1 ,

1,1 1, 1 1,1 1, 1

K a A a a A

a a a a a a a a a a a a

= =

= + − + − + − −
。 

根据前面定理，把 ( )3dec A 按切片 ::1A 展开得： 

( )3 11 12 13 21 22 23 31 32 33dec A K K K K K K K K K= + + + + + + + + 。 

可以验证， ( )3dec A 无论从 ::1A 、 ::2A 、 ::3A 、 :1:A 、 :2:A 、 :3:A 、 1::A 、 2::A 、 3::A 中按任何一个切片展开
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时，值都一样。 
定义 2.4 对 ( )decn A 垂直于 I 轴、J 轴、K 轴分别选取任意 p 个平行切片后产生的 3p 个交点处的所有

元素组成的 p 阶立方行列式称为【A】的 p 阶立方子式，2 1p n≤ ≤ − 。当【A】去掉这个 p 阶立方子式所

在的所有切片后得到的 n p− 阶立方行列式称为这个 p 阶立方子式对应的 p 阶立方余子式。 

因此，【A】中的 p 阶立方子式与其对应的 p 阶立方余子式各有 ( )3p
nC 个。 

例如，在 

( )

111 121 131 141 112 122 132 142 113 123 133 143

211 221 231 241 212 222 232 242 213 223 233 243
4

311 321 331 341 312 322 332 342 313 323 333 343

411 421 431 441 412 422 432 442 413 423 433 443

dec , ,

a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

A
a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

=

114 124 134 144

214 224 234 244

314 324 334 344

414 424 434 444

,

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

 
 
 
 
 
  

 

中，2 阶立方子式 111 131 113 133

311 331 313 333

,
a a a a
a a a a

 
 
 

对应的 2 阶立方余子式为 222 242 224 244

422 442 424 444

,
a a a a
a a a a

 
 
 

。 

定义 2.5 在 ( )decn A 中，当某个 p 阶立方子式 qA 在【A】中所在的各切片为
1::iA 、

2 ::iA 、L 、 ::pi
A 、

1: :jA 、
2: :jA 、L 、 : :pj

A 、
1::kA 、

2::kA 、L 、 :: pkA 时， ( )3
1 p

nq C≤ ≤ ， qA 对应的 p 阶立方余子式 qP 与

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 21 , 1p p p pi i i k k k j j j k k k
qε

+ + + + + + + + + + + + + += − −L L L L
的 Hadamard 积 qM 称为 qP 的 p 阶向量余子式，即

q q qM Pε= 。 qε 称为 qP 对应的符号向量。 
定理 2.3 在 ( )decn A 中，对垂直于 I 轴、J 轴、K 轴的任一方向选取任意 p 个平行切片， 1p n≤ − 。

这 p 个切片中的所有 p 阶立方子式为 1 2, , , rA A AL 与其对应的 p 阶立方余子式为 1 2, , , rP P PL ，每个 p 阶立

方余子式对应的符号向量为 1 2, , , rε ε εL ， ( )2p
nr C= 。 qM 为 qP 的 p 阶向量余子式，则 

1 1

r r

q q q q q
q q

A A P M Aε
= =

= =∑ ∑【 】 。 

即【A】的值为任意 p 个平行切片中的所有 p 阶立方子式与其对应的 p 阶向量余子式的 Hadamard 积

之和。 
证明：在 qA 中任取一项：

1 1 1 2 2 2, , , , , ,p p pi j k i j k i j ka a aL ，根据定义 2.3，该项在 qA 内对应的符号向量为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,1 , 1p p p pN i i i N k k k N j j j N k k k+ +− −L L L L
。 

同理，在 qP 中的任意一项：
1 1 1, , , ,p p p n n ni j k i j ka a
+ + +

L ，该项在 qP 内所对应的符号向量为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , , ,1 , 1p n p n p n p nN i i N k k N j j N k k+ + + ++ +− −L L L L
。 

这两项的乘积为 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,p p p p p p n n ni j k i j k i j k i j ka a a a
+ + +

L L ，设这两项各自对应的符号向量的 Hadamard 积为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,1 , 1p p p n p n p p p n p nN i i i N k k k N i i N k k N j j j N k k k N j j N k k
qξ

+ + + ++ + + + + += − −L L L L L L L L
。 

由于 1 2, , , ni i iL 、 1 2, , , nj j jL 、 1 2, , , nk k kL 均为 n 级排列，有：[5] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,1 1n n p p p n p n p pN i i i N k k k N i i i N k k k N i i N k k i i k k+ ++ + + + + + + + + +− = −L L L L L L L L
； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,1 1n n p p p n p n p pN j j j N k k k N j j j N k k k N j j N k k j j k k+ ++ + + + + + + + + +− = −L L L L L L L L
。 

因此 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,1 , 1n n n nN i i i N k k k N j j j N k k k
q qε ξ + += − −L L L L

。 
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即 q q qA Pε 中的各项都是【A】中的一项且其对应的符号向量相同，又 s sM A 与 t tM A 在 s t≠ 时无公共

项，且 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22

1
! ! !

r
p

q q q n
q

A P C p n p n Aε
=

= − = =∑ 的项数 【 】的项数。 

综上，定理得证。 
定理 2.2 是定理 2.3 在 1p = 时的特殊情形。定理 2.2 和定理 2.3 说明拉普拉斯定理推广至立方行列式

依然成立，可使用上面定理证明： 

定理 2.4  

( ) ::1 :: :: 1 ::

1,1,1 1, ,1 1,1, 1, ,

,1,1 , ,1 ,1, , ,

1,1, 1 1, , 1 1,1,1 1, ,1

,1, 1

dec , , , , ,

0 0 0 0

0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

 

m n m m m n

m m m m

m m m m m m m m

m m m n

m m

E E E E E

a a a a

a a a a

a a c c

a

+ + +

+ +

+

=




= 





L L

L L L L
M M M M M M M M

L L L L
L

L L L L
M M M M M M M M

L L L L

L L
M M M M

【 】

1,1, 1, , 1,1, 1, ,

, , 1 ,1,1 , ,1 ,1, , , ,1, , ,

1,1,1 1, ,1 1,1,1 1, ,1 1,1, 1, , 1,1, 1, ,

,1,1 , ,1 ,1,1 , ,1 ,1, , , ,1, ,

 

, ,

m n m m n n n n

m m m m m n m m n m m m n m n m n n

m n n m n n n n

n n m n n n n n n m n n n n n

a a c c

a c c a a c c
d d b b d d b b

d d b b d d b b

+ +

+ + +

L L
M M M M

L L L L
L

L L L L
M M M M M M M M

L L L L

( ) ( )
,

dec dec
n

m nA B











=

。 

其中， ( )
1,1,1 1, ,1 1,1, 1, ,

,1,1 , ,1 ,1, , ,

dec , ,
m m m m

m

m m m m m m m m

a a a a
A

a a a a

 
 =  
 
 

L L
M M L M M

L L
； 

( )
1,1,1 1, ,1 1,1, 1, ,

,1,1 , ,1 ,1, , ,

dec , ,
n n n n

n

n n n n n n n n

b b b b
B

b a b a

 
 =  
 
 

L L
M M L M M

L L
。 

证明：由于 ( )decm n E+ 等于切片 ::1 ::2 ::, , , mE E EL 上的所有 m 阶立方子式与其所对应的 m 阶向量余子式

的 Hadamard 积之和。在这些 m 阶立方子式里面，除了 ( )decm A ，其余的每一个 m 阶立方子式都至少含

有一个所有元素均为零的切片，显然这些 m 阶立方子式的向量值为 ( )0,0 。因此， ( )decm n E+ 的向量值等

于 ( )decm A 与 其 所 对 应 的 m 阶 向 量 余 子 式 ( )decB n Bε 的 Hadamard 积 。 因 为

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 21 , 1 1,1m m m m
Bε

+ + + + + + + + + + + + + += − − =L L L L
。故命题得证。 

3. 旋转变换与翻转变换 

本节可与狭义行列式的转置进行类比。 
对下面 3 个二阶立方行列式【A】、【B】、【C】作从里往外切片排列并展开： 

( )::1 ::2, , ,
a b e f

A A A ah bg cf de ah cf bg de
c d g h

 
= = = + − − + − − 

 
【 】【 】 ； 
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( )::1 ::2, , ,
a c b d

B B B ah cf bg de ah de bg cf
e g f h

 
= = = + − − + − − 

 
【 】【 】 ； 

( )::1 ::2, , ,
a e c g

C C C ah de bg cf ah bg cf de
b f d h

 
= = = + − − + − − 

 
【 】【 】 。 

令 u ah bg cf de= + − − ， v ah cf bg de= + − − ， w ah de bg cf= + − − ，则有： 

( ),A u v=【 】 ； ( ),B v w=【 】 ； ( ),C w u=【 】 。 

显然：【B】的各元素 ijk jkib a= ，【C】的各元素 ijk kijc a= ，1 , , 2i j k≤ ≤ 。 
定义 3.1 对于 ( )decn A 、 ( )decn B 、 ( )decn C 中的各元素 ijka 、 ijkb 、 ijkc ，若有 ijk jkib a= 与 ijk kijc a= ，

1 , ,i j k n≤ ≤ 。则称：【B】是【A】的前旋立方行列式，记作 ΩB A+=【 】【 】；【C】是【A】的后旋立方行

列式，记作 ΩC A−=【 】【 】。【B】和【C】是【A】以主对角线为轴的旋转变换。 
对于 ΩB A+=【 】【 】， ΩC A−=【 】【 】，设 ijkB 与 ijkC 分别为 ijkb 与 ijkc 的立方余子式。根据定理 2.2，分别

对其切片 ::iA 、 ::kB 、 ::jC 展开得： 

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
1 1

1 , 1
n n i k j k

ijk ijk ijk ijk ijk
j j
k k

A a A a Aε + +

= =
= =

= = − −∑ ∑【 】 ； 

( ) ( )
( ) ( )( )Ω

1 1
1 1

1 , 1
n n k j i j

kij kij kij ijk ijk
i j
j k

B A b B a Aε + ++

= =
= =

= = = − −∑ ∑【 】【 】 ； 

( ) ( )
( ) ( )( )Ω

1 1
1 1

1 , 1
n n j i k i

jki jki jki ijk ijk
k j
i k

C A c C a Aε + +−

= =
= =

= = = − −∑ ∑【 】【 】 。 

因此有下面定理： 
定理 3.1 若 Ω ΩA B C− += =【 】【 】【 】，则存在 u、v、w 使下面各式成立： 

( ),A u v=【 】 ； ( ),B v w=【 】 ； ( ),C w u=【 】 。 

定义 3.2 对于 ( )decn A 、 ( )decn B 、 ( )decn C 、 ( )decn D 的各元素 ijka 、 ijkb 、 ijkc 、 ijkd ，分别有 ijk jikb a= 、

ijk ikjc a= 、 ijk kjid a= ，1 , ,i j k n≤ ≤ 。则称：【B】是【A】关于 I 轴和 J 轴的翻转变换，记作 I JB A ↔=【 】【 】；

【C】是【A】关于 J 轴和 K 轴的翻转变换，记作 J KC A ↔=【 】【 】；【D】是【A】关于 I 轴和 K 轴的翻转

变换，记作 I KD A ↔=【 】【 】。 
根据定理 2.2 并类比定理 3.1，可以得出： 
定理 3.2 若 I J J K I KA B C D↔ ↔ ↔= = =【 】【 】【 】【 】，则存在 u、v、w 使： 

( ),A u v=【 】 ； ( ),B v u=【 】 ； ( ),C w v=【 】 ； ( ),D u w=【 】 。 

4. 立方行列式的切片性质 

由定理 2.2，可得出下面两定理，因证明过程极简单，此处省略证明，可参考文献 [6]。 
定理 4.1 立方行列式【A】中某个切片的各元素均乘以同一常数 x，得出的新立方行列式的值为【A】

的 x 倍。 
定理 4.2 对 ( )decn A 、 ( )decn B 、 ( )decn C 分别垂直于同一方向相同位置的某一切片矩阵 iA 、 iB 、 iC ，

若 i i iA B C= + ，1 i n≤ ≤ ，且垂直于该方向的其他平行切片对应相等，则 A B C= +【 】【 】【 】。 

定理 4.3 对 ( ),A u v=【 】 ，交换【A】垂直于 K 轴的任意两个平行切片得到【B】，则 B A= −【 】 【 】；交
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换【A】垂直于 J 轴的任意两个平行切片得到【C】，则 ( ),C u v= −【 】 ；交换【A】垂直于 I 轴的任意两个

平行切片得到【D】，则 ( ),D u v= −【 】 。 
证明：假设 ( )decn A 通过交换 :: pA 和 ::qA 得到新的立方行列式 ( )decn B ，1 p q n≤ < ≤ 。 
当 k p≠ 且 k q≠ 则： ijk ijka b= ， ijp ijqa b= ， ijq ijpa b= 。 
根据(2.5)有 ： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 1
1

1

1 1
1

1

, , , , , , , , , , , ,
, ,1 , , , , , ,

  , , , , , ,
, , , , , ,

, ,1 , , , , , ,
  , , , , , ,

, , , , , ,

1 , 1p q n p q n

p p q q n n
p q n
p q n

q q p p n n
q p n
q p n

N i i i i N j j j j
i j i j p i j q i j n

i i i i
j j j j

i j i j p i j q i j n
i i i i

j j j j

B b b b b

a a a a

 
 
 

 

 

= − −

=

∑ L L L L L L

L L L
L L L

L L L
L L L

L L L

L L L

【 】

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, , , , , , , , , , , ,1 , 1p q n p q nN i i i i N j j j j



− −∑ L L L L L L
。 

根据定义 2.3，
1 1, ,1 , , , , , ,q q p p n ni j i j p i j q i j na a a aL L L 在【A】中所对应的符号向量为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, , , , , , , , , , , ,1 , 1q p n q p nN i i i i N j j j j− −L L L L L L
。 

由于一个全排列调换任意两个元素的顺序后排列的奇偶性改变，因此：[7] 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,1 , 1 1 , 1p q n p q n q p n q p nN i i i i N j j j j N i i i i N j j j j− − = − − −L L L L L L L L L L L L
。 

所以 B A= −【 】 【 】。 
同理，根据(2.6)和(2.7)可分别证得： ( ),C u v= −【 】 ， ( ),D u v= −【 】 。 
根据上面定理很容易得出下面定理： 
定理 4.4 对 ( ),A u v=【 】 ，若【A】有两个垂直于 K 轴的切片相同或对应元素成比例，则 ( )0,0A =【 】 ；

若【A】有两个垂直于 I 轴的切片相同或对应元素成比例，则 0u = ；若【A】有两个垂直于 J 轴的切片相

同或对应元素成比例，则 0v = 。 
定理 4.4 还存在其他特殊情形，详见下节定理 5.4、5.6。 
利用定理 4.4，对于 ( )decn A ，分别令 :: ::p kA A= 、 :: ::p iA A= 、 : : : :p jA A= 可得： 

定理 4.5 ( )decn A 中，若1 p k n≤ ≠ ≤ ，则 ( )
( )1

1

0,0
n

ijp ijk
i
j

a M
=
=

=∑ ；若1 p i n≤ ≠ ≤ ， ( )
( )

1 1
1
1

,
n

pjk ijk
j
k

a M u v
=
=

=∑ ，

则 1 0u = ；若1 p j n≤ ≠ ≤ ， ( )
( )

2 2
1
1

,
n

ipk ijk
i
k

a M u v
=
=

=∑ ，则 2 0v = 。 

再由定理 4.1、4.2、4.4 可得： 
定理 4.6 对【A】垂直于 K 轴的任一切片矩阵加上另一平行切片矩阵的 x 倍得到【B】，则 A B=【 】【 】。

当 ( )1 1,A u v=【 】 ，对【A】垂直于 I 轴的任一切片矩阵加上另一平行切片矩阵的 x 倍得到 ( )2 2,C u v=【 】 ，

则 1 2u u= ；对【A】垂直于 J 轴的任一切片矩阵加上另一平行切片矩阵的 x 倍得到 ( )3 3,D u v=【 】 ，则 1 3v v= 。 
根据定理 4.6 可以得出定理 4.4 更强的形式： 
定理 4.7 在 ( ) ( )dec ,n A u v= 中，1 p n≤ ≤ ： 
若存在 :: pA 与其他的平行切片线性相关，则 ( )0,0A =【 】 ；若存在 ::pA 与其他的平行切片线性相关，则

0u = ；若存在 : :pA 与其他的平行切片线性相关，则 0v = 。 
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对于 ( )3

0 0
dec 0 , , 0

0 0 0 0 0 0 0 0

a b c a b d d
A a b a b c e e

c

 
 =  
 
 

，按 3::A 展开可知 ( ) ( )3dec 0,0A = 。 

若 a、b、c、d、e 均不为零且各不相等，则 ( )3dec A 垂直于 I 轴、J 轴、K 轴任一方向的所有平行切

片均线性无关。因此，定理 4.7 的成立只是充分条件，并非必要条件。故本文不对立方行列式的秩进行

定义。 
定理 4.3 还可以有以下变换： 
定理 4.8 对 ( )decn A 垂直于 I 轴、J 轴、K 轴的所有切片均作倒序排列组成 ( )decn B ，即 ( )decn B 中

各元素 , , 1 , 1 , 1i j k n i n j n kb a + − + − + −= ，1 , ,i j k n≤ ≤ ，则 ( ) ( )dec decn nA B= 。 

5. 立方行列式的纤维性质 

定义 5.1 在 ( )decn A 中，选定 j、 k， 1 2, , ,jk jk njka a aL 组成与 I 轴平行的一个纤维，记作

( ): 1 2, , ,jk jk jk njkA a a a
−Ω

= L ； 选 定 i 、 k ， 1 2, , ,i k i k inka a aL 组 成 与 J 轴 平 行 的 一 个 纤 维 ， 记 作

( ): 1 2, , ,i k i k i k inkA a a a= L ；选定 i、j， 1 2, , ,ij ij ijna a aL 组成与K轴平行的一个纤维，记作 ( ): 1 2, , ,ij ij ij ijnA a a a
+Ω

= L 。

对所有元素均为零的纤维称作零纤维。 
定义 5.2 在 n 阶狭义行列式 ( )det Α 中，若 1 2, , , nA A AL 同为该行列式的每一行(列),对 ( )det Α 及其转置

行列式 ( )Tdet A 均记作 ( ) ( ) ( )T
1 2det det det , , , nΑ Α A A A= = L ， iA 表示该行列式的第 i 行(列)。 

可验证下面两式： 

( )

( )

111 121 112 122
2

211 221 212 222

111 222 121 212 211 122 221 112 111 222 211 122 121 212 221 112

111 112 121 122 111 221 211 121

221 222 211 212 112 222 212 122

111 112

dec ,

,

,

a a a a
A

a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a
a a a a a a a a

a a

 
=  
 

= + − − + − −

 
= + + 
 

= 121 122 111 112 121 122

221 222 211 212 221 222 211 212

,
a a a a a a

a a a a a a a a
 

+ − 
 

；    (5.1) 

( )
111 211 311 112 212 312 113 213 313

3 121 221 321 122 222 322 123 223 323

131 231 331 132 232 332 133 233 333

111 112 113 111 112 113

221 222 223 231 232 233

331 332 333 321 32

dec , ,
a a a a a a a a a

A a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a

 
 =  
 
 

= +



121 122 123 121 122 123

211 212 213 231 232 233

2 323 331 332 333 311 312 313

131 132 133 131 132 133 111 221 331 111 321

211 212 213 221 222 223 112 222 332

321 322 323 311 312 313 113 223 333

,

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

+ +

+ + +
231

112 322 232

113 323 233

211 121 331 211 321 131 311 121 231 311 221 131

212 122 332 212 322 132 312 122 232 312 222 132

213 123 333 213 323 133 313 123 233 313 223 133

a a a
a a a

a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a


+ + + + 



。 
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定理 5.1 在 ( ) ( )dec ,n A u v= 中： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

1, : 2, : , : : ,1 : ,2 : ,
, , , , , ,

, , ,
,1: ,2: , :

, , ,

, , ,
:1, :2, : ,

, , ,

det , , , det , , ,

1 det , , ,

1 det , , ,

n n
n n

n

n
n

n

n
n

j j n j j j j n
j j j j j j

N i i i
i i i n

i i i

N k k k
k k n k

k k k

u A A A A A A

A A A

A A A

= =

= −

= −

∑ ∑

∑

∑

L L

L

L

L

L

L L

L

L

；         (5.2) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

,1: ,2: , : :1 :2 :
, , , , , ,

, , ,
1, : 2, : , :

, , ,

, , ,
1: 2: :

, , ,

det , , , det , , ,

1 det , , ,

1 det , , ,

n n
n n

n

n
n

n

n
n

i i i n i i i n
i i i i i i

N j j j
j j n j

j j j

N k k k
k k n k

k k k

v A A A A A A

A A A

A A A

= =

= −

= −

∑ ∑

∑

∑

L L

L

L

L

L

L L

L

L

。           (5.3) 

即对于 ( ) ( )dec ,n A u v= ，u、v 分别等于 !n 个各异的 n 阶狭义行列式之和，而这些狭义行列式的各行

或各列都为 ( )decn A 中的纤维。 
证明：根据(2.5)和(2.6)，可以把 u 写成： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

, , , , , ,
, ,1 , , 1, , , ,

, , , , , , , , , , , ,
1 1n n

n n n n
n n n n

N i i i N k k k
i j i j n j k n j k

j j j i i i j j j k k k
u a a a a= − = −∑ ∑ ∑ ∑L L

L L L L
L L 。 

当 1 2, , , nj j jL 被 选 定 为 任 意 一 种 n 级 排 列 时 ， ( ) ( )1 2

1 1
1 2

, , ,
, ,1 , ,

, , ,
1 n

n n
n

N i i i
i j i j n

i i i
a a… −∑ L

L
与

( ) ( )1 2

1 1
1 2

, , ,
1, , , ,

, , ,
1 n

n n
n

N k k k
j k n j k

k k k
a a −∑ L

L
L 同为某个 n 阶狭义行列式 ( )det B ： 

若 ( )det B 满足 , ,kik i j kb a= 或 , ,kki i j kb a= ，则 ( )det B 的第 k 行或第 k 列 kB 为 ( )decn A 中与 I 轴平行的纤

维 : ,kj kA ； 
若 ( )det B 满足 , ,iik i j kb a= 或 , ,iki i j kb a= ，则 ( )det B 的第 i 行或第 i 列 iB 为 ( )decn A 中与 K 轴平行的纤维

, :ii jA 。 
再根据(2.7)或对每个 ( )1 21, : 2, : , :det , , ,

nj j n jA A AL 与 ( )1 2: ,1 : ,2 : ,det , , ,
nj j j nA A AL 分别作有限多次行交换或列

交换可分别证得(5.2)中各等式。 
由于 1 2, , , nj j jL 的全排列共有 !n 种，所以 u 可以表示为 !n 个这样的狭义行列式之和。同理可证得(5.3)

中各等式，v 也可以表示为 !n 个类似的 n 阶狭义行列式之和，这些狭义行列式的各行或各列都为 ( )decn A
的纤维 , :ji jA 或 :ki kA 。故命题得证。 

利用定理 5.1，可以证明下面定理： 
定理 5.2 在 ( ) ( )dec ,n A u v= 中： 
对同垂直于 J 轴或 K 轴的任意两平行切片，若这两个切片中所有与 I 轴平行的纤维相等或对应元素

成比例，则 0u = ； 
对同垂直于 I 轴或 K 轴的任意两平行切片，若这两个切片中所有与 J 轴平行的纤维相等或对应元素

成比例，则 0v = ； 
对同垂直于 I 轴或 J 轴的任意两平行切片，若这两个切片中所有与 K 轴平行的纤维相等或对应元素
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成比例，则 ( ) ( )dec 0,0n A = 。 
证明：当1 p q n≤ < ≤ ，令 si p= ， ti q= ，若1 s t n≤ < ≤ ，利用定理 5.1，则： 

( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 2

1, : , : , : , : ,1: , : , : , :
, , , , , ,

dec det , , , , , , , det , , , , , ,
p q n s t n

n n

n j p j q j n j i i s i t i n
j j j i i i

A A A A A A A A A
 

=  
 
∑ ∑

L L
L L L L L L 。 

假设在 ( )decn A 中， ::pA 和 ::qA 中任意两个与 K 轴平行的纤维相等或对应元素成比例，对于任意的 n
级排列 1 2, , , ni i iL 与 1 2, , , nj j jL ，则： 

( ) ( )1 11, : , : , : , : ,1: , : , : , :det , , , , , , det , , , , , , 0
p q n s t nj p j q j n j i i s i t i nA A A A A A A A= =L L L L L L 。

 

若1 t s n≤ < ≤ ，同样有 ( )1 ,1: , : , : , :det , , , , , , 0
t s ni i t i s i nA A A A =L L L 。 

因此， ( ) ( )dec 0,0n A = 。 
同理可证，若 ( )decn A 有两个平行切片同垂直于 J 轴，且这两切片中的任意两个与 K 轴平行的纤维

相等或对应元素成比例时， ( ) ( )dec 0,0n A = 。 
再利用定理 5.1 的其余各式可证本定理的其他情形，故定理成立。

 
定理 5.3 在 ( ) ( )dec ,n A u v= 中： 
对同垂直于 I 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 J 轴平行的纤维全部相等时，则

( ) ( )dec 0,0n A = ；对同垂直于 J 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 I 轴平行的纤维全部相等

时，则 ( ) ( )dec 0,0n A = ； 
对同垂直于 J轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与K轴平行的纤维全部相等时，则 0u = ；

对同垂直于 K 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 J 轴平行的纤维全部相等时，则 0u = ； 
对同垂直于 I 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 K 轴平行的纤维全部相等时，则

0v = ；对同垂直于 K 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 I 轴平行的纤维全部相等时，

则 0v = 。 
证明：当 1 p q n≤ < ≤ ，假设在 ( )decn A 中， ::pA 和 ::qA 中所有与 J 轴平行的纤维满足：

( ):1 :2 : 1 2, , ,p p p n nA A A b b b= = = =L L 且 ( ):1 :2 : 1 2, , ,q q q n nA A A c c c= = = =L L 。则这两个切片中所有与 K 轴平

行的纤维： ( ): 1, ,1pj jA b +Ω= L ， ( ): 1, ,1qj jA c +Ω= L ，1 j n≤ ≤ 。 

由定理 5.2 可得， ( ) ( )dec 0,0n A = 。同理可证，若 ( )decn A 同垂直于 J 轴存在两平行切片，当位于同

一切片中所有与 I 轴平行的纤维全部相等时， ( ) ( )dec 0,0n A = 。 
继续利用定理 5.2 的其他情形可证本定理的其他情形，故命题得证。 
由定理 4.4 以及定理 5.2-5.3，可得： 
定理 5.4 对于 ( )decn A 中的任意两平行切片，若这两个切片中所有平行于其中一个相同方向的纤维全

部相等，则 ( ) ( )dec 0,0n A = 。 

定义 5.3 在 ( )decn A 中， 1 2, , , nb b bL 为任意特定数列， 1c 、 2c 为任意常数： 

若 ( )
1 1, : 1 1 2, , ,i j nA c b b b +Ω= L 且 ( )

2 2, : 2 1 2, , ,i j nA c b b b +Ω= L ， 则 称
1 1, :i jA 与

2 2, :i jA 可 比 ， 记 作

1 1 1 1, : , : 1 2: :i j i jA A c c= ，把 1 2:c c 称作
1 1, :i jA 与

2 2, :i jA 的纤维比； 

若 ( )
1 1: , 1 1 2, , ,j k nA c b b b −Ω= L 且 ( )

2 2: , 2 1 2, , ,j k nA c b b b −Ω= L ， 则 称
1 1: ,j kA 与

2 2: ,j kA 可 比 ， 记 作

1 1 2 2: , : , 1 2: :j k j kA A c c= ，把 1 2:c c 称作
1 1: ,j kA 与

2 2: ,j kA 的纤维比； 
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若 ( )
1 1: 1 1 2, , ,i k nA c b b b= L 且 ( )

2 2: 2 1 2, , ,i k nA c b b b= L ，则称
1 1:i kA 与

2 2:i kA 可比，记作
1 1 2 2: : 1 2: :i k i kA A c c= ，

把 1 2:c c 称作
1 1:i kA 与

2 2:i kA 的纤维比。 

两个纤维可比的前提条件是这两纤维的位置相互平行且对应元素成比例。对于两个位置相互平行的

零纤维，规定其纤维比为 0 : 0。 
根据上面定义可将定理 5.3 推广至更强的形式，证明从略： 
定理 5.5 在 ( ) ( )dec ,n A u v= 中，1 p q n≤ < ≤ ： 

若 :1 :2 : :1 :2 :: : : : : :p p p n q q q nA A A A A A=L L 或 : 1 : 2 : : 1 : 2 :: : : : : :p p pn q q qnA A A A A A=L L ，则 ( ) ( )dec 0,0n A = ； 

若 1: 2: : 1: 2: :: : : : : :p p n p q q n qA A A A A A=L L 或 1 : 2 : : 1 : 2 : :: : : : : :p p np q q nqA A A A A A=L L ，则 0u = ； 

若 :1 :2 : :1 :2 :: : : : : :p p np q q nqA A A A A A=L L 或 1: 2: : 1: 2: :: : : : : :p p pn q q qnA A A A A A=L L ，则 0v = 。 

利用定理 5.1 和定理 4.4，还可以得到下面各定理的恒等式，证明从略： 
定理 5.6 在 ( )decn A 中： 
若垂直于 I 轴的各切片其狭义行列式都为 ( )det B ，则 ( ) ( ) ( )dec 0, ! detn A n B= ； 

即 ( )

11 12 1 1 2 11 12 1

21 22 2

11 12 1 1 2 1 2

, , 0, !

n n n nn n

n

n n n nn n n nn

a a a a a a a a a
a a a

n

a a a a a a a a a

 
 
  = 
 
  

L L L
M M M M M M M M L

L
M M M M M M M M M M O M

L L L

； 

若垂直于 J 轴的各切片其狭义行列式都为 ( )det B ，则 ( ) ( ) ( )dec !,0 detn A n B= ； 

即 ( )

11 11 1 1 11 12 1

21 21 2 2 21 22 2

1 1 1 2

, , !,0

n n n

n n n

n n nn nn n n nn

a a a a a a a
a a a a a a a

n

a a a a a a a

 
 
  = 
 
  

L L L L L
L L L L L

L
M L L M M L L M M M O M

L L L L L

。 

定理 5.7  

( )

111 112 11 111 11

221 222 22 211 221 21 22

1 2 11 21 1 1 2

111 121 1 1 11 12 1

221 2 1 22 2

1

0 0 0 0

1,1 , ,
0 0

0 0
, ,

0 0 0 0

n n

n n n

nn nn nnn n n nn n n n n nnn

n n n nn

n n nn

nn

a a a a a
a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a
a a a a

a

 
 
 =  
 
  

=

…

L L L
L O M O M

L
M M O M M M O M M O

L L L

L L
L L

L
M O O M M O O M

L nnna

 
 
 
 
 
  

。 

此外，还可以验证得出下面的各个恒等式： 
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( )

11 1 1 1 11 12 1

1 12 2 21 22 2

1

1 1 1 1 2

11 1 1 1

1 12 2

1

1

1 1 1

, , 1,1

, ,
0 0

0 0

n n n n

n n n

n

n n n nn n n nn

n n n

n n

n

n

a b b a b b a a a
b a b a a a a

b b
b b a b b a a a a

a b b a b b
b a b a

b b

b
b b a

 
 
  = 
 
  

=

L L L
O M O M L

L
M O O M O O M M O M

L L L

L L L L
O O

M O O O M M O O O M
O O O M L O O O M

O O O O O O O O
M O O O O M O O O O

L L

11 1 1 1

1 12 2

1 1

1

1 1 1

11 1 1

1 12

0 0

0 0 0 0

0 0
, ,

0 0

0 0 0 0

0 0

n

n n nn

n n n

n n

n n

n

n n n nn

b
b b a

a b b a b b
b a b a

b b b b

b b
b b a b b a

a b b
b a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

=

L L

L L L L
O O O M O O O M

M O O O O M O O O O
O O O L O O O

O O O O M O O O O M
M O O O O M O O O O

L L L L

L L
O O O M

O O O O

1

2

1

1

1 1 1

0 0

0 0
, ,

n n n

n n

n

n

n n n nn

a b b
b a

b b

b b
b b a b b a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L L
O O O M

O O O O
M O O O L M O O O
M O O O M M O O O M

O O O O
L L L L

。 

上面只是列举了几种简单情形，当 n 越大时， ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

1,1

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

L
L

M M O M
L

还可以演变出更多其他的情形，

通过定理 5.1，下面给出更广泛的情形： 
定理 5.8  

对于 ( )

111 121 1 1 11 12 1

211 221 2 1 21 22 2

11 21 1 1 2

dec , ,

n n n nn

n n n nn
n

n n nn n n n n nnn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

 
 
 =  
 
  

L L
L L

L
M M O M M M O M

L L

，在 i j≠ 时，每一个 :ijA 全部相等或对

应元素成比例，则有： 

( ) ( )

111 112 11

221 222 22

1 2

dec 1,1

n

n
n

nn nn nnn

a a a
a a a

A

a a a

=

L
L

M M O M
L

。 
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上面定理中，若 i j≠ 时所有的 :ijA 上的各元素均为零，则为定理 5.7 的特殊情形。  
类比定理 5.7-5.8 可得下面两定理： 
定理 5.9 当 3n ≥ ： 

( )

121 211 331 1

122 212 332 2

12 21 33

121 211 331 1 211 121 331 1

122 212 332 2 212 122 332 2

12 21 33 21 12 33

1, 1

,

nn

nn

n n n nnn

nn nn

nn nn

n n n nnn n n n nnn

a a a a
a a a a

a a a a

a a a a a a a a
a a a a a a a a

a a a a a a a a

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

=

L
L

M M M M
M M M M

L

L L
L L

M M M M M M M M
M M M M M M M M

L L

121 1 1 12 1

211 231 2 1 21 23 2

331 33

1

121 12

211 21

321 331 32 33

11 21 1 1 2

0 0
0 0

0 0 , , 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

, ,
0 0

n n nn

n n n nn

n

nn nnn

n

n

n n

n n nn n n n n nn

a a a a
a a a a a a

a a

a a

a a
a a

a a a a

a a a a a a

 
 
  
 
 
 
  

=

L L L L
L L

M L M
M O O M M O O M

L L L L

L L
M M

M O M L M O M
M M O M M O

L L L L n

 
 
  
 
 
 
  

。 

定理 5.10 当 3n ≥ ： 

对于 ( )

121 1 1 12 1

211 231 2 1 21 23 2

321 331 32 33

11 21 1 1 2

0 0
0 0

dec , ,

n n nn

n n n nn

n n n

n n nn n n n n nnn

a a a a
a a a a a a

A a a a a

a a a a a a

 
 
  =  
 
 
  

L L L L
L L

M M L M M
M M O M M M O M

L L L L

，在 i j≠ 且 i 或 3j ≥ 时，

每一个 :ijA 全部相等或对应元素成比例，则有： 

( ) ( )

121 211 331 1

122 212 332 2

12 21 33

dec 1, 1

nn

nn

n

n n n nnn

a a a a
a a a a

A

a a a a

= −

L
L

M M M M
M M M M

L

。 

再由定理 5.7-5.10 可得下面两定理： 
定理 5.11 当 3n ≥ ： 
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( ) ( )

111 221 331 1 121 211 331 1

112 222 332 2 122 212 332 2

11 22 33 12 21 33

111 121 1 1 11 12 1

211 221 2 1 21 22

331

1

1,1 1, 1

0 0 , ,

0 0

nn nn

nn nn

n n n nnn n n n nnn

n n n nn

n n n

nn

a a a a a a a a
a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a
a a a a a

a

a

+ −

=

L L
L L

M M M M M M M M
M M M M M M M M

L L

L L L L
L L L

M L
M O O M

L L

2

33

111 121 11 12

211 221 21 22

331 33

11 21 1 1 2

0 0

0 0

0 0 0 0
0 0

, ,
0 0

nn

n

nnn

n n

n n

n

n n nn n n n n nnn

a
a

a

a a a a
a a a a

a a

a a a a a a

 
 
  
 
 
 
  
 
 
  =  
 
 
  

L
M

M O O M
L L

L L
M M

M M O M L M M O M
M M O M M O

L L L L

。 

定理 5.12 当 3n ≥ ： 

对于 ( )

111 121 1 1 11 12 1

211 221 2 1 21 22 2

11 21 1 1 2

dec , ,

n n n nn

n n n nn
n

n n nn n n n n nnn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

 
 
 =  
 
  

L L
L L

L
M M O M M M O M

L L

，在 i j≠ 且 i 或 3j ≥ 时，每一个 :ijA 全

部相等或对应元素成比例，则有： 

( ) ( ) ( )

111 221 331 1 121 211 331 1

112 222 332 2 122 212 332 2

11 22 33 12 21 33

dec 1,1 1, 1

nn nn

nn nn

n

n n n nnn n n n nnn

a a a a a a a a
a a a a a a a a

A

a a a a a a a a

= + −

L L
L L

M M M M M M M M
M M M M M M M M

L L

。 

定理 5.11-5.12 综合了定理 5.7-5.10 以及其余各种情形，在定理 5.11-5.12 中： 

当 ( )11: 0, ,0A +Ω= L 或 ( )22: 0, ,0A +Ω= L ， ( ) ( )

121 211 331 1

122 212 332 2

12 21 33

dec 1, 1

nn

nn

n

n n n nnn

a a a a
a a a a

A

a a a a

= −

L
L

M M M M
M M M M

L

； 

当 ( )12: 0, ,0A +Ω= L 或 ( )21: 0, ,0A +Ω= L ， ( ) ( )

111 112 11

221 222 22

1 2

dec 1,1

n

n
n

nn nn nnn

a a a
a a a

A

a a a

=

L
L

M M O M
L

； 

当 11: 12:A A= 且 21: 22:A A= ， ( ) ( )

111 112 11

221 222 22

1 2

dec 2,0

n

n
n

nn nn nnn

a a a
a a a

A

a a a

=

L
L

M M O M
L

； 
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当 11: 21:A A= 且 12: 22:A A= ， ( ) ( )

111 112 11

221 222 22

1 2

dec 0,2

n

n
n

nn nn nnn

a a a
a a a

A

a a a

=

L
L

M M O M
L

。 

利用(5.1)式，还可以构造出平面直角坐标系中的某些特定函数及参数方程的轨迹： 

一般函数的轨迹： ( )1 , ,
1 1 1 12
x x b b

x ax b
a a

   = + − − +  
； 

直线的轨迹： ( )1 , ,
1 1 1 12
x x b b

x ax b
a a

   = + − − +  
； 

圆和椭圆的轨迹， 0ab ≠ ： ( )
cos cos1 , cos , sin
sin sin2

b b
a b

a a
θ θ

θ θ
θ θ

 −   = 
  

； 

双曲线的轨迹， 0ab ≠ ： ( )1 , cosh , sinh
4

x x

x x

b a b ae e
a x b x

a b a be e

−

−

 − −  = + +  
。 

当 2n ≥ 且 0 0a ≠ ，利用定理 5.11-5.12，还可以得到： 

0 0

1 1

2 2

2 2

1 1

1 1
0 0

1 0 0 1 0 0
1 1

0 1 0 1
1 1 1 1, ,
2 2 2 2

1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 0 1

0 0 0 0

0 0
0 0

0 0
1 1 0 0

0 0 1 01 ,0 0 0
0 02

0 0 0

n n

n n

n n

a a
a x a x
a x a x

a x a x
a x a x

a x a x

a a
a a

x x

− −

− −

− − −
− − −

− − −
   + −   
   − − −

+ − − −
−

−
−

− −
−

=

L L L L
O M O M

O O
M M O O O O M M M O O O O M

M O M O

L L L L

L L
L

L L
L

M
M

M M
M M O M

L L

( )

2 2

2 2
1 1

1
0 1 1

0 0
0 0 0

0 0
, , ,0 1 0

0 0

0 0 0
0 0

0 0
1 1 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0

, ,0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0

0 1 0 0 0
0 0 1

0 0 0

,

n n
n n

n n

n n
n n

a a

x

a a
a a

a a

x
x

x

x a x a x a x a

− −
− −

−
−

−





−






− 
+ − − 







− 
− 



= + + + +

L L

M
LM

M M
M M O M

O
L L

L L

L L
L L

M L
M

O O M
M O O

M O M O O M
O M

M M M O
M

L L
L L

L L

L

。 

至此，对于平面直角坐标系中的每个点，都可以通过构造立方行列式进行表示。 
对任意的 ( ) ( )1 1dec ,n A u v= 与 ( ) ( )2 2dec ,n B u v= ，尝试定义其对应的同型 n 阶立方体矩阵 A、B，以及
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A 、 B 之间乘法运算 ∗ 。通过乘法运算 ∗ 确定唯一的 n 阶立方体矩阵 C ，使 A B C∗ = 且

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2dec dec dec dec ,n n n nC A B A B u u v v= ∗ = = 。 ijkc 为 C 中的各元素，1 , ,i j k n≤ ≤ 。 
根据定理 5.1，分别令： 

( )1 2
1 2

1 1, : 2, : , :
, , ,

det , , ,
n

n

j j n j
j j j

u A A A= ∑
L

L ； 

( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

, , ,
2 :1, :2, : ,

, , ,
1 det , , ,n

n
n

N k k k
k k n k

k k k
u B B B= −∑ L

L
L ； 

( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

, , ,
1 1, : 2, : , :

, , ,
1 det , , ,n

n
n

N j j j
j j n j

j j j
v A A A= −∑ L

L
L ； 

( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

, , ,
2 1: 2: :

, , ,
1 det , , ,n

n
n

N k k k
k k n k

k k k
v B B B= −∑ L

L
L 。 

再根据(2.6)，有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 2
1 2
1 2

1 2

1 1 2 2
1 2
1 2

, , ,
1 2 1, : 2, : , : :1, :2, : ,

, , ,
, , ,

, , ,
1, , 2, , , ,

, , ,
, , ,

1 det , , , det , , ,

1

n

n n
n
n

n

n n
n
n

N k k k
j j n j k k n k

j j j
k k k

N k k k
j k j k n j k

j j j
k k k

u u A A A B B B

c c c

  
 

  
 

= −

= −

∑

∑

L

L
L

L

L
L

L L

L
； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2
1 2

1 2 1 2

1 1 2 2
1 2
1 2

, , , , , ,
1 2 1, : 2, : , : 1: 2: :

, , ,
, , ,

, , , , , ,
1, , 2, , , ,

, , ,
, , ,

1 det , , , det , , ,

1

n n

n n
n
n

n n

n n
n
n

N j j j N k k k
j j n j k k n k

j j j
k k k

N j j j N k k k
j k j k n j k

j j j
k k k

v v A A A B B B

c c c

+

  
 

+

  
 

= −

= −

∑

∑

L L

L
L

L L

L
L

L L

L
。 

假设对任意 n 级排列 1 2, , , nj j jL 、 1 2, , , nk k kL ，上面两式各自的后两个等式分别去掉双重求和

1 2
1 2

, , ,
, , ,

n
n

j j j
k k k
  
 

∑
L
L

之后依然各自相等。分别去掉上面两式中的
1 2
1 2

, , ,
, , ,

n
n

j j j
k k k
  
 

∑
L
L

，并分别消去两式中的 ( ) ( )1 2, , ,1 nN j j j− L
、

( ) ( )1 2, , ,1 nN k k k− L
，则有： 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 21, : 2, : , : :1, :2, : , 1, , 2, , , ,det , , , det , , ,
n n n nj j n j k k n k j k j k n j kA A A B B B c c c=L L L ；      (5.4) 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 21, : 2, : , : 1: 2: : 1, , 2, , , ,det , , , det , , ,
n n n nj j n j k k n k j k j k n j kA A A B B B c c c=L L L 。      (5.5) 

即(5.4)和(5.5)分别可以组成一个关于 3n 个未知数 ijkc 的 n 次不定方程组，每个方程组含有 ( )2!n 个方

程。C 存在且唯一的充要条件是这两个方程组均有解且仅存在一组 3n 个一一对应的共根 ijkc 。 

对任意的 1 2, , , nj j jL 、 1 2, , , nk k kL ，若 ( )1 21, : 2, : , :det , , , 0
nj j n jA A A ≠L ，要使两个方程组存在共根必须满

足： ( ) ( )1 2 1 2:1, :2, : , 1: 2: :det , , , det , , ,
n nk k n k k k n kB B B B B B=L L 。 

即使分别令 1u 、 2u 、 1v 、 2v 为定理 5.1 中的其余各式然后利用定理 2.1 列作另外两个型如(5.4)和(5.5)
的方程组，同样需要满足其他约束条件才能使两个方程组有共根。 

因此，对任意的 n 阶立方体矩阵 A、B，并非一定存在唯一的 n 阶立方体矩阵 C，使其满足：

( ) ( ) ( ) ( )dec dec dec decn n n nC A B A B= ∗ = 。 

即狭义行列式与矩阵之间的转化关系： ( ) ( ) ( )det det detMN M N= ，无法类比到立方行列式上。故本

文不对立方体矩阵与立方行列式的伴随行列式等作出定义。 

本节给出了立方行列式与狭义行列式之间的转化关系。对于更高维的超立方行列式，都可以把其转

化为含有多个狭义行列式之和的向量表示。 
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6. 超立方行列式 

本节以四维超立方行列式映射到三维向量空间为例，更高维度的可依此类推。相关定理不再重复证

明，可参考前面立方行列式在二维向量空间的情形。 
定义 6.1 对于由 m 个 m 阶立方体数阵有序排列所组成的数阵函数，称为四维 m 阶超立方行列式。对

于由 m 个 m 阶 n 维超立方体数阵有序排列所组成的数阵函数，称为 1n + 维 m 阶超立方行列式， 3n ≥ ，

2m ≥ 。 
定义 6.2 把 n 维 m 阶超立方行列式 A 记作 [ ] ( )dex n m A 或简写成 [ ]nA【 】， 3n ≥ 。把 In 轴称作该 n 维超

立方行列式的主轴或主方向，I1轴、I2轴、L 、 1In− 轴称作该 n 维超立方行列式的副轴或副方向。规定 I1

轴、I2轴、L 、 In 轴各个方向两两垂直。 
定义 6.3 在 [ ] ( )dex n m A 中，把垂直于 I1轴的第 1i 个切片记作

1: :iA L 、垂直于 I2轴的第 2i 个切片记作
2: : :iA L 、

L 、垂直于 In 轴的第 ni 个切片记作 : : ni
AL ，这 n 个切片交点处的元素记作

1 2, , , ni i ia L ， 1 21 , , , ni i i m≤ ≤L 。 
综上所述，m 阶的四维超立方行列式可以看作是 I1轴、I2轴、I3轴、I4轴任意一个方向上 m 个立方体

数阵的有序排列，其垂直于每个方向的切片都是一个 m 阶立方体数阵；m 阶的 1n + 维超立方行列式可以

看作是 I1轴、I2轴、L 、 1nI + 轴任意一个方向上 m 个 n 维超立方体数阵的有序排列，其垂直于每个方向

的切片都是一个 m 阶 n 维超立方体数阵。 
使用开头的方法，对 m 级排列 1 2, , , mp p pL 、 1 2, , , mq q qL 、 1 2, , , mr r rL 、 1 2, , , ms s sL ， 
令

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , ,1 , , ,2 , , , 1, , , 2, , , , , ,m m m m m mp q r p q r p q r m q r s q r s m q r sa a a a a a′ ′ ′ ′ ′ ′=L L ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

, , , , , , , , ,
, , ,1 , , ,2 , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,
1, , , 2, , , , , ,

1 , 1 , 1

1 , 1 , 1

m m m

m m m

m m m m m

m m m

N p p p N q q q N r r r
p q r p q r p q r m

N s s s N q q q N s s s N r r r N s s s
q r s q r s m q r s

a a a

a a a ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
′ ′ ′ ′ ′ ′

− − −

= − − −

L L L

L L L L L

L

L
；  (6.1)

 

令
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , ,1 , , ,2 , , , ,1, , ,2, , , , ,m m m m m mp q r p q r p q r m p r s p r s p m r sa a a a a a′ ′ ′ ′ ′ ′=L L ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

, , , , , , , , ,
, , ,1 , , ,2 , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,
,1, , ,2, , , , ,

1 , 1 , 1

1 , 1 , 1

m m m

m m m

m m m m m

m m m

N p p p N q q q N r r r
p q r p q r p q r m

N p p p N s s s N s s s N r r r N s s s
p r s p r s p m r s

a a a

a a a ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
′ ′ ′ ′ ′ ′

− − −

= − − −

L L L

L L L L L

L

L
；  (6.2)

 

令
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , ,1 , , ,2 , , , , ,1, , ,2, , , ,m m m m m mp q r p q r p q r m p q s p q s p q m sa a a a a a′ ′ ′ ′ ′ ′=L L ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

, , , , , , , , ,
, , ,1 , , ,2 , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,
, ,1, , ,2, , , ,

1 , 1 , 1

1 , 1 , 1

m m m

m m m

m m m m m

m m m

N p p p N q q q N r r r
p q r p q r p q r m

N p p p N s s s N q q q N s s s N s s s
p q s p q s p q m s

a a a

a a a ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
′ ′ ′ ′ ′ ′

− − −

= − − −

L L L

L L L L L

L

L
。 (6.3)

 

定义 6.4 对任意 m 级排列 1 2, , , mj j jL ，可将 ( ) ( )1 2, , ,1 mN j j j− L
写成 ( )( )sgn jσ ，其中 ( )( ) ( ) ( )sgn 1 jj σσ = − ，

即 ( )jσ 为 m 级排列1,2, ,mL 的一个置换 [8]。 
先用 1i 、 2i 、 3i 、 4i 、 1i′、 2i′、 3i′分别替换(6.1)-(6.3)中的 p、q、r、s、 p′、 q′、 r′；再根据上面定

义，设集合 mT 是 m 级排列1,2, ,mL 上置换的全体，用
( )1 mi Tσ ∈
∑ 表示 ( )1iσ 历遍 mT 中每一个元素的求和，并

用
( )
( )
( )

1
2
3

m
m
m

i T
i T
i T

σ
σ
σ

 ∈ 
 ∈  ∈ 

∑ 表示三重求和
( )( )( )1 2 3m m mi T i T i Tσ σ σ∈ ∈ ∈

∑ ∑ ∑ 。 

综上所述，根据(6.1)-(6.3)并类比前面定理 2.1 的，有： 
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[ ] ( )
( )
( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )
( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )
( )
( )

1 2 3
1
2
3

2 3 4
2
3
4

1 3 4
1
3
4

, , , 1 2 34
1

, , , 4 2 4 3 4
1

, , ,
1

dex sgn ,sgn ,sgn

sgn ,sgn ,sgn

j j j
m
m
m

j j j
m
m
m

j j j
m
m
m

m

i i i jm
ji T

i T
i T

m

j i i i
ji T

i T
i T

m

i j i i
ji T

i T
i T

A a i i i

a i i i i i

a

σ
σ
σ

σ
σ
σ

σ
σ
σ

σ σ σ

σ σ σ σ σ

= ∈ 
 ∈  ∈ 

=∈ 
 ∈  ∈ 

=∈ 
 ∈  ∈ 

=

= + +

=

∑ ∏

∑ ∏

∏ ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )
( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 4
1
2
4

1 4 4 3 4

, , , 1 4 2 4 4
1

sgn ,sgn ,sgn

sgn ,sgn ,sgn
j j j

m
m
m

m

i i j i
ji T

i T
i T

i i i i i

a i i i i i
σ
σ
σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ
=∈ 

 ∈  ∈ 

+ +

= + +

∑

∑ ∏

。    (6.4) 

定义 6.5 用
( )

( )
1 m

n m

i T

i T

σ

σ

∈ 
 
 ∈ 

∑
M

表示 n 重求和
( )( )( )1 2m m n mi T i T i Tσ σ σ∈ ∈ ∈

∑ ∑ ∑L ；用
1 1

1n

m

i

i

= 
 
 = 

∑
M

表示 n 重求和
1 21 1 1n

m m m

i i i= = =
∑∑ ∑L 。 

根据上面定义，可类比(6.4)推广出 n 维 m 阶超立方行列式的展开公式： 
定理 6.1  当 3n ≥ 时， 2 1p n≤ ≤ − ： 

[ ] ( )
( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )

( )

1 2 1
1

1

2
2

1 1 1
1

1

, , , , 1 2 1
1

, , , 2 1
1

, , , , , ,
1

dex sgn ,sgn , ,sgn

sgn ,sgn , ,sgn

nj j j
m

n m

nj j
m

n m

p p nj j j j
m

p m

m

i i i j nn m
ji T

i T

m

j i i n n n n
ji T

i T

m

i i j i i
ji T

i T

A a i i i

a i i i i i

a

σ

σ

σ

σ

σ

σ
σ

σ σ σ

σ σ σ σ σ

−

−

− +

−

−
=∈ 

 
 ∈ 

−
=∈ 

 
 ∈ 

=∈

∈

=

= + +

= =

∑ ∏

∑ ∏

∏

L

M

L

M

L L

M

L

L

L

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )(

( ) ( )( ) ( ) ( )( ))

( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1

1 2
1

2

1 1

1 1

, , , , 1 2
1

sgn , ,sgn ,sgn ,

sgn , ,sgn

sgn , ,sgn ,sgn

p m

n m

n nj j j
m

n m
n m

n p n n

i T

i T

p n n n

m

i i j i n n n n
ji T

i T
i T

i i i i i

i i i i

a i i i i i

σ

σ

σ
σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

+

−

−

−
 
 
 
 
 ∈
 
  ∈ 

+ −

−
=∈ 

 
 ∈  ∈ 

+ +

+ +

= = + +

∑

∑ ∏

M

L

M

L

L

L L

。 

对二阶的四维超立方行列式作如下记法： 

[ ] ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

1111 1211 1121 1221 1112 1212 1122 1222
:::1 :::24 2 4

2111 2211 2121 2221 2112 2212 2122 2222

1111 2222 2111 1222 1211 2122

2211 1122

dex , , , ,

1,1,1 1,1,1 1, 1,1

a a a a a a a a
A A A A

a a a a a a a a

a a a a a a

a a

       = = =    
        

= + − + −

+

【 】【 】

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1121 2212 2121 1212

1221 2112 2221 1112

1, 1,1 1,1, 1 1,1, 1

1, 1, 1 1, 1, 1

a a a a

a a a a

− − + − + − −

+ − − + − − −

。 
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显然，四维超立方行列式展开后为一个三维向量。 3n ≥ 时，n 维超立方行列式展开后为一个 1n − 维

向量。对狭义行列式也可称作二维行列式，映射到一维线性空间。 
定义 6.6 对 [ ] ( )dex n m A 的某元素

1 2, , , ni i ia L ，把该元素所在各切片上的所有元素删去，组成新的 1m − 阶

n 维超立方行列式称为
1 2, , , ni i ia L 的 n 维超立方余子式，记作

1 2, , , ni i iA L 。 

定义 6.7 把 ( ) ( ) ( )( )1 2 1

1 2, , , 1 , 1 , , 1n n n n

n

i i i i i i
i i iε −+ + += − − −L L 称为

1 2, , , ni i iA L 的符号向量。符号向量
1 2, , , ni i iε L 与

1 2, , , ni i ia L 的 n 维超立方余子式
1 2, , , ni i iA L 的 Hadamard 积

1 2, , , ni i iM L 称为
1 2, , , ni i ia L 的向量余子式。即：

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,n n ni i i i i i i i iM Aε=L L L 。 
由于每个 ( ) ( ) ( )1 2, , , ni i iσ σ σL 都是各自在 m 级排列1,2, ,mL 上的置换，故拉普拉斯定理在 n 维超立

方行列式依然成立，具体证明参考定理 2.2-2.3。有下面定理： 
定理 6.2 [ ] ( )dex n m A 的值等于任一切片上的各元素与其对应的向量余子式的乘积之和， 3n ≥ 。 
按切片

1: :iA L 展开： 

[ ] ( ) ( ) ( )( )1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2

, , , , , , , , , , , ,
1 1

1 1

1 , 1 , , 1n n n n

n n n n

n n

m m i i i i i i
i i i i i i i i i i i in

i i

i i

A a M a A −+ + +

= =   
   
   = =   

= = − − −∑ ∑L L L L

M M

L【 】 ；L  

按切片 : : : :pi
AL L 展开， 2 1p n≤ ≤ − ： 

[ ] ( ) ( ) ( )( )1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

1 1
1 1

, , , , , , , , , , , ,
1 1

1 1
1 1

1 1

1 , 1 , , 1n n n n

n n n n

p p
p p

n n

m m i i i i i i
i i i i i i i i i i i in

i i

i i
i i

i i

A a M a A −

− −
+ +

+ + +

= =   
   
   = =
   = =   
      = =   

= = − − −∑ ∑L L L L

M M

M M

L【 】 ；L  

按切片 : : ni
AL 展开： 

[ ] ( ) ( ) ( )( )1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

1 1

, , , , , , , , , , , ,
1 1

1 1

1 , 1 , , 1n n n n

n n n n

n n

m m i i i i i i
i i i i i i i i i i i in

i i

i i

A a M a A −

− −

+ + +

= =   
   
   = =   

= = − − −∑ ∑L L L L

M M

L【 】 。 

定义 6.8 对 [ ] ( )dex n m A 垂直于各个方向同时分别选取任意 p 个平行切片后产生的 np 个交点处的所有

元素组成的 p 阶 n 维超立方行列式称为 [ ]nA【 】的 p 阶 n 维超立方子式，2 1p m≤ ≤ − 。当 [ ]nA【 】去掉这个 p
阶 n 维超立方子式所在的所有切片后得到的m p− 阶 n 维超立方行列式称为这个 p 阶 n 维超立方子式对应

的 p 阶 n 维超立方余子式。 

因此， [ ]nA【 】的 p 阶 n 维超立方子式与 p 阶 n 维超立方余子式各有 ( )np
mC 个。 

定义 6.9 在 [ ] ( )dex n m A 中，当某个 p 阶 n 维超立方子式 qA 在 [ ]nA【 】中所在的各切片为
1

1
: :qiA L 、

1
2

: :qiA L 、

L 、
1 : :q p
iA L 、

2 1
: : :qiA L 、

2 2
: : :qiA L 、L 、

2: : :q p
iA L 、L 、

1
: : nqiAL 、

2
: : nqiAL 、L 、 : : nq p

iAL 时， ( )1
np

mq C≤ ≤ ，其

对应的 p 阶 n 维超立方余子式 qP 与 qP 对应的符号向量 qε 的 Hadamard 积 qM 称为 qP 的 p 阶向量余子式。

即 

q q qM Pε= ， 

( ) ( )(
( ) )

1 1 1 2 2 22 21 1 2 1 1 2

1 1 121 1 2

1 , 1 , ,

1

n n n n n nq q q p q q q p q q q p q q q p

n n n n n nq q q p q q q p

i i i i i i i i i i i i
q

i i i i i i

ε

− − −

+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + +

= − −

−

L L L L

L L

L
。 

拉普拉斯定理在 n 维超立方行列式可推广至 p 阶 n 维超立方子式的情形： 
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定理 6.3 在 [ ] ( )dex n m A 中，选取任意 p 个平行切片， 1p m≤ − 。这 p 个切片中的所有 p 阶 n 维超立

方子式为 1 2, , , rA A AL 与其对应的 p 阶 n 维超立方余子式为 1 2, , , rP P PL ，每个 p 阶 n 维超立方余子式对应

的符号向量为 1 2, , , rε ε εL ， ( ) 1np
mr C

−
= 。 qM 为 qP 的 p 阶向量余子式，则 [ ]

1 1

r r

q q q q qn
q q

A A P M Aε
= =

= =∑ ∑【 】 。 
即 [ ]nA【 】的值为任意 p 个平行切片中的所有 p 阶 n 维超立方子式与其对应的 p 阶向量余子式的

Hadamard 积之和。 
定义 6.10 对 [ ]nA【 】的任意两轴 I p 和 Iq 交换位置得到新的 n 维超立方行列式 [ ]nB【 】，将 [ ]nB【 】称作是

[ ]nA【 】关于 I p 轴和 Iq 轴的翻转变换，记作 [ ] [ ]
I Ip q

n nB A ↔=【 】【 】，1 p q n≤ < ≤ 。 
定理 6.4 对于 [ ] ( )1 1, , , , , ,p q nnA u u u u −= L L L【 】 ，1 1p q n≤ < ≤ − ，有： 
若 [ ] [ ]

I Ip q
n nB A ↔=【 】【 】，则 [ ] ( )1 1, , , , , ,q p nnB u u u u −= L L L【 】 ； 

若 [ ] [ ] ( )I I
1 1, , , ,p n

p nn nC A v v v↔
−= = L L【 】【 】 ，则 p pu v= 。 

以下是 n 维超立方行列式的切片性质，可以与狭义行列式进行类比： 

定理 6.5 [ ]nA【 】中某个切片的各元素均乘以同一常数 x，得出新的 n 维超立方行列式的值为 [ ]nA【 】的

x 倍。 
定理 6.6 对 [ ] ( )dex n m A 、 [ ] ( )dex n m B 、 [ ] ( )dex n m C 分别垂直于同一方向相同位置的某一切片 iA 、 iB 、

iC ，若 iA 上的每个元素均为 iB 与 iC 上的对应元素之和，1 i m≤ ≤ ，且垂直于该方向的其他平行切片对应

相等，则 [ ] [ ] [ ]n n nA B C= +【 】【 】【 】。 

定理 6.7 对于 [ ] ( )1 2 1, , , nnA u u u −= L【 】 ，若交换 [ ]nA【 】垂直于 In 轴的任意两平行切片得到 [ ]nB【 】，则

[ ] [ ]n nB A= −【 】 【 】； 当 1 1p q n≤ ≠ ≤ − ， 若 交 换 [ ]nA【 】垂 直 于 I p 轴 的 任 意 两 平 行 切 片 得 到

[ ] ( )1 2 1, , , nnC v v v −= L【 】 ，则 p pv u= − 且 q qv u= 。 
定理 6.8 对于 [ ] ( )1 2 1, , , nnA u u u −= L【 】 ，若 [ ]nA【 】垂直于 In 轴有两个平行切片相同或对应元素成比例，

则 [ ] ( )0, ,0nA = L【 】 ；当1 1p n≤ ≤ − 时，若 [ ]nA【 】垂直于 I p 轴有两个平行切片相同或对应元素成比例，则

0pu = 。 
定理 6.9 在 [ ] ( )1 2 1, , , nnA u u u −= L【 】 中，1 1p n≤ ≤ − ： 
对 [ ]nA【 】垂直于 In 轴的任一切片上各元素分别加上另一个平行切片上对应元素的 x 倍得到 [ ]nB【 】，则

[ ] [ ]n nB A=【 】【 】； 
对 [ ]nA【 】垂直于 I p 轴的任一切片上各元素分别加上另一个平行切片上对应元素的 x 倍得到

[ ] ( )1 2 1, , , nnC v v v −= L【 】 ，则 p pv u= 。 
根据定义 6.7、定理 6.2 和定理 6.8，并类比前面的定理 4.5，有： 
定理 6.10 在 [ ] ( )dex n m A 中， 2 1q n≤ ≤ − ， 3n ≥ ： 

若 11 p i m≤ ≠ ≤ ， ( )
2 1 2

2
, , , , , , 1 2 1

1

1

, , ,
n n

n

m

p i i i i i n
i

i

a M u u u −
= 

 
 = 

=∑ L L

M

L ，则 1 0u = ；L  

若1 qp i m≤ ≠ ≤ ， ( )
1 1 1 1 2

1

1
1

, , , , , , , , , 1 2 1
1

1
1

1

, , ,
q q n n

q
q

n

m

i i p i i i i i n
i

i
i

i

a M u u u
− +

−
+

−
= 

 
 =
 = 
  = 

=∑ L L L

M

M

L ，则 0qu = ；L  

若1 np i m≤ ≠ ≤ ，则 ( )
1 1 1 2

1

1

, , , , , ,
1

1

0, ,0
n n

n

m

i i p i i i
i

i

a M
−

−

= 
 
 = 

=∑ L L

M

L 。 
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定理 6.11 对 [ ] ( )1 2 1, , , nnA u u u −= L【 】 ，若垂直于 In 轴的某一切片与其他平行切片线性相关，则

[ ] ( )0, ,0nA = L【 】 ；当1 1p n≤ ≤ − 时，若垂直于 I p 轴的某一切片与其他平行切片线性相关，则 0pu =  
类比定理 4.7 可知，定理 6.11 的成立只是充分条件，并非必要条件。 
把前面的定理 4.8 推广至 n 维超立方行列式： 
定理 6.12 对 [ ] ( )dex n m A 垂直于 I1轴、I2轴、L 、In 轴的所有切片均作倒序排列重新组成 [ ] ( )dex n m B ，

即 [ ] ( )dex n m B 中 的 所 有 元 素
1 2, , , ni i ib L 满 足

1 2 1 2, , , 1 , 1 , , 1n ni i i m i m i m ib a + − + − + −=L L ， 1 21 , , , ni i i m≤ ≤L ， 则

[ ] ( ) [ ] ( )dex dexn m n mA B= 。 
定义 6.11 在 [ ] ( )dex n m A 中， 2 1p n≤ ≤ − ， 4n ≥ ： 
选定 2 , , ni iL ，

2 2 21, , , 2, , , , , ,, , ,
n n ni i i i m i ia a aL L LL 组成与 I1轴平行的一个纤维，记作 

( )2 2 2 2: , , 1, , , 2, , , , , ,, , ,
n n n ni i i i i i m i iA a a a=L L L LL ；L  

选定 1 1 1, , , , ,p p ni i i i− +L L ，
1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ,1, , , , , ,2, , , , , , , , ,, , ,

p p n p p n p p ni i i i i i i i i i m i ia a a
− + − + − +L L L L L LL 组成与 I p 轴平行的一个纤维，

记作 

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 mod

, , : , , , , ,1, , , , , ,2, , , , , , , , ,, , ,
p p n p p n p p n p p n

p n

i i i i i i i i i i i i i i m i iA a a a
− + − + − + − +

−
=L L L L L L L LL ；L  

选定 1 1, , ni i −L ，
1 1 1 1 1 1, , ,1 , , ,2 , , ,, , ,

n n ni i i i i i ma a a
− − −L L LL 组成与 In 轴平行的一个纤维，记作 

( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 mod

, , : , , ,1 , , ,2 , , ,, , ,
n n n n

n n

i i i i i i i i mA a a a
− − − −

−
=L L L LL 。 

定理 6.13 在 [ ] ( ) ( )1 2 1dex , , , nn m A u u u −= L 中， 3n ≥ ： 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 1 2 1 2 11 1 2 2
2

1

2 1 2 1 2 11 1 2 2
2

1

1 : , , ,1 : , , ,2 : , , ,

1, , , : 2, , , : , , , :

det , , ,

det , , ,

n n nm m
m

n m

n n nm m
m

n m

i i i i i i m
i T

i T

i i i i m i i
i T

i T

u A A A

A A A

σ

σ

σ

σ

− − −

−

− − −

−

∈ 
 
 ∈ 

∈ 
 
 ∈ 

=

=

∑

∑

L L L

M

L L L

M

L

L
；L  

当 4n ≥ 时， 2 2p n≤ ≤ − ， 

( )

( )
( )
( )

( )

( )

( )
( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 2 2 2 2
1

1

1

1

1

1

1

1

, , : , , ,1 : , , : , , ,2 , , : , , ,det , , ,

det

p p n p p n p p nm m m m
m

p m

p m

n m

m

p m

p m

n m

p i i i i i i i i i i i i m
i T

i T
i T

i T

i T

i T
i T

i T

u A A A
σ

σ
σ

σ

σ

σ
σ

σ

− + − − + − − + −

−

+

−

−

+

−

∈ 
 
 ∈ 
 ∈
 
  ∈ 

∈ 
 
 ∈ 
 ∈
 
  ∈ 

=

=

∑ L L L L L L

M

M

M

M

L

( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 2 2 2 2, , ,1, , , : : , , ,2, , , : , , , , , , :, , ,
p p n p p n p p nm m m mi i i i i i i i i i m i iA A A
− + − − + − − + −∑ L L L L L LL

；L  

( )

( )

( )
( )

( )

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 2 2 1 1 2 2
1 1

2 2

1 , , :1 , , :2 , , : , , ,1: , , ,2: , , , :det , , , det , , ,
n n n n n nm m m m

m m

n m n m

n i i i i i i m i i i i i i m
i T i T

i T i T

u A A A A A A
σ σ

σ σ

− − − − − −

− −

−
∈ ∈   

   
   ∈ ∈   

= =∑ ∑L L L L L L

M M

L L 。 

即对于 [ ] ( ) ( )1 2 1dex , , , nn m A u u u −= L ， 1 2 1, , , nu u u −L 分别等于 ( ) 2! nm −
个各异的狭义行列式之和，而这些

狭义行列式的各行或各列都为 [ ] ( )dex n m A 中的纤维， 3n ≥ 。 
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再根据定理 6.13 并类比前节的定理 5.2 有： 
定理 6.14 在 [ ] ( ) ( )1 2 1dex , , , nn m A u u u −= L 中， 2 1p n≤ ≤ − ， 3n ≥ ： 

对同垂直于 I2轴、L 、 In 轴任一方向的任意两平行切片，若这两个切片中所有与 I1轴平行的纤维全

部相等或对应元素成比例，则 1 0u = ；L  
对同垂直于 I1轴、L 、 1I p− 轴、 1I p+ 轴、L 、 In 轴任一方向的任意两平行切片，若这两个切片中所

有与 I p 轴平行的纤维全部相等或对应元素成比例，则 0pu = ；L  
对同垂直于 I1轴、L 、 1In− 轴任一方向的任意两平行切片，若这两个切片中所有与 In 轴平行的纤维

全部相等或对应元素成比例，则 [ ] ( ) ( )dex 0, ,0n m A = L 。 
对前面的定理 5.3、5.6 进行推广： 
定理 6.15 在 [ ] ( ) ( )1 2 1dex , , , nn m A u u u −= L 中，1 1p q n≤ ≠ ≤ − ， 3n ≥ ： 

对同垂直于 I p 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 In 轴平行的纤维全部相等时，则 0qu = ； 
对同垂直于 In 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 I p 轴平行的纤维全部相等时，则 0qu = ； 
对同垂直于 I p 轴的任意两平行切片，当位于同一切片中所有与 Iq 轴平行的纤维全部相等时，则

[ ] ( ) ( )dex 0, ,0n m A = L 。 

定 理 6.16 当 3n ≥ ， 1 1p q n≤ ≠ ≤ − ， 1 j m≤ ≤ ， 有 [ ] ( ) ( )1 2 1dex , , , nn m A u u u −= L ，

( ) ( )1 2det det , , , mB B B B= L ： 
在垂直于 I p 轴的所有切片中，其第 j 个切片上所有与 In 轴平行的纤维全部等于 jB ，则

( ) ( )2! detn
pu m B−= 且 0qu = ； 

在垂直于 In 轴的所有切片中，其第 j 个切片上所有与 I p 轴平行的纤维全部等于 jB ，则

( ) ( )2! detn
pu m B−= 且 0qu = 。 

综合定理 6.8、6.14、6.15，推广前面的定理 5.4： 
定理 6.17 对于 [ ] ( )dex n m A 中的任意两平行切片，若这两个切片中所有平行于其中一个相同方向的纤

维全部相等，则 [ ] ( ) ( )dex 0, ,0n m A = L 。 

类比前节的定理 5.5，给出定理 6.15 更强的形式： 
定理 6.18 在 [ ] ( ) ( )1 2 1dex , , , nn m A u u u −= L 中，1 1p q n≤ ≠ ≤ − ， 3n ≥ ： 
对垂直于 I p 轴的任意两平行切片，若在同一切片中所有与 In 轴平行的纤维全部可比且其纤维比等于

另一切片中所有与 In 轴平行的对应纤维的纤维比，则 0qu = ； 
对垂直于 In 轴的任意两平行切片，若在同一切片中所有与 I p 轴平行的纤维全部可比且其纤维比等于

另一切片中所有与 I p 轴平行的对应纤维的纤维比，则 0qu = ； 
对垂直于 I p 轴的任意两平行切片，若在同一切片中所有与 Iq 轴平行的纤维全部可比且其纤维比等于

另一切片中所有与 I p 轴平行的对应纤维的纤维比，则 [ ] ( ) ( )dex 0, ,0n m A = L 。 

7. 总结 

关于一般域上维数为 m 且阶数为 n 的任意行列式，其性质可用以下满足多重线性和交替性的函数 D
来表述， 3n ≥ ，1 p q n≤ ≠ ≤ ， 2mr n −= ： 

1) 多重线性： 
( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , , , , , , , ,p n p n nD A bA C A bD A A A D A C A+ = +L L L L L L 。        (6.5) 

1 2, , , nA A AL 为任意维数的行列式垂直于相同方向的各切片，b 为任意常数，C 为任意与 iA 具有相同
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维数和阶数的切片方阵。 
2) 交替性： 

( ) ( )1 1, , , , , , , , , , , ,p q n q p nD A A A A D A A A A= −L L L L L L 。                (6.6) 

对于 m 维超立方行列式，上式的 1 2, , , nA A AL 在一般情况下仅为垂直于主方向的各切片； 
对于狭义行列式，上式的 1 2, , , nA A AL 可以同为狭义行列式的各行或各列。 
① 若 p qA A= ，则： 

( )1, , , , , , 0p q nD A A A A =L L L 。                         (6.7) 

对于狭义行列式，(6.7)式的右边为零； 
对于 m 维超立方行列式，(6.7)式的右边为零向量。 
② 对于 m 维超立方行列式同垂直于任一方向的各切片 1 2, , , nA A AL ，若 pA 和 qA 中平行于另一相同方

向的纤维全部相等，即 1 2 1 2p p pr q q qrA A A A A A= = = = = = =L L ，则(6.7)式成立，即定理 5.4 和定理 6.17。 
③ 在任意狭义行列式 ( )det A 中，若满足： 1 2 1 2: : : : : :p p pn q q qna a a a a a=L L 或 

1 2 1 2: : : : : :p p np q q nqa a a a a a=L L ，显然(6.7)式成立； 
对于 m 维超立方行列式同垂直于任一相同副方向的所有平行切片 1 2, , , nA A AL ，若 pA 和 qA 中所有平

行于另外一个相同副方向的各个一一对应的纤维满足： 1 2 1 2: : : : : :p p pr q q qrA A A A A A=L L ，则(6.7)式成立，

即定理 5.5 和定理 6.18。 
④ 综合定理 4.8 和定理 6.12，若使用

1 2, , , mi i ia L 表示各元素分别为
1 2, , , mi i ia L 的 m 维 n 阶超立方行列式，

1 21 , , , mi i i n≤ ≤L ，则
1 2 1 2, , , 1 , 1 , , 1m mi i i n i n i n ia a + − + − + −=L L ；对 n 阶狭义行列式的各行和各列均作倒序排列，则

, 1 , 1i j n i n ja a + − + −= 同样成立，1 ,i j n≤ ≤ 。 

⑤ 根据(6.5)和(6.7)，定理 6.9 可以描述为，b 为任意常数： 
( ) ( )1 1, , , , , , , ,p q n p nD A A bA A D A A A+ =L L L L 。               (6.8) 

对于 m 维超立方行列式，上式的 1 2, , , nA A AL 在一般情况下仅为垂直于主方向的各切片； 
对于狭义行列式，上式的 1 2, , , nA A AL 可以同为狭义行列式的各行或各列。 
在笔者构造立方行列式的时候，尝试过多种方法都无法构造出垂直于任一方向的平行切片同时满足

(6.6)式交替性的立方行列式。笔者考虑过引用张量空间里面的置换符号，但根据置换符号定义，只要某

项有两个下标值相同，则该项置换符号为零。若使用置换符号对二阶立方行列式进行拉普拉斯展开，值

必为零，如此一来就失去了研究的价值。笔者也尝试过令立方行列式的展开值为一数值而非向量，发现

某些项会出现代数符号为零的情形，或者不满足拉普拉斯定理，甚至不满足交替性。故 m 维超立方行列

式在 3m ≥ 时，只有主方向的各切片能满足交替性。 
本文虽提出了一些前人没提出过的概念及创造了一些新的符号，但鉴于笔者水平有限，本文未能在立

方行列式中类比狭义行列式的特征值等作出定义并给出相关性质。本文存在诸多可推广之处(如把第五节

中的其余定理推广至 m 维超立方行列式的情形等)，笔者愿与广大数学爱好者进行探讨，期望将来能创造

出新的空间体系。 
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