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摘 要

本文将三角形的等距共轭点及其重心坐标关系推广至四面体与n维单形。
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Abstract
In this paper, the relationship between equidistant conjugate points in the triangles and their
barycenter coordinates is extended to tetrahedron and n-simplex.
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1. 引言

如图 1所示，在任意三角形 ABC中， 1P 、 1Q 在 BC上， 2P 、 2Q 在 AC上， 3P 、 3Q 在 AB上。 1 1BP CQ ，
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2 2AP CQ ， 3 3AP BQ 。若 1AP、 2BP 、 3CP 在三角形 ABC内相交于点 P，则 1AQ 、 2BQ 、 3CQ 在三角

形 ABC内也必相交于一点。

设 1AQ 、 2BQ 、 3CQ 的交点为 Q，将点 P与点 Q称作三角形 ABC内的一对等距共轭点。

Figure 1. Isometry conjugate points in the triangle
图 1. 三角形的等距共轭点
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比较 1PP 与 AP关于OA、OB 、OC 的系数可得
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因为 1P 与 1Q 关于 BC的中点对称，即
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同理
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设 AQ、BQ、CQ三线段的延长线分别与 BC、AC、AB交于 1Q、 2Q、 3Q。仿照前面求 1OP 、 2OP 、

3OP 的方法可求得
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故 1Q、 2Q、 3Q分别与 1Q 、 2Q 、 3Q 重合，Q即为 1AQ 、 2BQ 、 3CQ 在三角形 ABC内的交点。命题

得证。

2. 四面体的等距共轭点

如图 2所示，在任意四面体 ABCD中， 1P 与 1Q 为三角形 BCD内的一对等距共轭点， 2P 与 2Q 为三角

形 ACD内的一对等距共轭点， 3P 与 3Q 为三角形 ABD内的一对等距共轭点， 4P 与 4Q 为三角形 ABC内的

一对等距共轭点。若 1AP、 2BP 、 3CP 、 4DP 在四面体 ABCD内相交于点 P，则 1AQ 、 2BQ 、 3CQ 、 4DQ
在四面体 ABCD内也必相交于一点。

设 1AQ 、 2BQ 、 3CQ 、 4DQ 的交点为 Q，将点 P与点 Q称作四面体 ABCD内的一对等距共轭点。

Figure 2. Isometry conjugate points in the tetrahedron
图 2. 四面体的等距共轭点
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证明：因为 1P在三角形 BCD内，设

 1 1x y x y       OP OB OC OD， 0 1x  ， 0 1y  ， 0 1x y   ，
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由于 A、P、 1P 三点共线，且
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比较 1PP 与OP 关于OA、OB 、OC 、OD的系数可得
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因为 1P 与 1Q 为三角形 BCD内的一对等距共轭点，由引言可得
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设 AQ、BQ、CQ、DQ各线段的延长线分别与三角形 BCD、ACD、ABD、ABC交于 1Q、 2Q、 3Q、

4Q。仿照前面求 1OP 、 2OP 、 3OP 、 4OP 的方法可求得
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故 1Q、 2Q、 3Q、 4Q分别与 1Q 、 2Q 、 3Q 、 4Q 重合，Q即为 1AQ 、 2BQ 、 3CQ 、 4DQ 在四面体 ABCD
内的交点。命题得证。

3. N维单形的等距共轭点

n维单形 0 1 2 nA A A A 各顶点 iA 所对的 1n  维单形为 iS ， iP与 iQ 为 iS 内的一对等距共轭点，0 i n  ，

3n  。若 0 0A P 、 1 1A P、 2 2A P 、、 n nA P 在 n维单形 0 1 2 nA A A A 内相交于点 P，则 0 0A Q 、 1 1AQ 、 2 2A Q 、

、 n nA Q 在 n维单形 0 1 2 nA A A A 内也必相交于一点。

设 0 0A Q 、 1 1AQ 、 2 2A Q 、、 n nA Q 的交点为 Q，将点 P与点 Q称作 n维单形 0 1 2 nA A A A 内的一对

等距共轭点。
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证明：前面已经证明了当 3n  时命题成立。假设当 n k 时命题同样成立  3,k k Z  ，现使用数学

归纳法证明当 1n k  时命题依然成立。
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比较 0PP 与 0A P 关于 iOA 的系数， 0 1i k   ，可得
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同理
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因为 iP 与 iQ 为 iS 内的一对等距共轭点，由归纳假设可得
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设 iAQ的延长线分别与 k维超平面 iS 交于 iQ， 0 1i k   。仿照前面求 iOP 的方法可求得
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故 iQ与 iQ 重合， 0 1i k   ，Q即为各直线 i iAQ 在 n维单形 0 1 2 nA A A A 内的交点。命题得证。
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