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摘 要

本文给出了四面体的三组对棱棱长之比以及三组对棱所夹二面角正弦比的定理，推导出四面体的对棱棱

长、对棱所夹的二面角正弦值与该四面体各侧面面积、外接圆半径之间的关系。
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Abstract
In this paper, we give the theorem of the ratio of the three pairs of opposite edges length and the
sine ratio of three pairs of opposite edges between their dihedral angles in the tetrahedron, the
relationship between the opposite edges length, the sine of the opposite edges between their
dihedral angles of a tetrahedron and the area of each side and the circumradius is deduced in the
tetrahedron.
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1. 引言

本文约定四面体 0 1 2 3A A A A 的各顶点 iA 所对之底面三角形及其面积为 iS ， iS 的外接圆半径为 iR ， iS 与

jS 所夹的二面角表为 ,i jS S ， 0 3i j   。四面体 0 1 2 3A A A A 的体积为 V。
下面先给出有关四面体和三面角的几个一般正弦定理：

引理一

2 3 1 3 1 2

0 1 1 0 2 2 0 3 3

sin , sin , sin ,S S S S S S
A A S A A S A A S

 
  

，

1 0 1 2 0 2 3 0 3

2 3 1 3 1 2

sin , sin , sin ,S S S S S S S S S
A A A A A A

  
  。

证明：根据四面体的体积公式有[1]

2 3 1 3 1 2
2 3 1 3 1 2

0 1 0 2 0 3

2 2 2sin , sin , sin ,
3 3 3

S S S S S S
V S S S S S S

A A A A A A
  

         。

对上式除以 1 2 3S S S 即可证得命题的第一式。又

0 1 0 2 0 3
0 1 0 2 0 3

2 3 1 3 1 2

2 2 2sin , sin , sin ,
3 3 3

S S S S S S
V S S S S S S

A A A A A A
  

         。

对上式除以 0S 即可证得命题的第二式。

再将引理一的两式对应相乘即可证得下面的引理二。

引理二

0 1 2 3 0 2 1 3 0 3 1 2

0 1 2 3 0 2 1 3 0 3 1 2

sin , sin , sin , sin , sin , sin ,S S S S S S S S S S S S
A A A A A A A A A A A A

  
 

  
。

引理三在三面角 0 1 2 3A A A A  中，有以下正弦定理：

2 3 1 3 1 2

2 0 3 1 0 3 1 0 2

sin , sin , sin ,
sin sin sin

S S S S S S
A A A A A A A A A

 
  

。[2]

引理四

1 2 3 2 1 3 3 1 2

2 3 1 3 1 2

sin , sin , sin ,R S S R S S R S S
A A A A A A

  
  ， 0 1 0 2 0 3

0 1 1 0 2 2 0 3 3

sin , sin , sin ,S S S S S S
A A R A A R A A R

 
  

。

证明：在三角形 0 2 3A A A 中，由三角形的正弦定理有[3]

2 3 0 2 0 3
1

2 0 3 0 3 2 0 2 3

2
sin sin sin

A A A A A A
R

A A A A A A A A A
  

  
，

即

2 3 1 2 0 32 sinA A R A A A   。
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同理

1 3 2 1 0 32 sinA A R A A A   ， 1 2 3 1 0 22 sinA A R A A A   。

根据引理三可知

1 2 3 2 1 3 3 1 2

2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2

2 0 3 1 0 3 1 0 2

sin , sin , sin ,

sin , sin , sin ,
2 sin 2 sin 2 sin

R S S R S S R S S
A A A A A A

S S S S S S
A A A A A A A A A

  
 

  
     

。

故命题第一式得证，再由命题第一式与引理二对应相除即得命题第二式。该命题第二式的证明还可

参考文献[4]。

2. 主要结论

在四面体 0 1 2 3A A A A 中，各顶点 iA 所对之底面三角形及其面积为 iS ， iS 的外接圆半径为 iR ， iS 与 jS 所

夹的二面角表为 ,i jS S ， 0 3i j   。

只要将引理一和引理四各自的第一式对应相除，或者将引理一和引理四各自的第二式对应相除，即

可得到下面定理。

2.1. 四面体的对棱棱长比定理

0 1 0 2 0 3
1 1 2 2 3 3

2 3 1 3 1 2

A A A A A A
R S R S R S

A A A A A A
        。

再将引理一的第一式和引理四的第二式对应相除，或者将引理一的第二式和引理四的第一式对应相

除，还可得到下面定理。

2.2. 四面体的对棱二面角正弦比定理

1 0 1 2 0 2 3 0 3

1 2 3 2 1 3 3 1 2

sin , sin , sin ,
sin , sin , sin ,

S S S S S S S S S
R S S R S S R S S
  

 
  

。
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