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Abstract 
In this paper, a predator-prey system is studied for the propagation of a class of diseases in the 
prey. The prey is restricted by density, and the predator does not discriminate whether the food is 
infected or not. This paper discusses the condition of the boundary equilibrium points of the 
model, and proves the local stability of the system according to the Routh-Hurwitz criterion by the 
Jacobian matrix. Using Bendixson-Dulac criterion, the ultimate proof system does not exist all the 
closed orbits in G. Thus the zero solution of the limit system is global stable. The global asymptotic 
stability of the original system is obtained by the limit system theory. Finally, the existence of the 
positive equilibrium and the limit cycle of the limit system are discussed. 
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摘  要 

研究一类疾病在食饵中进行传播的捕食–食饵系统，食饵受到密度制约，且捕食者进行不区分食饵是否
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感染疾病的无差别捕食。讨论了模型存在边界平衡点的条件，并通过计算系统的Jacobian矩阵，根据

Routh-Hurwitz判据证明了系统的局部稳定性。利用Bendixson-Dulac判别法，证明极限系统不存在全

部位于G内的闭轨线，从而得到极限系统的零解是全局稳定的；由极限系统理论，得到原系统的全局渐

近稳定性。最后，讨论了正平衡点的存在性以及极限系统的极限环的存在性。 
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1. 引言 

捕食是指某物种消耗另一物种活体的全部或部分身体，从而从中直接获得营养以维持自己生命的现

象。前者我们称为捕食者，后者称为食饵。在种群动力学中，Lotka-Volterra 模型是最为经典和重要的两

个种群之间相互作用的动力学模型，该模型分别由意大利数学家 Volterra 于 1923 年用来解释鱼群变化规

律和美国种群学家 Lotka 于 1921 年在研究化学反应时提出。而捕食者–食饵模型是 Lotka-Volterra 模型

的一类特殊情况，模型如下： 

( )

( )

1 1 1

2 2 2

d
d
d
d

x x a b x c y
t
y y a b y c x
t

 = − −

 = − +


 

该捕食系统是指一个种群以另外一个种群为食饵，其中 1 2,a a 分别表示种群 x 和 y 的内禀增长率， 1b x−

反映了以下事实，即在环境容纳量一定的条件下，x 的增大将会使每一个体平均的生活条件降低，从而影

响种群的相对增长率，因此该项被称为密度制约项， 2b y− 同理。而 1c xy 则表示在 t 时刻，y 个捕食者在

单位时间内吃掉的食饵总量。其中 0, 0, 0i i ia b c> > > ，表示种群 x 为食饵，种群 y 为捕食者，举一个典

型的例子就是草原上的猎豹和斑马之间的关系。 
传染病在捕食者-食饵系统中的传播，是种群生态学与传染病动力学的一种结合，是目前生物数学研

究的热点问题之一，在害虫防治以及保护生态物种方面具有极其重要的实际意义。本文以疾病在受到密

度制约的健全食饵中进行传播且捕食者以感染的食饵的捕食–食饵模型[1]为基础进行了进一步的讨论。 

( )

( )

1d
d

1d
d

d
d

rHs rHb H d s si
t K K

rHi miysi d i
t K i

y mi e y
t i

θθ β

θ
β

α

ε
α

 −  = − − + −   
   

 −  = − + − 
+ 

   = − +  

                          (1.1) 

其中， ( )s t 表示健全食饵种群的数量， ( )i t 表示感染疾病的食饵种群的数量， ( )y t 表示捕食者的数

量； ( ) ( ) ( )H t s t i t= + ，表示食饵的总数； r b d= − ，表示内禀增长率，其中 b 表示出生率，d 表示死亡
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率；
rHb H
K

θ − 
 

表示修正后食饵的出生函数，b rθ> ；
( )1 rH

d H
K
θ− 

+ 
 

表示修正后食饵死亡函数，其

中 10 ≤≤ θ ；K 表示食饵的环境容量；β表示食饵感染率；m 表示捕食者捕食食饵的捕食率；e 表示捕

食者的死亡率。 

2. 模型改进 

通过对相关文章的阅读与分析，发现系统(1.1)中存在一定的局限性，其中的捕食者的捕食目标只是

感染的食饵。考虑到捕食者在捕食过程中，并不会区分食饵是否感染疾病，所以改进模型如下： 

( )

( )

1d
d

1d
d

d
d

rHs rH msyb H d s si
t K K H

rHi miysi d i
t K H

y mH e y
t H

θθ
β

α

θ
β

α

ε
α

 −  = − − + − −    +   
 −  = − + −  

+ 
   = − +  

                      (2.1) 

其中，
mHy
H α+

为功能反应函数，表示被捕食者捕获的食饵的数量。与模型(1.1)类似，当 0θ = 时，说明食

饵种群的出生率与食饵种群密度无关，但食饵种群的死亡率与食饵种群密度有关；当 1θ = 时，说明食饵

种群的出生率与食饵种群密度有关，但食饵种群的死亡率与食饵种群密度无关；当 0 1θ< < 时，说明食饵

种群的出生率与死亡率都与食饵种群密度有关。 

由系统(2.1)的第一个方程可以看出：当 ( ) 0s t = 且 ( )i t K≤ 时，有 ( ) 0s t′ > ，为了保证解的非负性，

让初始值满足 ( ) ( )0 0s i K+ ≤ ，且 ( )0 0s ≥ ， ( )0 0i ≥ ， ( )0 0y ≥ 。 

由1 0H
K

− ≥ ，可得 H K≤ ，即 ( ) ( )s t i t K+ ≤ ； 0t∀ ≥ ，有 ( ) ( )0 0s t s≥ ≥ ；同理， ( ) ( )0, 0i t y t≥ ≥ 。

即可以得到 ( ){ }, , : , 0, 0, 0G s i y s i K s i y= + ≤ ≥ ≥ ≥ 是方程组(2.1)的正不变集。 

3. 平衡点及稳定性 

3.1. 平衡点 

系统(2.1)具有平衡点 ( )0 0,0,0E ， ( )1 ,0,0E K ， ( )2 2 2, ,0E s i ，其中 2
b rs θ
β
−

= ， 2
K r bi β θ

β
+ −

= 。 

当 0K r bβ θ+ − > 时，系统(2.1)存在边界平衡点 2E 。当 0i = 时，系统将退化为一般的捕食–食饵系

统，本文将不做讨论。 

3.2. 局部稳定性 

系统(1.1)满足任意非零初始条件的解， ( )0 0,0,0E 都是不稳定的[1]。由此可以推广到系统(2.1)上也有

同样的结论：系统(2.1)满足任意非零初始条件的解， ( )0 0,0,0E 都是不稳定的。 

系统(2.1)在平衡点 ( )1 ,0,0E K 的 Jacobian 矩阵为： 

( )( )1
0 1 0

0 0

E

mKr d r K
K

J K d r

mK e
K

θ β
α

β θ

ε
α

 
− − − − 

+ 
= − + − 
 
 − + 

                          (3.1) 
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定义基本再生数
( )( ) ( )1 2,
1
K mKR R

e Kd r
β ε

αθ
= =

++ −
，当 1 1R < 且 2 1R < 时，平衡点 1E 局部稳定；否则，

平衡点 1E 不稳定。 

系统(2.1)在平衡点 ( )2 2 2, ,0E s i 的 Jacobian 矩阵为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
2 2

2 2
2 2

1 1
2

1 1
1

0 0

E

rs rs msr i b r s
K K K

ri r miJ i s d r
K K K

mK e
K

θ θ
θ β θ β

α
θ θ

β β θ
α

ε
α

 − − 
− + + − − − −  

+  
 − −
 = − − − − − −

+ 
 

− + 
 

              (3.2) 

当 1 1R > 且 2 1R < 时，由 Routh-Hurwitz 判据可知 0mK e
K

ε
α

− <
+

，考察以下矩阵： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )2

2 2
2 2

2
2 2

1 1
2

1 1
1

E

rs rs
r i b r s

K KJ
ri r

i s d r
K K

θ θ
θ β θ β

θ θ
β β θ

 − − 
− + + − − −  
  =
 − −
 − − − − −
 

�                    (3.3) 

可知，矩阵
2EJ 的特征值均具有负实部，从而平衡点 2E 局部稳定；当 1 1R > 且 2 1R > 时，平衡点 2E 不稳定。 

3.3. 全局稳定性 
定理 3.1：当 1 1R < 且 2 1R < 时，平衡点 1E 在 G 内全局渐近稳定。 

证明：由 H K≤ ，可得 ( )( )d 1
d

i K r d i
t

β θ≤ − − − ，又 0i ≥ ，则 

( )( )1e K r d ti C β θ− − −≥                                      (3.4) 

当 t →+∞时，
( )( )1e 0K r d tβ θ− − − → ；由 0i ≥ 和式(3.4)可知 0i = ，即 

( ){ } { }, , : 0 0M s i y V i= = = =�                                  (3.5) 

显然，系统(2.1)在 M 中的最大不变子集就是 M 本身。由 Lasalle 不变集原理[2]可知，当 t →+∞时，

(2.1)在 G 中的解都有 ( ) 0i t → 。由此可知系统(2.1)的极限系统为： 

d 1
d
d
d

s s msyrs
t K s
y ms e y
t s

α
ε
α

  = − −  +  


  = −  + 

                                   (3.6) 

由文献[3]，极限系统理论，直接可以证明该极限系统：当 1 1R < 且 2 1R < 时，平衡点 1E 在G 内全局渐近稳定。 
定理 3.2：当 1 1R > 且 2 1R < 时，平衡点 2E 在 G 内全局渐近稳定。 

证明：先考虑下面的方程组 

( )

d 1
d

1d
d

H HrH
t K

rHi si d i
t K

θ
β

  = −   
 −  = − +   

                                 (3.7) 

https://doi.org/10.12677/hjcb.2017.74005


陈汉川，咸永锦 
 

 

DOI: 10.12677/hjcb.2017.74005 43 计算生物学 
 

作变换
ix
H

= ，得到 

( ) 2

d 1
d

d
d

H HrH
t K

x rHd r x Hx Hx
t K

β β

  = −   


  = − + + + −   

                            (3.8) 

方程组(3.8)满足初始条件的解 ( ){ }, : 0 1,0N H x x H K= ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

由方程组(3.8)的第一个方程可知：满足上述非零初始条件的解都有当 t →+∞时， ( )H t K→ 。 

当 1 1R > 且 t 充分大时，极限系统(3.7)在 N 中的解以
K r b

K
β θ

β
+ −

为极限。由此可知系统(3.8)的平衡点

, K r bK
K

β θ
β

 + −
 
 

在 N 中全局渐近稳定，进而有等价系统(3.7)的平衡点 ( )2 2,W K i 在 G 内全局渐近稳定。 

对于系统(2.1)，将前两个方程相加得到一个新的方程组 

( )

d 1
d

1d
d
d
d

H H mHyrH
t K H

rHi miysi d i
t K H
y mH e y
t H

α
θ

β
α

ε
α

  = − −  + 
 −  = − + − 

+ 
   = − +  

                             (3.9) 

根据比较原理可得，方程组(3.9)的解，对 0δ∀ > ，存在 T，使得 t T> 时有 ( ) 1i t i δ≤ + ，从而当 2 1R <

且 t 充分大时，方程组(3.9)的第三个方程有：
d 0
d
y
t
< ，由此可知当 t 充分大时 ( ) 0y t → ，也就是说，系统

(3.9)有极限系统如下： 

( )

d 1
d

1d
d

H H mHyrH
t K H

rHi miysi d i
t K H

α
θ

β
α

  = − −  + 
 −  = − + −  + 

                            (3.10) 

与定理 3.1 的证明类似，系统(3.10)的平衡点 ( )2,K i 全局渐近稳定，由极限系统理论可知(3.9)的平衡

点 ( )2, ,0K i 也全局渐近稳定。 

综上所述，当 1 1R > 且 2 1R < 时，平衡点 2E 在 G 内全局渐近稳定。 

3.4. 正平衡点及极限环 

考虑系统(2.1)的正平衡点 E∗ 的稳定性，则可将系统(2.1)转化为 

d 1
d

d
d

H H mHyrH
t K H

y mH e y
t H

α
ε
α

  = − −  +  


  = −  + 

                               (3.11) 

系统(3.11)可以存在正平衡点 ( )( ), 0, 0E H y H s i y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + > > ，其中 

( ), 1e r HH y H
m e m K
α

α
ε

∗
∗ ∗ ∗ 
= = − + −  

， 
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当 0m eε − > ，且 0eK
m e
α

ε
− >

−
。 

由系统(2.1)的前两个方程相减得： 

( )2 0AH Cs C s iβ∗ − + − =                                  (3.12) 

所以 

2
Cs AHi
C sβ

∗−
=

−
                                      (3.13) 

代入 H s i= + ，得 

( ) ( ) ( )22 2 2 0g s s H C s C A Hβ β ∗ ∗= − + + + =                          (3.14) 

其中
( )1

, ,
rHrH myA b B d C B A

K K H
θθ

α

∗∗ ∗

∗

−
= − = + = + =

+
。 

所以 

( ) 2 0C A H AH∗ ∗+ = >                                   (3.15) 

再将方程(3.14)化为： 

( ) ( )21 0
2

g s s H C s AHβ β ∗ ∗= − + + =                             (3.16) 

当 ( ) ( )2 2
4 0H A AH H Aβ β β∗ ∗ ∗∆ = + − = − = ，即

( )
3 1

K r H
R

b
β θ ∗+

= = 时，方程(3.16)存在唯一正根 s∗；

此时，系统(2.1)有唯一的正平衡点 ( ), ,E s i y∗ ∗ ∗ ∗ ，其中 ( ), 1
2

As AH r Hi y H
m KA s

α
β

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗

 −
= = − + −  

。由定理

3.1 的证明过程可知， 

( ) ( )

( ) ( )

2
1 2 3

d ,
d
d 1 ,
d

H H a a H a H y P H y

y y H Q H y

τ

τ

 = + + −

 = − +


�

�
                          (3.17) 

那么可以与(3.11)的证明方法类似，根据文献[3]，文献[4]直接得出 2 32 0a a+ > 时，系统(3.11)在 G 内

至少存在一个包含正平衡点 ( ),E H y∗ ∗ ∗ 的稳定极限环。 

4. 结论 

本文首先提出了一类疾病在食饵中进行传播的无差别捕食的捕食–食饵系统。其次，讨论了边界平

衡点的稳定性：当 1 1R < 且 2 1R < 时，平衡点 1E 在 G 内全局渐近稳定；当 1 1R > 且 2 1R < 时，平衡点 2E 在

G 内全局渐近稳定。最后，讨论正平衡点 E∗ 时，将系统转化为二维系统后，证明了极限系统在 G 内至少

存在一个包含正平衡点 E∗的稳定极限环。由此，我们可以知道，在捕食者不区分食饵是否感染而进行捕

食的时候，当 1 1R < 且 2 1R < 时，最后整个系统会只剩下健康未染病的食饵；当 1 1R > 且 2 1R < 时，整个系

统会只剩下食饵，而捕食者则灭绝。在实际生活中可以通过向系统中投放感染的食饵，从而对捕食者和

食饵的数量进行控制，比如在蛇–鼠这一系统中，用来灭蛇，或者控制蛇类与鼠的数量。 
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