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Abstract: In this paper, the extended finite element method (XFEM) is used for a discrete crack simulation of concrete 
using an adaptive crack growth algorithm. An interface model is proposed which includes normal and tangential dis-
placements and allows the transfer of shear stresses through the interface. Different criteria for predicting the direction 
of the extension of a cohesive crack are conducted in the framework of the XFEM. On the basis of two examples, a 
comparison between the maximum circumferential stress criterion, the maximum energy release rate and the minimum 
potential energy criterion with experimental data has been carried out. The considered numerical simulations have con-
firmed the flexibility and effectiveness of the XFEM for the modelling of crack growth under general mode I and 
mixed-mode loading conditions. 
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摘  要：扩展有限元法是基于自适应离散裂纹方法进行的混凝土裂纹扩展仿真模拟。并采用接触边界模型，接

触边界模型包括正向位移和切向位移，允许通过界面进行剪切应力的传递，在扩展有限元法的框架中，对一个

有凝聚力的裂纹扩展的延伸方向的研究有不同准则。通过两个例子，对最大周向应力理论，最大能量释放率理

论和最小势能理论的实验数据进行了比较并形成规范。采用 XFEM 方法在一般加载模式 I 型和混合型加载条件

下进行的混凝土断裂扩展数值模拟的灵活性和有效性已经得到了证实。 
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1. 引言 

准脆性材料(如混凝土，岩石等)的断裂特点是受

载前是连续介质，受载后产生局部损伤开裂，形成宏

观裂缝，裂缝扩展至完全连通，最后发生沿裂缝的分

离、错动乃至大变形破坏。准脆性材料的断裂测试昂

贵和繁琐。一些巨大的建筑物或项目是不可能做这种

测试的。因此，可靠的混凝土数值模拟是非常重要的 

结构规划，也是对现有建筑物的安全评估。它对不同

因素(诸如材料特性)影响下进行参数研究，降低了实

验验证总数。 

为了模拟裂纹扩展路径，研究人员们已提出了一

些模型。Hillerborg 已经提出了混凝土中存在的断裂塑

性区的所谓“分离式虚拟裂缝模型”[1]。随后制定出

了一系列耦合的法向界面及切向界面概念。Vonk 提出 
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了混凝土的聚合/界面砂浆模型，Cervenka 用耦合界面

模型模拟了混凝土坝的断裂情况，Carol 也已经提出

了以可塑性[2-4]为基础的模型。 

将这些界面模型规范应用到有限元法的最简单

方法就是采用零厚度界面元素。另一种方法就是在所

有的连续单元边界上设置界面单元，但这种方法不能

很好的解决裂纹路径对网格边界的依赖性。XFEM 的

主要优点就是对非连续位移场的描述不再依赖于网

格划分，因此，在建模上不需增加界面单元[5]，使得

造价降低到一个合适的位置。 

本文研究了 XFEM 在凝聚力裂纹扩展模拟中的

应用。该模拟方法的有效性已经经过了两项模拟测

试。一项是一般模式 I 型裂纹的扩展测试，一个是混

合型 I-II 型裂纹扩展测试。根据实验数据所得，这两

种模式的精确度都能满足要求。 

2. 扩展有限元法 

扩展有限元法中，裂缝和不同材料界面的模拟独

立于网格划分，具体想法是，用富集特殊的位移插值

函数表示： 

       , , ,
1 0

d
tot enrN N

i std i std j enr j enr
i j

x x d x x  
 

   ,d   (1) 

其中 Ntot是节点总数，Nenr是插值节点数。φi,std是标准

形函数，丰富的插值是一系列形函数 φj,en组成，这适

合统一分区，而富集函数是 ψ(x)，di,std 是标准的节点

自由度，dj,enr是插值节点自由度。(1)式采用的是标准

的 Galerkin 插值法： 

Kd f ， T
ij i jK B CB



  ， i if t


       (2) 

其中 Bi是形函数的导数，C 为线性弹性材料的基体材

料，t 为规定的边界 Γ 的牵引力。裂纹的特点是不连

续的位移场，因此可用修改后的 Heaviside 函数表示： 

 
1
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x
H x

x




  
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             (3) 

其中 Ω−和 Ω+代表了裂纹的两个方向。本文提出了一

种解决整个裂纹上的应力问题的凝聚力模型。即在裂

纹尖端附近的应力场不具备奇异性。根据文献[6]，下

式在计算裂纹尖端富集点时具有特殊功能： 
 

           , 1, ,4
sin 2 ,cos 2 ,sin sin 2 sin cos 2

a a
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,                   (4) 

 

其中 θ是角度，r 是局部坐标系上的裂纹尖端点 P 的

半径。改变弯曲裂缝，等式(4)适用于直裂纹。在裂纹

扩展的仿真模拟中，裂纹的扩展方向不一定是直线也

可以是曲线。为了确保在不连续的位移场仍然存在裂

缝轨迹，可以对文献[7]提出的一项进行修改。本文提

出了一种改进，就是在具有连续位移场的材料结构

中。将 θ修改为： 

arcsin d r  

0
d

              (5) 

其中 d 是离裂缝最短的距离，r 是到裂纹尖端的距离。

凝聚力裂缝。在该 XFEM 的框架内，凝聚力裂缝是直

接形成的(7)。如果存在凝聚力裂缝，结构的总能量可

以根据额外的凝聚力通过裂缝转移量来计算。忽略结

构外力，总能量公式为： 
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其中 t+ = −t−，是沿着裂缝转移的单位面积力，u 为位

移，Γcoh 是裂纹表面和 Γt是规定的牵引力的边界。在

Γcoh 上引入相对裂缝张量 w = u− − u+，方程可以简化

为： 
 

   T

0 0
= d d d d

t
coh

T
coh Ft w w F u

 
  

  

                                   (7) 

 

令 t = t+。裂纹张量 w 可以用节点位移 d 和与不同

的侧面裂纹相对应的位移插值形函数来表示。合成矩

阵 B ，w 表示为： 

 w B x d                 (8) 
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此外，通过裂缝转移的力可以用裂缝张量来表

示： 

 t C w w                (9) 

其中C 是材料基体的界面。 

3. 裂纹的生成和扩展准则 

本文中在裂纹生长段采用主应力准则。如果每达

到平衡后主应力超过了任一个结点上材料的抗拉强

度，就会生成新的裂缝。这个裂缝与对应结点上两个

方向的规定长度的特征向量正交。 

这个结论，对于现有的凝聚力裂纹是否增长，可

以由不同的方法判定。如虚拟裂纹扩展方法(VCE)和 

塑性材料扩展方法[8,9]。本文是基于凝聚力裂缝尖端的

应力状态的应用准则。如果凝聚力界面内部的弹性极

限超过了裂纹尖端一定距离，裂纹就会扩展。 

裂纹的扩展方向 

裂纹的扩展方向在数值模拟中起着关键作用。文

献资料中提到了裂纹扩展方向的多种理论。有最大周

向拉应力理论，最大能量释放率理论和最小应变能量

密度理论[1]。在 XFEM 中，有人提出了非局部最大主

应力理论[10]。另一种常用的方法是全球跟踪算法[11]。

文献[12]提出了裂纹扩展最大周向应力理论，其中裂

纹是沿着最大周向拉应力方向扩展。假设存在无应力

裂纹，周围的一极裂纹尖端的位移坐标系为： 
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其中在平面应力问题上    3 1v    v ，平面应变

问题上 ，3 4v    2 1E   v 。通过在裂纹尖端

使用计算出的裂纹张开位移并将结果代入方程(10)和

(11)，虚拟应力强度因子可以计算出来。最后由最大

周向拉应力理论给出裂纹扩展方向： 

2
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II II
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K K
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      (12) 

使用以上理论是假设了凝聚力不改变裂纹扩展

方向，假设如[13]。最大能量释放率理论是另一种描

述在裂纹尖端的应力状态的方法，主要是结点如 J1

和 J2的使用。结点 J 被定义为： 

= di
k k ij j

k

J n n
x


 



 
  

           (13) 

其中Γ为任意裂纹尖端奇异封闭路径和w是应变能量

密度。式(13)在加权函数 q 帮助下将结点边界转移到

面结点，运用了离散定理，并考虑到加权函数 q 的效

应，能量释放率可以表示为 J1和 J2
[1]的函数： 

   1 2cos sinG J J           (14) 

式(14)中的最大值是当 

 2 1arctan J J              (15) 

其中裂纹扩展角已经定义。一般情况下，最小势能理

论应用的的首要假设条件是绝热系统(无热交换)和准

静态条件下(没有动能)可写为： 

   
+

e p e dU UW

t t t

     


  
      (16) 

这个方程表明在裂纹扩展过程中能量守恒，其中

W 是外力功，Ue/Up是弹性/塑性应变能，Γe是裂缝中

存储的弹性能和 Γd是在凝聚力裂纹中的能量消耗。据

推测，沿着裂缝的发展方向，系统(W − U − Γe)中潜在

的能量有一个最小值，该耗能能量(Up + Γd)同样有一

个最大值。通过确定系统的平衡状态，外力的作用和

内部弹性能量可以计算出来。在Dirichlet边界条件下，

不考虑外力作用，而在 Neumann 边界条件下，外力作

用可以表示为： 


1

n

ext i i
i

W F 


            (17) 

其中 Fi是施加在节点上的力和 Δui裂纹延伸各个方向

的位移。内部弹性能量可以用类似的方法确定： 
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   1
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其中 p  为弹性应变，σ 是材料的相应的应力和 w

是沿着裂缝界面 Γ转移的凝聚力的相对裂纹张量。此

例中，材料为线弹性的，这意味着不存在塑性应变和

塑性应变能。 

根据上述步骤，耗散能量可以被判定为一个方向

的离散数。为了确定具有最大耗散能的方向。从最大

值的确定，可以用一个近似函数计算支撑点的离散方

向，也就是说，本系统的最小势能可以求得。 

4. 数值模拟举例 

4.1. 四点弯曲试验 

第一个例子是双切口梁的四点弯曲试验研究[14]。

测试样本厚度为 100 毫米，加载图如图 1(a)。杨氏模

量，泊松比，单轴拉伸强度和具体的断裂能分别为 E = 

27.0 GPa，ν = 0.18，fct = 2.0 Mpa 和 Gf = 100.0 N/m。

该模型由 6 个节点的三角形单元组成，但只有角节点

富含特殊函数。图 2 为各种准则条件下的荷载–位移

曲线对比图。 

正如图 2 验证，载荷–挠度曲线在没有任何参数

拟合实验数据的应用下显示出良好的对应关系。采用 
 

 

Figure 1. Four-point bending test for a double-notched beam. (a) Experimental setup; (b) Crack path for the crack extension 
图 1. 双切口梁的四点弯曲试验图。(a) 实验装置图；(b) 裂纹扩展路径图 

 

 

Figure 2. Load-displacement curves for four-point bending test 
图 2. 四点弯曲试验的荷载–位移图 
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不同准则考虑裂纹扩展方向，裂纹发展稍有不同见图

1(b)。其荷载–位移曲线几乎是相同的。 

4.2. 混合型断裂试验 

第二个例子是一个混合型断裂试验如[1]进行。该

尺寸为200 × 200 × 50 mm，25 mm的切口深度和5 mm

的切口宽度，如图 3 所示。抗压强度和劈裂抗拉强度

分别为 fc = 46.24 Mpa，fs = 3.67 Mpa，而弹性模量，

泊松比和断裂能分别为 E = 30.0 GPa，ν = 0.2 和 Gf = 

110 N/m。从劈裂抗拉强度估算出单轴拉伸强度为 fct = 

3.0 Mpa。剪切力 Ps在位移控制下多达 10 kN。随后的

剪切承载力保持不变，试样在位控制之下处于正常加

载 Pn方向上。三角形单元采用的是 8 mm 网格划分尺

寸。 

混合型断裂试验中不同准则应用下对裂纹扩展

路径的影响如图 4 所示。混合型断裂试验荷载–位移

曲线如图 5 所示。比较不同准则裂纹扩展路径，可以

观察到最大周向应力理论的曲率比使用标准最大能

量释放率低。不同裂纹扩展路径对载荷–挠度曲线产

生的影响不同，如图 5 所示。最大周向应力理论下由

于快速增长的裂纹长度使得它耗散的能量更多。 

5. 结论 

本文阐述了准脆性应用材料(如混凝土，岩石等)

对离散的裂纹扩展 XFEM 的应用。确定裂纹扩展路径

的三种应用理论(最大周向应力理论，最大能量释放 
 

 

Figure 3. Geomentry of specimen for the mixed-mode fracture test 
图 3. 混合型断裂试验几何图 

 

Figure 4. Influence of different direction criteria on crack path in 
the mixed-mode facture test 

图 4. 混合型断裂试验中不同准则应用下对裂纹扩展路径的影响 
 

 

Figure 5. Load-displacement curve for mixed-mode fracture test 
图 5. 混合型断裂试验荷载–位移曲线 

 

率理论和最小势能理论)是在 XFEM 背景下研究的。

在上面两个例子的基础上，三种准则计算的实验数据

的比较已经得出。 

一般模式 I 和混合型加载条件下模拟裂纹增长的

XFEM 已经证实了其灵活性和有效性。在这两种情况

下计算的结果准确，再现了实验测试的主要特征。模

式 I 主要的问题是假设了一个有凝聚力的裂纹增长与

无应力裂纹扩展方向相同(最大能量释放率的方法就

是出现最大周向正应力方向)，而对于混合型模式下裂

纹扩展的方向不能忽视对凝聚力的考虑。该最小势能

的应用应仅限于模型 II 影响的模式。否则基于线弹性

断裂力学最大能量释放率是可取的。 
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