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Abstract: We popularize the classical rough set model in this paper and study rough set in the view of logical 
operation of equivalence relations. The logical AND rough set model and the logical OR rough set model are 
proposed on the basis of the operations logical AND and logical OR of equivalence relations. Furthermore, 
the connection between the logical AND rough set model and Pawlak’s classical rough set model is illustrated. 
Important properties are discussed in depth and several measures are defined in OR-RS. An example is em-
ployed to explain OR-RS. 
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摘  要：本文从关系逻辑运算的角度研究粗糙集，对经典的粗糙集进行了推广。对多个等价关系进行逻

辑“与”和逻辑“或”运算，提出了逻辑“与”粗糙集模型和逻辑“或”粗糙集模型。说明了逻辑

“与”粗糙集模型和 Pawlak 经典粗糙集的关系，并详细研究了逻辑“或”粗糙集模型的重要性质，定

义了逻辑“或”粗糙集模型中的若干度量，举例验证了该模型。 

 

关键词：粗糙集；等价关系逻辑运算；逻辑“与”粗糙集；逻辑“或”粗糙集 

 

1. 引言 

粗糙集理论是波兰数学家 Z. Pawlak 于 1982 年提

出的一种数据分析理论[1]，是一种处理不确定性信息

和知识的数学工具，也是一种有效的软计算工具，其

主要思想是在保持分类能力不变的前提下，通过知识

约简，得出问题的分类规则[2-4]。该理论在决策与分析、

数据挖掘、过程控制、模式识别、机器学习与知识发

现等方面已被成功应用并得到拓展，在医学、化学、

材料学、地理科学、管理学和金融学等其他学科取得

了显著的成果[5-7]。 

Pawlak 经典粗糙集模型是以等价关系为基础的，

在实际应用中受到不同程度的限制。根据应用的需求，

研究者们对经典的粗糙集模型进行了推广，提出了多

种粗糙集模型[5-10]。在 Pawlak 粗糙集模型中，属性集

对应的不可区分关系是一个等价关系，Pawlak 粗糙集

模型就是基于一个等价关系的粗糙集模型．我们将其

进行推广，从关系逻辑运算的角度，由多个等价关系

进行逻辑运算来定义粗糙集的上、下近似。本文从

Pawlak 粗糙集模型的定义出发，将近似算子依等价关

系的逻辑“与”“或”运算进行推广，提出了基于等
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



价关系逻辑“与”“或”运算的粗糙集模型，研究了

模型中近似算子的重要性质，进一步探讨了逻辑“或”

粗糙集模型中概念的粗糙性度量、分类精度和分类质

量的度量，并用实例验证了有关结论。 

2. Pawlak 粗糙集 

为本文后续内容的叙述方便，本节给出一些后文

用到的基本知识。 

设 是一个信息系统[7]，其中：  , , ,S U AT V f
 1 2, , , nU u u u  为论域， 

 1 2, , , mAT a a a  为属性集， 

a
a AT

V V


  ， 是属性 的值域， aV a

:f U AT V 

 , a

为信息函数， ，有,u U a AT   

f u a V 。 

若 AT C D  ，C D ，C为条件属性集，D

为决策属性集，则称 S为目标信息系统，也称为决策

表[6]。 



AR 为属性子集 A AT 对应的等价关系，对论域

构 成 的 划 分 记 为  
A

A R
U R u u U   ， 其 中

    ,
A

AR
u v U u v R  



为对象u在 下的等价类[6,7]。 AR

定义 2.1[6] 设 为信息系统， , , ,S U AT V f

A AT ， X U 。X 关于 A 的下近似和上近似分别

定义为： 

     
A A

A AR R
R X u U R u X   ， 

      
A A

A AR R
R X u U R u X     ， 

当    A AR X R X 时称 X 为 可定义集；当AR

   A AR X R X 时称 X为 粗糙集。 AR

有关粗糙集的更多内容读者可以参考文献[6,7]，

这里不再详述。 

3. 基于等价关系逻辑“与”运算的粗糙集 

基于上一节内容，根据经典粗糙集模型中近似集

的定义形式，我们首先给出基于等价关系逻辑“与”

运算的粗糙集模型。 

记 分别为属性子集
1 2
,A AR R 1 2,A A AT 对应的等

价关系， 1 2,A A

 1 2,A

的逻辑“与”为不可区分关系 

，记 。 ind A    1 2 1 2, NDind A A R A
1 2

AA A A 

定 义 3.1 设  , , ,S U AT V f 为 信 息 系 统 ，

1 2,A A AT ， X U 1, 。X 关于 2A A 逻辑“与”下近

似和上近似定义为： 

         1 2
, 1,2

A Ai i
A A R Ru U i
R X u u X i


       

        1 2 2
, 1,2

A Ai
A A R Ru U i
R X u u X i


       

当    
1 2 1 2A A A AR X R X  时，称 X关于 1 2,A A 为逻

辑“与”可定义集；当    X1 2 1 2A A A AR X R 时，称 X

关于 1 2,A A 为逻辑“与”粗糙集；该粗糙集模型是逻

辑“与”粗糙集模型，记为 AND-RS。 

对于  iA A AT i I   ， 1,2, , I m  ，任意子

集 X U 的逻辑“与”近似集可以从上面定义在等

价关系的数量上进行推广。 

定 义 3.2 设  , , ,S U AT V f 为 信 息 系 统 ，

 iA A AT i I   ，  1,2, ,I m  ， X U 关于 A逻

辑“与”的下近似和上近似定义为： 

       ,
i A Ai i
A R Ru U i

R X u u X i I


      ， 

      ,
i A Ai i
A R Ru U i

R X u u X i I


      ， 

当    
i iA AR X R X  时称 X关于 A为逻辑“与”

可定义集；当    
i iA AR X R X  时称 X关于 A为逻辑

“与”粗糙集。 

由  
1 21 2, A Aind A A R  ，有    

1 2 1 2
( , ) A Aind A A R

u u 


 

   
1 2A AR R

uu  ，根据定义 3.1 可以看到，在有多个条件 

属性的信息系统中，Pawlak 粗糙集模型使用多个等价

关系的不可区分关系对概念作近似，就是通过多个等

价关系逻辑“与”运算实现的，此时逻辑“与”粗糙

集模型和 Pawlak 粗糙集模型是一致的．由此，本文中

不再详细探讨 AND-RS 与定理 2.1 对应的性质，仅给

出 Pawlak 粗糙集模型与 AND-RS 的关系。 

定 理 3.1 设  , , ,S U AT V f 为 信 息 系 统 ，

1 2,A A AT ，X U 。Pawlak 粗糙集模型与 AND-RS

有如下关系： 

     
1 2 1 2A A A AR X R X R X  ， 

     
1 2 1 2A A A AR X R X R X  。 

, 证明：由定义 3.1 和定义 2.1 即证。 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                               HJDM 



徐伟华 等 基于等价关系逻辑“与”“或”的粗糙集 9  |  
 

4. 基于等价关系逻辑“或”运算的粗糙集 

根据上一节的内容，对应的我们可以通过等价关

系逻辑“或”运算来近似概念并定义对应的粗糙集模

型，用各个属性或者属性子集分别来近似刻画一个概

念，为知识发现和模式识别提供更好的的处理方法，

下面我们给出详细叙述。 

对属性子集 1 2,A A AT ，我们用 表示属性

子集
1 2A AR 

1 2,A A

A A

对应的等价关系进行逻辑“或”运算的结

果，记 。  1 2OR ,R A A
1 2



定 义 4.1 设 为 信 息 系 统 ， , , ,S U AT V f 
1 2,A A AT 。 X U 1 2, 关于 A A 逻辑“或”的下近似

和上近似定义为： 

        1 2
, 1,2

A Ai i
A A R Ru U i
R X u u X i


    , 

         1 2
, 1,2

A Ai i
A A R Ru U i
R X u u X i


      , 

当    
1 2 1 2A A A AR X R X  时，称 X 关于 1 2,A A 为逻

辑“或”可定义集；当    X1 2 2A AR X 
1A AR 时，称 X

关于 1 2,A A 为逻辑“或”粗糙集；该粗糙集模型是逻

辑“或”粗糙集模型，记为 OR-RS。 

令  iA A AT i I   ， 1,2, , I m  ，我们记 m

个属性子集对应的等价关系进行逻辑“或”运算为

1 2i mA A A A     ，任意子集 X U 关于 A的逻辑

“或”上、下近似也可以在等价关系的数量上进行推

广。 

定 义 4.2 设 为 信 息 系 统 ， , , ,S U AT V f 
 iA A AT i I   ，  1,2, ,I m  。 X U 关于 A 的

逻辑“或”下近似和上近似定义为： 

      ,
i A Ai i
A R Ru U i

R X u u X i I


    , 

      ,
i A Ai i
A R Ru U i

R X u u X i I


    , 

当且仅当    
i iA AR X R X  时 X 关于 A 为逻辑

“或”可定义集；当且仅当    
iA

R X R X iA
 时 X关

于 A为逻辑“或”粗糙集。 

由定义 2.3 可以得到， u U  ，当    
1 2A A

u u 时

逻辑“或”粗糙集模型退化为 Pawlak 粗糙集模型，此

时即有 1

Pawlak 粗糙集模型、AND-RS 的关系。 

定理 4.1 OR-RS 和 Pawlak 粗糙集模型、AND-RS

有如下关系： 

(a)      
1 2 1 2A A A AR X R X R X   ， 

     
1 2 1 2A A A AR X R X R X   ； 

(b)    
1 2 1 2A A A AR X R X   ， 

   
1 2 1 2A A A AR X R X   。 

证明：(a) 由定义 2.1 和定义 4.1，有 

     
   

1 11

1 1 2
                    

A
A AR

A A A

u R X u X u R X

R X R X





     

 
2A

； 

同理有    
2 1 2A A AR X R X 。 

       
     
   
     

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

                        

                        

A A
A A R R

A A

A A

A A A A

u R X u X u X

u R X u R X

u R X R X

R X R X R X





      

   

 

 


 ；

 

由上证得      
1 2 1 2A A A AR X R X R X   ，同理可证

     
1 2 1 2A A A AR X R X R X   。 

(b) 由定义 2.1 和定义 3.1 我们有 

       
1 2 1 2

, ,
A A A A Ai
R R R R

u U u u u u i    


 1,2 。 

从而  
1 2A Au R X  有  

1A
R

u X 或  
2A

R
u X ，即

有      1 2i or  
1 2A A Ai

R R
u u X  


，故  

1 2A Au R X  ，

从而即证得    
1 2A AR X1 2A AR X  成立； 

 
1 2A Au R X    

有          
1 2

1,2
A A Ai
R R

u X u X i 


   ， 

即有  
1A

R
u X  且  

2A
R

u X  ，故  
1 2A Au R X ，

即证得    
1 2A AR X1 2A AR X  成立。 

对比 Pawlak 粗糙集模型，OR-RS 成立如下性质。 

定 理 4.2 设  , , ,S U AT V f 为 信 息 系 统 ，

1 2,A A AT ， X U 。 X 关于 1, 2A A 逻辑“或”的下

近似和上近似满足以下性质： 

   
1 2 1 2

(O1) A A A AR X R X    ， 

  
1 2 1 2A A A AR X R X    ； 

   
1 2 1 2

O2 A A A AR X X R X     ； 

   
1 2 1 2

(O3) A A A AR R     ， 

   
1 2 1 2A A A AR U R U  U  ； 

2A A 。下面我们研究 1 2A A 时，OR-RS 和 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                               HJDM 



徐伟华 等 基于等价关系逻辑“与”“或”的粗糙集10   |  
 

   
1 2 2 1

(O4) A A A AR X R X   ， 

   
1 2 2 1A A A AR X R X   。 

证明：(O1)由定理 4.1，有 

     
     
    
 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

                  

                  

                  

A A A A

A A

A A

A A

R X R X R X

R X R X

R X R X

R X













   

  

 


； 

  
1 2 1 2A A A AR X R X   得证，用 X 代替 X 即

证得   
1 2 1 2A A A AR X R X   。 

(O1)由定义 4.2，有 

       
 

1 2 1 2

1 2
                        

A A
A A R R

A A

u R X u X u X

u X R X X





     

   
； 

根据 (O1)对偶性可证得  
1 2A AX R X ，性质

   
1 2 1 2A A A AR X X R X   即证。 

(O3)由定义 4.1，有 

      1 2 A Ai i
A A R R
R u u        ， 

      1 2 A Ai i
A A R R
R u u       ， 

   
1 2 1 2A A A AR R    即证； 

由(O1)对偶性，得 

     
1 2 1 2 1 2A A A A A AR U R U R U        ， 

     
1 2 1 2 1 2A A A A A AR U R U R U        ， 

   
1 2 1 2A A A AR U R U U  



即证。 

(O4)由定义 4.1 直接可证。 

定 理 4.3 设 为 信 息 系 统 ， , , ,S U AT V f

1 2,A A AT ， ,X Y U ,． X Y 关于 1 2,A A 逻辑“或”

的下近似和上近似满足以下性质： 

     
1 2 1 2 1 2

O5 A A A A A AR X Y R X R Y       ， 

     
1 2 1 2 1 2A A A A A AR X Y R X R Y     ； 

     
1 2 1 2 1 2

(O6) A A A A A AR X Y R X R Y      ， 

     
1 2 1 2 1 2A A A A A AR X Y R X R Y    ； 

   
1 2 1 2

(O7) A A A AX Y R X R Y     ， 

   
1 2 1 2A A A AR X R Y  。 

证明：(O5)  
1 2A Au R X Y    

1A
u X  

       
1 21 2

(I) A AA A
u X u X u R X       ，

i.e.，    
1 2 1 2A A A AR X Y R X  ； 

       
1 21 2

(II) A AA A
u Y u Y u R Y       ，i.e.，

   
1 2 1 2A A A AR X Y R Y  ； 

证得      
1 2 1 2 1 2A A A A A AR X Y R X R Y     成立。

由(O1)对偶性，可证得另一性质成立。 

(O6)    
1 2 1 2 1 2

( )A A A A A Au R X R Y u R X        

或        1 2 1 2
A A A A

u R Y u X u X      

或      
1 2A A

u Y u Y   ，i.e.， 
1A

u X Y  

或    
1 22
A AA

u X Y u R X Y     ； 

证得      
1 2 1 2 1 2A A A A A AR X Y R X R Y     成立。

由(O1)对偶性，可证得另一性质成立。 

(O7)由定义 4.1 直接可证。 

AND-RS 与 Pawlak 粗糙集模型在本质上和形式

上都是一致的，其性质与 Pawlak 粗糙集完全一致．定

义 4.2 的近似集只是等价关系在数量上的平行推广，

对应性质全部成立，这里不再详细叙述。 

5. OR-RS 中的粗糙性度量、近似分类精度和

近似分类质量 

概念 X U 在 OR-RS 中产生粗糙性的原因也是

由于边界域的存在，OR-RS 中 X 关于 1 2,A A 逻辑“或”

的边界域定义为： 

     
1 2 1 21 2A AR A A A ABn X R X R X

   ． 

边界域越大，概念越粗糙，OR-RS 中概念的粗糙

性度量定义如下。 

定 义 5.1 设  , , ,S U AT V f 为 信 息 系 统 ，

1 2,A A AT ，X U 。OR-RS 中 X关于 1 2,A A 逻辑“或”

的近似精度和粗糙度分别定义为： 

     
1 2 1 21 2A AR A A A AX R X R X

   ， 

     
1 2 1 21 2

1
A AR A A A AX R X R X
    。 

OR-RS 与 Pawlak 粗糙集模型、AND-RS 中的近

似精度和粗糙度满足下面关系。 
Y 或

 
2A

u X 
定理 5.1 设  , , ,S U AT V f 为信息系统， 

1 2,A A AT ，X U 。OR-RS 和 Pawlak 粗糙集模型、Y  
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AND-RS 中近似精度和粗糙度关系如下： 

     
1 2 1 2i A A A AA R RX X X  


 


， 

     
1 2 1 2i A A A AA R RX X X  


 


， 

其中 。 1,2i 

证明：由定理 4.1 和定义 5.1 即证。 

两个概念 ,X Y 粗糙性可以通过粗糙度或精度的

数值大小来比较。对于一个已知的可信知识，同样可

以以其为标准来衡量 1 2,A A


逻辑“或”近似的好坏。

令 是论域 U 的一个已知的划分，是

可信的专家方案或经验结论，该知识独立于

 1 2, ,Y Y

1 2,

, nY

A A AT 对应的知识， 关于 1 2,A A 逻辑“或”的

近似集分别为： 

    1 2 1 2A A A A k kR R Y Y    ； 

    1 2 1 2A A A A k kR R Y Y    。 

下面定义近似分类精度和近似分类质量来度量

1 2,A A 逻辑“或”近似分类的好坏。 

定义 5.2 1 2,A A 逻辑“或”根据 的近似分类精

度定义为： 



     
1 2 1 21 2

1 1
A A

n n

R A A k A A k
k k

R Y R Y
  

 

  ； 

1 2,A A 逻辑“或”根据 的近似分类质量定义为： 

   
1 21 2

1
A A

n

R A A
k

R Y U
 



 k 。 

近似分类精度
1 2A AR 

1 2

表达的是当使用 OR-RS 对概

念进行刻画时，概念可能的描述中精确描述的百分比；

近似分类质量
A AR 

表示的是应用 OR-RS 能确切的划

入 类的对象占所有对象的百分比。 
在目标信息系统 S中，设 ，即单个决策的

情形，记

 D d

 1 2, , , tD D D 



U d ，在 OR-RS 中定义知识

的依赖度如下。 

定义 5.3 设 为目标信息系统，  , , ,S U C d V f 

1 2,A A AT 。在 OR-RS 中决策属性 d 对 1 2,A A 逻辑

“或”的依赖度定义为： 

 1 2 1 2
1

, (
t

A A A A p
p

R d R D U  


 ) 。 

定理 5.2 在目标信息系统 中。  , , ,S U C d V f 

1 2,A A AT 。OR-RS 中依赖度和 Pawlak 模型、

AND-RS 中依赖度有如下关系： 

    1 2 1 2
, ,A A A A AR d R d     , 1,2i 
i

R d ， 。 

证明：由定义 5.3 和定理 4.1 即证。 

上面这些度量可以考查和衡量 OR-RS 近似分类

的好坏，可以通过使用 OR-RS 进一步寻找信息系统的

约简，并进行规则提取的研究，从信息系统中发掘有

价值的信息。 

6. 算例研究 

本节通过一个例子来说明 OR-RS 的应用，并验证

有关性质和结论．我们使用一个项目投资目标信息系

统——表 1(文献[8])，验证 OR-RS。 

此处，仍取  1 2 6 8, , ,X e e e e ，在表 1 中，我们使

用如下符号代表对应属性集： 

L-{Locus}；P-{Population density}；D-{Decision}； 

由各个属性得到的划分为： 

      1 7 2 3 4 5 6 8, , , , , , ,LU R e e e e e e e e  

      1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,PU R e e e e e e e e  

            1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,L PU R e e e e e e e e  

经过计算得到： 

   8LR X e ，  LR X U ，    1 2,PR X e e ， 

   1 2 6 7 8, , , ,PR X e e e e e ， 

     1 2 6 8, , ,L P L PR X e e e e R X   ， 

       1 2 8 1 2 8, ,L PR X e e e e e e   , ， 

           
    
         

 

1 7 1 2 2 3 4 5 6 1 2

2 3 4 5 6 6 7 8

1 7 6 7 8 8 6 7 8

1 2 6 7 8

, , , , , , ,

                , , , , , ,

                , , , , ,

             , , , ,

L PR X e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e

  






  
 
   

 

Table 1. A objective information system 
表 1. 某目标信息系统 

Project Locus Population density Decision
e1 Common Big Yes 
e2 Bad Big Yes 
e3 Bad Small No 
e4 Bad Small No 
e5 Bad Small No 
e6 Bad Medium Yes 
e7 Common Medium No 

e8 Good Medium Yes 
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通过这一结果，我们可以验证定理 3.1、定理 3.2
和 定 理 4.1 成 立 。 从 表 1 中 ， 我 们 还 有 ：

    1 2 6 8 3 4 5 7, , , , , , ,DU R e e e e e e e e 。可以计算得到各个

度量： 

   3 5, 2 5;
L P L PR RX X 
 

     

   1, 0;
L P L PR RX X   
 

 

   , 1 8 , 5 8L d P d  ， ； 

   , 1 , 3L P d L P d    ； 4 。 

由此可以验证定理 4.1，定理 4.2。 

从上面计算可以看出，OR-RS 对概念的近似和计

算的依赖度与 Pawlak 粗糙集模型的结果相比较包含

了更多的知识和信息，在这个简单的例子中选用

OR-RS 考察各个属性要比 Pawlak 粗糙集模型效果要

好．上面例题仅简单说明该模型，对该模型在实际应

用中的效果，可以通过大量数据的实例进行验证，与

其他模型进行比较，进一步验证该模型的实际效果．在

实际的应用过程中要根据不同的应用背景和要求，选

择合适的模型或者多个模型结合使用，在模式识别和

数据挖掘中达到更好的效果。 

7. 结论 

本文从等价关系逻辑“与”运算的角度拓展

Pawlak 粗糙集模型得到逻辑“与”粗糙集模型(AND- 

RS)，对等价关系进行逻辑“或”运算，提出了逻辑

“或”粗糙集模型(OR-RS)，深入研究了 OR-RS 的性

质，定义了该模型中的粗糙型度量、近似分类精度和

近似分类质量，并举例验证说明了该模型．本文从等

价关系逻辑运算的角度推广粗糙集模型，为粗糙集理

论研究提出关系逻辑运算这样一种视角，可以使粗糙

集的研究按照关系运算的思想进行拓展，对于算法实

现和数据挖掘有一定的参考价值。 
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