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Abstract: This paper presents a brief introduction of the iterative multigrid image deformation method which combines 
iterative multigrid approach and image deformation approach for PIV. Major components of the method are discussed in 
detail, including correlation peak finding algorithms, interpolation schemes, velocity interpolation schemes, outlier de- 
tection schemes and weighting windows. 
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摘  要：本文简述了多级网格迭代的图像变形算法的发展，重点介绍了多级网格迭代算法与图像变形算法匹配

进行流场分析的基本原理及计算步骤。对算法的各主要环节进行了详细的讨论，包括相关系数峰值拟合方法，

图形变形的速度场插值方法，亚像素点灰度插值方法，数据剔错方法及窗函数的应用。 
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1. 引言 

粒子图像测速技术(PIV)已被广泛应用于二维瞬

时流场的测量，其中测速算法对 PIV 的测速范围和测

量精度至关重要。互相关算法是 20 世纪 90 年代提出

的 PIV 经典算法[1,2]，但由于诊断窗口位置固定不变，

部分粒子移出诊断窗口，导致信噪比的降低和计算误

差的增大[1]。为减少诊断窗口固定造成的粒子“配对

减少”现象，可采用窗口平移算法，将诊断窗口整体

移动适当的位移来跟随粒子在流场中的运动，如移动

整数像素位移[3,4]或亚像素位移[5]。当诊断窗口内粒子

的运动不一致(如强旋转或剪切流)，窗口平移算法的

效果就不明显了。 

为在复杂流态下更好地跟随诊断窗口内的粒子，

可采用网格细分及图像变形两类方法。网格细分法采

用多级网格迭代法[6]，计算的网格尺寸随迭代次数不

断减小，采用大网格计算大位移，根据大网格的位移

量移动小网格的诊断窗口，再用小网格计算精度更高

的小位移，两者相加得出总位移，从而提高算法的可

测速度范围及空间分辨率。图像变形法就是将诊断窗

口按当地流场的运动形态进行扭曲变形，从而最大限

度跟随粒子的运动。图像变形最早由 Huang 等[7]提出，

通过计算速度梯度，运用运动学公式对诊断窗口进行 
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变形，从而提高了复杂流态下位移的计算精度；为提

高窗口变形的精度，Tokumaru 和 Dimotakis[8]将位移

的高阶偏导数引入窗口变形计算，但计算量随参数个

数呈指数增加；为平衡计算量及计算精度，

Jambunathan 等[9]只引入旋转及剪切两个参数。 

Scarano 和 Riethmuller[10]将多级网格迭代和图像

变形算法相结合，提出多级网格迭代的图像变形算

法，用粗网格的计算结果为图像变形提供第一次的估

计位移，对细分网格采用图像变形提高位移计算精

度，如今该算法已经被广泛的接受和应用[11-14]，并不

断有研究者对其主要构成部分(如速度场插值方法、窗

函数等)进行补充和发展。 

本文对该算法的基本原理做了介绍，并详细说明

算法的计算步骤及注意事项，并将其他作者对该算法

的发展及完善内容进行归纳总结，使读者对该算法具

有全面的了解并易于编程实现。 

2. 多级网格迭代的图像变形算法原理 

2.1. 多级网格迭代算法 

多级网格迭代算法的主要贡献在于提高了空间

分辨率和计算精度，增大了速度梯度的测量范围。

Scarano 和 Riethmuller[6]指出，对于无多级网格迭代的

算法，其可测速度范围如下： 

max min max 0
1

min min min

1
U U l W

c
U l l


   1       (1) 

其中， 、 为可测的最大、最小速度； 、

为可测的最大、最小位移； 为诊断窗口的边长；

maxU minU maxl

minl 0W

1 max 0Wc l ，为保证较高的置信度， 值一般不超过

0.2~0.3，即“1/4 准则”。 
1c

引入多级网格迭代方法后，利用大网格诊断窗口

的计算位移对小网格诊断窗口进行平移，从而解耦可

测最大位移与小诊断窗口边长间的联系，新的测速范

围如下： 

max min
1

min min

1KU U RW
c

U l

             (2) 

其中，K 是多级网格的级数，网格尺寸从大到小排列；

是 k级诊断窗口的尺寸， ； kW 1,2, ,k K 

1 KR W W ，是网格细化比例因子； 1 max 1c l W  ，

 1c  0.2,0.3 。 

对比(1)及(2)两式可知，对于诊断窗口最终尺寸一

致  0 KW W 的无迭代算法与多级网格算法，多级网

格算法可将速度梯度测量范围增大 R倍。故应用多级

网格迭代算法可消除 与maxl KW 间的“1/4 准则”限制，

极大提高了速度测量的范围，但需指出的是，初级诊

断窗口的尺寸仍受“1/4 准则”的制约。 

2.2. 图像变形算法 

图像变形算法按照流场运动形态对诊断窗口进

行变形，从而使两幅计算图片间的配对粒子数量到达

最大，提高位移计算精度。 

由于诊断窗口内粒子的位移并不相等，而是存在

空间分布，Scarano 和 Riethmuller[10]用泰勒展开法对

位移分布进行拟合，对于  ,x y 点的速度  ,u x y ，其

关于  0 0,x y 点的二阶泰勒展开式如下： 
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其中，  0 00.5 , 0.5x x W x W   ， 

 0 00.5 , 0.5y y W y W   ，W 是诊断窗口尺寸，

 00 ,x y 为诊断窗口中心坐标， xu 、 xxu 分别为 u对 x

的一阶及二阶导数，其他偏导数的定义类似；  ,v x y

的展开同理。 

由(3)式可知，窗口平移算法实际上是用 0 阶泰勒

展开法对诊断窗口进行变形。图 1 比较了经典互相关、

窗口平移及图像变形算法对诊断窗口进行变形的差

异。 

图 1 中，a、b 表示两幅图片中用来进行互相关计

算的诊断窗口；实圆圈表示真正匹配的相关粒子，空

圆圈代表不匹配的粒子；b 图中实线框、虚线框及点

划线框分别表示互相关、窗口平移及图像变形算法采

用的诊断窗口。对于互相关算法，由于没有采用窗口

平移技术，B1 中含有较多的不匹配粒子干扰相关计

算，所以 Keane 和 Adrian[1]提出“1/4 准则”来限制不

匹配粒子所占的比重。由于窗口平移算法通过平移诊

断窗口适当的像素以跟随粒子的运动，较大的减少了

不匹配粒子的比重，从而弥补经典互相关算法的不

足；但该算法只对诊断窗口内粒子位移差异较小的条 

Copyright © 2013 Hanspub 35 



多级网格迭代的图像变形算法在 PIV 中的应用 

Copyright © 2013 Hanspub 36 

 

A1

B1 B2

A2 A3

B3

 
(a)                            (b)                                (c) 

(a) 互相关算法；(b) 窗口平移算法；(c) 图像变形算法 (1 阶) 

Figure 1. Comparison of interrogation window deformation 
图 1. 不同算法下的窗口变形 

 
Table 1. Parameters in taylor series expansion 

件适用，对于存在较大流速梯度的流场(如图 1(c))，

虚线框中仍存在较大比重的不匹配粒子，导致计算精

度降低。图像变形算法利用流速梯度对诊断窗口进行

变形，极大的减少了不相关粒子的比重，增大了位移

计算的精度。 

表 1. 泰勒展开阶数对应的参数及计算复杂度 

展开阶数 0 1 2 

参数个数 2 6 12 

对应参数 u, v 
, ,

, , ,x y x y

u v

u u v v  
, , , , , ,

, , , , ,
x y x y

xx xy yy xx xy yy

u v u u v v

u u u v v v
 

计算复杂度  22

0W   62

0W   122

0W  
虽然可以采用更高阶的泰勒展开逼近，但

Tokumaru 和 Dimotakis[8]指出，展开阶数越高，计算

时间越长，见表 1，其中 W0是诊断窗口的尺寸。 
 

2) 需要利用一定的拟合方法，确定相关系数峰值

的亚像素位置； 2.3. 多级网格迭代的图像变形算法的计算步骤 
3) 插值算法的选择会影响图像变形的质量； 

多级网格迭代的图像变形算法的详细计算步骤

为： 

4) 若两幅图片都分别进行了 1/2 位移的变形，而

计算区域固定在中心位置，则可得到二阶精度的位移

估计； 1) 对两帧图片进行大网格的节点流速场计算，得

出大诊断窗口的平均位移，剔除不合理数据并插值，

建立一帧与第一帧图片相同的临时图片； 

5) 当像素点位移的终点不处于整数像素时，需要

进行亚像素点灰度插值，插值方法的选择较为重要； 

6) 较优的剔错算法可以有效剔除错误矢量； 2) 根据相邻区域内大网格计算的节点位移插值

得到诊断窗口内每个像素点的位移，得出像素点位移

场； 

7) 采用 FFT 法进行互相关计算会引入频谱泄露

等问题，必须通过加窗函数来减低此项影响； 

8) 由上一级网格的像素点位移场计算次一级网

格内像素点位移的平均值，加上次一级网格相关计算

的位移，得出次一级网格的节点位移[15]。 

3) 在第二帧图片中定出像素点位移场的位置，插

值计算该位置的灰度值并赋给临时图片中与第一帧

图片对应的像素点(即图像变形)； 

4) 细化网格尺寸，计算临时图片相对于第一帧图

片的小位移； 
3. 拟合、插值、剔错方法及窗函数的应用 

3.1. 相关系数峰值拟合方法 5) 将前后两级网格的节点位移相加，得到总位

移，剔错插补，得到次一级网格的节点位移； 若不采用拟合方法拟合相关系数峰值的位置，则

PIV 的位移计算精度只能达到像素级别；当采用一定

的拟合方法后，位移计算可以精确到亚像素级别。常

用的相关系数峰值拟合方法有抛物线、3 点高斯、质

心及 Whittaker 重构拟合法[2,16]；Forliti 等[17]分析上述

四种插值方法，发现 3 点高斯拟合方法具有最小的偏 

6) 重复 2~5 步，或当达到迭代次数时结束计算，

算法的计算流程见图 2。 

在以上步骤中，需要注意以下问题： 

1) 为保证足够的计算置信度，初级诊断窗口的尺

寸应该满足 1/4 准则； 
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Figure 2. Flow chart of the iterative multigrid image deformation method 
图 2. 多级网格迭代的图像变形算法计算流程图 

 

差和总误差。 

计算两诊断窗口的互相关系数时，x 方向的相关

系数可能出现如图 3 所示的情况(y方向情况相同)。图

中，横坐标为诊断窗口 x 方向的像素点坐标，

 min max,x x x ， min maxx x、 为诊断窗口的左、右边界；

纵坐标为对应像素点的相关系数值；②表示相关系数

最大值出现在诊断窗口内部，①、③分别表示相关系

数最大值出现在诊断窗口左、右边界。对于上述 3 种

情况，相关系数峰值位置的拟合公式分别为： 
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(4) 

其中，下标 0 表示相关系数最大值所在的整数像素点，

下标±1、±2 分别表示相差±1、±2 个像素点；R 表示

整数像素点对应的相关系数值； gx 表示高斯公式拟合

峰值所处的亚像素点坐标。 

需指出，实际计算中情况②的置信度最高，对于

①、③两种情况，由于最大峰值出现在诊断窗口边缘，

意味着粒子最大位移已经为 1/2 诊断窗口尺寸或更

大，即真实的位移可能已在诊断窗口外，此时计算的

相关系数置信度较低或出现错误，应尽量避免此种情

况的发生，即初级诊断窗口应尽量满足 1/4 准则。 

3.2. 图像变形的速度场插值方法 

对诊断窗口进行变形时，无论是只涉及旋转及剪

切两个参数，还是用泰勒展开法近似，计算过程都较

为复杂，计算量也较大，有必要采用简单的方法来近

似考虑速度梯度引起的变形。Scarano[11]将互相关计算

的网格节点位移，用双线性插值法插值到图像中每一

个像素点，构建像素点位移场，利用像素点位移场进

行图像变形，相当于对诊断窗口按流场信息进行了变

形；线性插值可以看成 1 阶泰勒展开，高阶的插值方

法近似于高阶的泰勒展开，从而速度梯度引起的变形

就可以通过插值方法来近似。 

当网格间距较小时，双线性插值可以得到较好的

精度；但是当网格间距较大时，双线性插值法就会扭

曲位移信号。Astarita[18]分析双线性、平移双线性、B

样条及 FFT 插值算法得出：双线性插值方法只能得到

较为粗糙的像素点位移场；平移双线性插值方法在低

频位移场下会引进噪声；FFT 插值法缺点是对远处数

据点很敏感；插值精度最高的是 B 样条方法，且 2 阶

B 样条能适用于大部分实际情况。 

3.3. 亚像素点灰度插值方法 

虽然相关系数峰值计算精确到亚像素级别可以

提高位移精度，但却给图像变形带来难题。当由像素

点位移场得出某像素点前一时刻(或前后 1/2 时刻)的

位置不处于整数像素时，无法提取出此位置的灰度信

息(只有整数像素才有)，只能依靠插值方法插值得到

此处的近似灰度值，而应用最广泛的是双线性插值法
[7,11,19]。 

Astarita和Cardone[20]、Astarita[21]及Kim和 Sung[22]

曾系统的对亚像素点灰度插值方法进行了分析。

Astarita 和 Cardone[20]利用随机生成的常数位移图片，

在图像无噪声和有噪声影响的条件下，详细比较了 4

种不同类型的插值方法，分别为：多项式类(双线性，

双二次，双三次)、单纯形类(4 种模板)、辛克函数类(包

括 FFT)及 B 样条类插值。当图片无噪声时，插值方

法类型会明显的影响计算精度，模板越大、插值函数

的阶数越高[20]，插值的精度越高；但当图片的噪声含

量较大时，插值方法的类型对精度的影响较小[21]。Kim 

Copyright © 2013 Hanspub 37 



多级网格迭代的图像变形算法在 PIV 中的应用 

 

Rx0 Rx0

Rx0 

Rx1
Rx1Rx−1

Rx−1 

Rx−2Rx2 
Xg Xg 

X0 X0 X0 X1 X1X−1 X−1 X−2X2 

② Xg

① ③ 

拟合高斯曲线 

拟合曲线最大值点 

 

Figure 3. Gaussian curve-fitting 
图 3. 相关系数峰值的高斯曲线拟合法 

 

和 Sung[22]利用人工合成的两种流态(均匀流及剪切流)

的无噪声图片，分析了 7 种插值算法，分别为双线性、

双二次、双三次、B 样条、辛克函数、拉格朗日及高

斯插值法。结果表明，对于均匀流，辛克函数及拉格

朗日插值方法结果最好；对于剪切流，插值方法的类

型对误差几乎没有影响；插值方法的误差主要受粒子

粒径的影响，随粒子粒径的增加而减小。 

文献[22]的“插值方法的误差随粒子粒径增加而

减小”的观点，从某一角度正好和文献[21]的“噪声

级别很高的情况下，插值算法的类型对计算精度影响

不大”的观点相一致。如果认为粒子周围就是噪声，

那么粒子半径越小，意味着周围噪声越大，故插值方

法作用越不显著。大噪声条件下，高阶插值方法的计

算误差反而更大。因为高阶插值方法所需的模板节点

数比低阶插值法多，在高噪声条件下，引入的噪声成

分更多，插值得到的亚像素点的灰度值失真较大，计

算结果自然很差，建议对于实际图片应采用双线性插

值法。 

3.4. 数据剔错方法 

受相机、激光、粒子均匀性及其他因素的影响，

PIV 图片局部可能存在较大的噪声，导致计算出现错

误矢量，此时可采用剔错算法检测出错误矢量并插值

替换。Raffel 等[23]比较了 9 种数据剔错方法，分别为：

直接数据量级剔错法、全局直方图法、动态均值法、

速度差检验法、中值检测法、标准化中值检测法、最

小相关滤波法、峰值高度比滤波法及信噪比滤波法，

其中剔错效果最好的是标准化中值检测法[24]。 

标准化中值检测法公式如下： 

0
0

m
thresh

m

U U
r

r





 


             (5) 

其中，U 待检测节点的速度值； mU 0U 围 8 个

节点速度值的中值，即U

0 是 是 周

U ； 1 2 8median , , ,m U U 

 8,m mU U U1median ,mr U  ；ε 反映了互相关

算法可接受的峰值波动范围，建议取 ε = 0.1； thresh 是

剔错临界值，建议取 2，如果 0 threshr  ，就认为 是

不合理速度值并将其删除，一般用周围 8 点速度值的

均值插补。 

0U

3.5. 窗函数的应用 

用 FFT 方法计算诊断窗口相关系数时，相当于对

原图像加了一个和诊断窗口同尺寸的二维矩形窗，从

而扭曲了真实相关系数的计算值，且诊断窗口越小，

扭曲度越大。为此，必须引入窗函数降低矩形窗的影

响。 

Nogueira 等发现 sinc 函数(矩形窗函数的频域函

数)负瓣中的负频率会导致计算的不稳定[19]，并构造出

3 种频谱全为正值的窗函数[19,25,26]，指出添加此类窗

函数可以提高 PIV 的计算稳定性及空间分辨率[27]。

Florio 等[28]及 Scarano[29]将高斯窗函数应用到相关系

数的计算中。Astarita[30]详细分析了 6 种类型的窗函数

(矩形，三角形，高斯，布莱克曼，凯塞及 Nogueira

等(1999[19], 2005a[25], 2005b[26])提出的窗函数)，并组合

运用在互相关及诊断窗口中心点位移的计算中，指出

窗函数的尺寸及不同组合方式都会较大的影响图像

变形算法的精度、空间分辨率及稳定性。 

总结前人的研究成果表明，应用窗函数时必须同

时考虑其在频域及时域内的分布，矩形窗函数虽然在

时域内最优，但频域内最差；Nogueira 提出的窗函数

在频域内较好，但时域内较差；Gauss 窗函数在时频

域内达到较好的折中。 

4. 小结 

本文简述了多级网格迭代的图像变形算法的发
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展过程，介绍其两大核心算法(多级网格迭代算法及图

像变形算法)的基本原理及计算步骤，并详细讨论了算

法中涉及到的拟合、插值、剔错算法和窗函数。建议

采用 3 点高斯拟合算法进行相关系数峰值拟合，用双

线性插值法插值亚像素点灰度值，利用 2 阶 B 样条插

值法构建像素点位移场，使用标准化中值检验法进行

数据剔错，添加高斯窗函数进行 FFT 相关系数计算。 
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