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摘  要 

在流体力学中应用深度学习的技术成为研究热点，但是目前使用的纯粹数据驱动的神经网络模型，不具

备物理知识定律的可解释性，而且作为预测模型时，其预测准确度较差。基于此，提出了耦合物理定律

的神经网络模型，以层流二维圆柱绕流为例，实现了对流体动力学方程(N-S方程)的耦合与近似求解，并

对模型的短时流场预测能力进行了验证。结果表明：该模型可以使用少量的训练数据对控制方程进行近

似求解，对相应已知时刻的流场进行重建；进行未知时刻流场的预测时，与相同条件下纯数据驱动的神

经网络流场预测模型相比，该模型具有更小的预测误差。 
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Abstract 
In recent years, the application of deep learning technology in fluid mechanics has become a re-
search hotspot. However, currently pure data-driven neural network models do not have the in-
terpretability of the laws of physical knowledge, and when used as a prediction model, its predic-
tion accuracy is poor. Based on this, a neural network model coupled with the laws of physics was 
developed. Taking laminar two-dimensional cylindrical flow as an example, the approximate solu-
tion of the N-S equation was achieved, and the short-term flow field prediction ability of the model 
was verified. The results show that the model can use a small amount of training data to approx-
imate the governing equations and reconstruct the corresponding flow field. When predicting the 
flow field, the model has smaller prediction error than pure data-driven neural network model 
under the same conditions. 
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1. 引言 

在工程领域，许多问题都可以归结为一个非线性过程，也即非线性方程，而数据驱动的神经网络算

法具有很强的非线性建模能力，理论上可以逼近任意非线性问题的解[1]，因此，近年来，以数据驱动的

神经网络算法在各个领域得到了广泛的应用，如模式识别[2]，自然语言处理[3]，图像处理等[4]。流体力

学问题其本质属于非线性系统问题，借助于流体力学领域的大量高精度数据，在流体力学中应用神经网

络技术成为了研究热点。使用神经网络进行流场预测的方法有两种：纯数据驱动方法；引入先验知识的

耦合方法[5]。许多研究者使用纯数据驱动神经网络方法对流体力学问题进行研究[6]，王德明使用纯数据

驱动的 BP 神经网络方法对风电场短期风速预测进行了研究[7]。赵超以 S 形进气道为例对沿程壁面静压

短时内随时间的变化进行了预测[8]。但是纯数据驱动方法只关心神经网络输出量的准确性，不关心计算

过程中的物理机理，因此该方法不仅缺少物理定律的可解释性，而且预测能力也难以保证。而引入先验

知识的耦合方法不仅要求输出量的准确性，同时要求输出量满足相应的先验知识，而且引入先验知识相

当于对神经网络的参数规模进行了限制，为模型增加了正则化项，可以有效提升神经网络的性能[9]。引

入先验知识的耦合方法最先由 Joerding W. H.提出[10]，并由许多领域的相关研究者进行了验证：娄海川

[11]充分挖掘化工过程的先验知识，提出了过程先验递归神经网络，取得了良好的建模精度；周彦辰[12]
在水质的预测应用中，以组分输运方程为例提出了一种耦合机理先验神经网络，提高了神经网络的预测

以及非线性拟合能力；Raissi M. [13] [14]以多个领域不同的非线性偏微分方程为例，提出了耦合非线性偏

微分方程的深度神经网络，实现了对非线性偏微分方程的近似求解。 

但是目前耦合的先验知识过于简单，包括单调性，对称性等，即便对于有明确控制方程的过程，也

仅仅局限于对单一方程的耦合，而且耦合方法需要引入不必要的假设，较为繁琐，缺少对模型在未知的

新数据上预测能力的验证工作。而在计算流体力学中，非线性过程所涉及到的控制方程往往包含若干个，
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如连续性方程，不同方向的动量方程，能量方程等[15]，故在 Raissi M.的研究基础上，本文以层流二维

圆柱绕流为例，尝试将涉及的所有控制方程与神经网络进行耦合，对耦合方法进行简化，实现对控制方

程进行近似求解，最后比较纯数据驱动神经网络模型和耦合控制方程的模型在流场短时预测效果上的优

劣。 

2. 引入非线性方程的神经网络 

2.1. 神经网络模型 

从结构上讲，神经网络模型包括全连接神经网络(FCNN)，卷积神经网络(CNN)，递归神经网络(RNN)
以及各种神经网络模型的变体。不同结构的神经网络都有其适合处理的问题，比如：FCNN 具有很好的

普适性，CNN 对图像问题有很好的表现，RNN 对时间序列数据具有较高的精度。从神经网络的层数上

来说，神经网络模型可以分为浅层神经网络和深度神经网络模型，二者的区分没有明确的界限，一般将

小于等于 3 层的归为浅层，更多层数的都可以归为深度神经网络模型，理论上来说相同条件下深度神经

网络比浅层神经网络具有更好的拟合效果[16]。 

神经网络主要包括四个要素：神经元，激活函数，损失函数，误差反向传播算法：神经元是神经网

络的基本单位；激活函数是神经网络的非线性因素，使神经网络具有非线性拟合能力；损失函数描述了

模型预测值与真实值之间的误差；误差反向传播算法是使用梯度下降法以及链式求导法则最小化损失函

数并更新模型参数的方法。 

神经元将上一层神经元的输出作为其输入，并经过激活函数的非线性作用得到自身的输出，其数学

形式如下： 

1

N

out i i i
i

x f w x b
=

 = + 
 
∑                                   (1-1) 

其中 xi表示上一层第 i 神经元的输出，也即第 i 个输入，wi表示和上一层第 i 个神经元之间的连接权值，

bi为偏置，函数 f 表示非线性激活函数。 

神经网络模型的输入通过内部神经元的层层传播，最终得到神经网络模型的输出 yout。由于流场预测

属于回归问题，则可以构建均方差损失函数(MSE)： 

( )2

1

1
2

N

i out
i

loss y y
N =

= −∑                                 (1-2) 

最后使用误差反向传播算法可以进行 loss 的最小化，从而实现神经网络参数 wi，bi的更新： 

( )
,

, arg min
i i

i i w b
w b loss=                                    (1-3) 

2.2. 引入非线性方程的神经网络模型 

考虑非线性偏微分方程： 

( )( )1 2 1, , , , , , ; 0i n nx x x x x λ−Ω =                               (1-4) 

式中 xi表示与偏微分方程相关的物理量，即方程的参数，λ表示偏微分方程的系数。 

定义辅助函数 h： 

( )( )1 2 1, , , , , , ;i n nh x x x x x λ−= Ω                                (1-5) 

使用一部分参数作为神经网络的输入值，另一部分作为输出值，则根据模型输入值以及输出值，可
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以对 h 进行计算，若使得 h 的值逼近于 0，则表明神经网络的输出值无限接近于满足对应的非线性偏微

分方程。所以为了对神经网络模型耦合偏微分方程，不仅需要对损失函数 loss 最小化，同时还要对 h 进

行最小化。因此最终的损失函数可以由两部分构成： 

( )22 2

1 1 1

1 1 1
2

N N N

total i out
i i i

loss loss h y y h
N N N= = =

= + = − +∑ ∑ ∑                     (1-6) 

那么，使用误差反向传播算法对神经网络参数的更新： 

( )
,

, arg min
i i

i i totalw b
w b loss=                                      (1-7) 

使用这样的方法，无论非线性偏微分方程多么繁杂，都可以简单明了地将其嵌入到神经网络模型中

去。同时在损失函数中引入关于非线性偏微分方程的损失项，相当于机器学习理论中对损失函数添加的

正则化项，可以有效地防止过拟合。 

确定模型的算法流程如图 1 所示： 

 

 
Figure 1. Algorithm flow 
图 1. 算法流程 

 
本文采用 6 个隐藏层的全连接深度神经网络作为问题的研究工具，每个隐藏层包含 50 个神经网络节

点，使用 tanh 激活函数，Adam 优化算法，初始学习率设置为 0.005。 

3. 控制方程的耦合以及流场预测 

3.1. 案例及数据概况 

本文所研究的实例为不可压缩流体的二维圆柱扰流[13] [14]问题，雷诺数为 100，这种情况下可以表

现出稳定的层流卡门涡街现象。如图 2 所示，所选择的数据来自层流二维圆柱扰流尾流场高精度解(基于

Nektar++的谱/hp 有限元法得到[17])。本文的工作都基于数据采集区展开。 

其中： 

时间 [ ]0,2t∈ ， [ ]0,199tN ∈ ，共计 200 个时刻； 
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Figure 2. Data collection 
图 2. 数据采集 

 
横坐标 [ ]1,8x∈ ， [ ]0,99xN ∈ ，均分为 100 个横坐标。 
纵坐标 [ ]2,2y∈ − ， [ ]0, 49yN ∈ ，均分为 50 个纵坐标。 
每个时刻包含 5000 个坐标点，总数据量为 100 万个，所包含的状态量有：x 方向速度 u，y 方向速度

v，以及压力 p。以[x, y, t]作为神经网络模型的输入值，以[u, v, p]作为神经网络模型的输出值。 

3.2. 控制方程的耦合 

在计算流体力学中，就本例而言，所需要的控制方程包括连续性方程以及动量守恒方程(N-S 方程，

忽略质量力)： 
连续性方程： 

0u v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                      (2-1) 

N-S 方程： 
2 2

2 20.01u u u p u uu v
t x y x x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                         (2-2) 

2 2

2 20.01v v v p v vu v
t x y y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                         (2-3) 

根据 1.2 中在神经网络模型中引入非线性偏微分方程的方法，定义 hc，hu，hv如下： 

c
u vh
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

                                    (2-4) 

2 2

2 20.01u
u u u p u uh u v
t x y x x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                       (2-5) 

2 2

2 20.01v
v v v p v vh u v
t x y y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                       (2-6) 

本例中，没有耦合控制方程(纯数据驱动模型)的损失函数为： 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1

1 1 1
2 2 2

N N N
t p t p t p
i i i i i i

i i i
loss u u v v p p

N N N= = =

= − + − + −∑ ∑ ∑                 (2-7) 

式中： t
iu ， t

iv ， t
ip 为速度压力的真实值， p

iu ， p
iv ， p

ip 为神经网络给出的速度压力的预测值。 
通过神经网络的预测值以及神经网络的输入值可以对 hc，hu，hv 进行计算，并对其最小化，使得神

经网络模型的输出值满足连续性方程和 N-S 方程，实现对流体动力学方程的近似求解。若将其看成损失

函数的一部分，那么最终的损失函数可以写为： 
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c u vtotal h h hloss loss loss loss loss= + + +                            (2-8) 

其中： 

2

1

1
c

N

h c
i

loss h
N =

= ∑                                         (2-9) 

2

1

1
u

N

h u
i

loss h
N =

= ∑                                        (2-10) 

2

1

1
v

N

h v
i

loss h
N =

= ∑                                        (2-11) 

通过这种方式，可以成功将流体力学问题的控制方程嵌入到神经网络模型中。 

3.3. N-S 方程近似求解 

使用 Nt = 0 到 Nt = 99 内 50 万个数据，从中随机选取 5000 个点进行模型的训练，训练步数 30,000
步。使用训练完成的神经网络模型，对 0~99 Nt的数据采集区的速度场和压力场进行重建。选择 Nt = 50
时刻的压力场和速度场计算结果，结果如下： 

定义 L2 范数相对误差： 

2

2

L2_error
true pred

true

=
−U U

U
                                 (2-12) 

式中 Utrue，Upred分别表示流场状态量的真实值以及神经网络预测值的向量形式。 
 

 

Figure 3. Nt = 50 Predicted velocity field and real velocity field of x-direction 
图 3. Nt = 50 时刻 x 方向预测速度场与真实速度场 
 

 

Figure 4. Nt = 50 Predicted velocity field and real velocity field of y-direction 
图 4. Nt = 50 时刻 y 方向预测速度场与真实速度场 
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Figure 5. Nt = 50 Predicted and actual pressure fields 
图 5. Nt = 50 时刻预测压力场与真实压力场 

 

对 { }10,20,30,40,50,60,70,80,90tN = 的速度和压力的 L2 范数相对误差进行计算，结果如下： 

 
Table 1. The L2 norm relative error between the true value and the predicted value of u, v, p at the main moment 
表 1. 主要时刻 u, v, p 的真实值与预测值的 L2 范数相对误差 

Nt 10 20 30 40 50 60 70 80 90 mean 

L2_error_u 0.40% 0.31% 0.27% 0.27% 0.32% 0.27% 0.28% 0.33% 0.36% 0.31% 

L2_error_v 1.29% 0.91% 0.89% 0.91% 0.80% 0.79% 0.83% 0.82% 1.13% 0.93% 

L2_error_p 1.32% 1.04% 1.03% 1.23% 1.31% 0.97% 1.35% 1.25% 1.53% 1.23% 

 

通过图 3~5 可以直观地看出该神经网络模型重建的速度场和压力场可以与真实流场良好的吻合。由

表 1 可知，神经网络模型在各个时刻重建的流场具有很小的 L2 范数相对误差，表明模型可以实现对计算

域内流场的准确建模，实现了对控制方程组的近似求解。 

3.4. 基于神经网络流场预测模型 

流场的预测在气象，风电等领域都有实际应用需求，但是实际过程往往存在建模困难等实际问题，

所以考虑使用神经网络模型作为短期的流场预测模型。依旧采用二维圆柱扰流的数据集，以 x 方向速度 u
的流场短时预测效果为研究对象，L2 范数相对误差为评价指标，对耦合控制方程的神经网络流场预测模

型和纯数据驱动的神经网络流场预测模型进行对比验证。 

由于涉及到未知时刻的流场预测，需要充分利用现有数据，故可以在计算能力之内，适当增加训练

时用的数据量。使用 Nt = 0 到 Nt = 99 内 50 万个数据，从 50 万数据点中随机选取 50,000 个数据(保证每

个时刻 5000 个点中选择 500 个数据点)作为训练数据，训练步数为 30,000 步，而验证数据集选择完全未

知的 100~120 Nt时刻的数据，进行两种方法对流场未来趋势预测能力对比验证。使用训练完成的两个神

经网络模型，以速度 u 为例，分别对 Nt = 110 的 x 方向速度 u 进行预测结果如下： 
从图 6，图 7 中可以直观的看出：除去一些细微的差别，两种神经网络流场预测模型都可以实现对

Nt = 110 时刻的尾流场的预测，预测结果与真实流场基本吻合。 
为了从 L2 范数相对误差上进一步说明二者的预测能力的差别，对两种神经网络模型进行五次试验，

二者使用相同的训练数据集，但每次使用的训练数据集不同，训练步数均为 30,000 步，其他超参数保持

不变。每次使用训练好的模型分别对 Nt = {100, 102, 104, 106, 108, 110, 112, 114, 116, 118, 120}时刻的 x
方向速度 u 进行预测，并计算五次各个时刻的平均 L2 范数相对误差，结果如下： 
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Figure 6. Nt = 110 The predicted results of pure data-driven neural network model 
图 6. Nt = 110 纯数据驱动神经网络模型预测结果 

 

 
Figure 7. Nt = 110 The predicted results neural network model coupled with governing equations 
图 7. Nt = 110 耦合控制方程的神经网络模型预测结果 

 

从图 8 中可以看出，作为流场的短时预测模型，二者都实现了不错的预测效果，但是与纯数据驱动

的神经网络流场预测模型相比，耦合控制方程的模型在短时流场预测中具有更小 L2 范数相对误差，而且

具有更小的误差增长速率。这表明在神经网络模型中耦合控制方程，增加物理定律的约束，可以一定程

度上提高模型的预测能力。 
 

 
Figure 8. The average L2 norm relative error of two models 
图 8. 两种模型平均 L2 范数相对误差 

4. 结论 

(1) 以层流二维圆柱扰流为例，提出了耦合控制方程(组)的一般方法，开发了耦合流体动力学方程的
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神经网络模型，并利用少量数据实现了对相应区域流场的重建以及控制方程的近似求解。 

(2) 以流场的短时预测为研究对象，对比了纯数据驱动与耦合控制方程的神经网络流场预测模型的流

场预测能力，表明相同条件下后者具有更高的预测精度。 
(3) 虽然这种方法取得了不错的效果，但是由于神经网络模型嵌入了过多的非线性方程，导致引入了

更多的矩阵运算，所以模型的训练代价较大，所以在未来的工作中，会将重点放在模型的优化上，同时

考虑应用在更加复杂的流动问题上。 
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