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摘  要 

对流扩散方程作为偏微分方程一个很重要的分支，在很多的领域都有着广泛的应用，如流体力学、气体

动力学等。由于对流扩散方程很难通过解析的方法得到解析解，所以通过各种数值方法来求解对流扩散

方程在数值分析中占有很重要的地位。本文研究了对流扩散特征值问题的间断伽辽金有限元法，并给出

了误差估计。 
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Abstract 
Convection-diffusion equations are an important class of partial differential equations that arise 
in many scientific fields including fluid mechanics, gas dynamics and so on. Since these equations 
normally have no closed form analytical solutions, it is very important to have accurate numerical 
approximations. In this paper, we study the discontinuous Galerkin finite element method for 
convection-diffusion eigenvalue problems, and we present error estimates. 
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1. 引言 

对流扩散特征值问题可运用于流体力学、能源开发和电子科学等多个领域。因此利用有限元方法求

解对流扩散特征值问题引起了越来越多学者的研究兴趣。例如讨论对流扩散特征值问题的后验误差估计、

讨论对流扩散特征值问题的多水平校正方法，讨论自适应算法等等。因此，有限元方法解决这一问题成

为引起数学和物理领域关注的重要课题。文献[1]讨论了对流扩散特征值问题的 Crouzeix-Raviart 元二网格

离散方法、文献[2]讨论了自适应算法、文献[3]讨论了自适应同伦方法等等。DG 方法的主要特点是测试

函数沿网格中的面(或边)不连续，具有局部质量守恒、易于与其他方法相结合、hp 自适应、处理多边形

网格等优点。因此，DG 方法已经开发出了许多问题，例如文献[4]。此外，DG 方法还被用于解决各种特

征值问题，如拉普拉斯特征值问题[5]、经典的自伴随斯特克洛夫特征值问题[6]、非自伴随斯特克洛夫特

征值问题[7]等。本文研究了对流扩散特征值问题的 DG 方法的先验误差估计。 

2. 基础理论准备 

设 2RΩ ⊂ 是一个具有 Lipshitz 边界 ∂Ω的有界域，设 n是 ∂Ω的单位外法向量，考虑 Dirichlet 边界条

件特征值问题；求 Cλ ∈ 和 ( )1
0u H∈ Ω ，使得 

, in ,
0, on ,

u u cu u
u

λ−∆ + ⋅∇ + = Ω
 = ∂Ω

b
                              (2.1) 

表示 

( ), d ,u v uv x
Ω

= ∫  

并定义连续的双线性形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0, , , , , , .a u v u v u v cu v u v H= ∇ ∇ + ⋅∇ + ∀ ∈ Ωb                   (2.2) 

假设 b 和 c 是Ω 上的有界函数，∇⋅b 存在且满足 

1 0, in .
2

c− ∇ ⋅ + ≥ Ωb  

在这些假设下，存在与 u、v 无关的两个正常数 A 和 B，使得双线性形式 ( ),a ⋅ ⋅ 满足 

( ) ( )

( ) ( )

1
01, 1,

2 1
01,

, , ,

, ,

a u v A u v u v H

a v v B v v H

Ω Ω

Ω

≤ ∀ ∈ Ω

≥ ∀ ∈ Ω
                          (2.3) 

(2.1)的弱形式是求 ( ) ( )1
0, , 0u C H uλ ∈ × Ω ≠ ，使得下面等式成立 

( ) ( ) ( )1
0, , , .a u v u v v Hλ= ∀ ∈ Ω                              (2.4) 
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设 { }h κ= 为Ω 的形状规则网格，单元 κ 中边的长度用 eh 表示，单元κ 的直径用 hκ 表示，并且

max
h

h hκκ∈
=


， i b

h h hΓ = Γ Γ ，其中 i
hΓ 表示内部边， b

hΓ 表示边界 ∂Ω上的边。定义 v 在 e 上的均值和跳跃： 

{ } ( )  

1 , ,
2

v v v v v v+ − + + − −= + = +n n  

其中 e κ κ+ −= ∂ ∂ ， v v
κ+

+ = ， v v
κ−

− = ， n是从κ + 到κ − 的单位外法向量。如果 b
he∈Γ ，定义 v 在 e 上

的均值和跳跃： 

{ }
 

, .v v v v= = n  

定义 

( ) ( )( ) { }
 

  { } [ ]1

,  + ) d d

d d .
h h

h h

h h h h h h h h h he
e

h h e h he e
e e

a w v w v w v cw v x w v s

w v s h w v s

κ
κ

σ

∈ ∈Γ

−

∈Γ ∈Γ

= ∇ ⋅∇ ⋅∇ + − ∇ ⋅

+ ⋅ ∇ + ⋅

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

b

 

 

 
 

 

            (2.5) 

其中σ 为惩罚参数。 
定义 DG 元空间： 

( ) ( ){ }2 : , .h
m hS v L v

κ
κ κ= ∈ Ω ∈ ∀ ∈   

其中 ( )m κ 是κ 上的 m 次多项式空间。引入剖分 h 上的分片函数空间： 

( ) ( ) ( ){ }2 : , .s s
h hH v L v H

κ
κ κ= ∈ Ω ∈ ∀ ∈   

(2.4)的有限元近似是求 ( ), h
h hu C Sλ ∈ × ， 0hu ≠ ，使得 

( ) ( ), , , .h
h h h h h h ha u v u v v Sλ= ∀ ∈                            (2.6) 

(2.4)的源问题为：求 ( )1
0w H∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( )1
0, , , .a w v f v v H= ∀ ∈ Ω                             (2.7) 

(2.7)的 DG 近似是求 h
hw S∈ ，使得 

( ) ( ) ., , , h
h h h h ha w v f v v S= ∀ ∈                             (2.8) 

定义线性有界算子 ( ) ( )2 1
0:T L HΩ → Ω 满足 

( ) ( ) ( ) ( )2 1
0, , , , ,a Tf v f v f L v H= ∀ ∈ Ω ∈ Ω                         (2.9) 

则(2.4)等价的算子形式为： 

1 .Tu u
λ

=                                      (2.10) 

由(2.6)可定义对应的离散解算子 ( )2: h
hT L SΩ → 满足 

( ) ( ) ( )2, , , , .h
h ha T f v f v f L v S= ∀ ∈ Ω ∀ ∈                         (2.11) 

则(2.6)等价的算子形式为： 

1 .h h h
h

T u u
λ

=                                     (2.12) 

引入赋予 DG 范数的和空间 ( ) ( )1
0

hV h S H= + Ω ，其中 DG 范数为： 
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( )  

22 2 2 1
0, 0, 0,

,
h h

h h h e hG e
e

u u u h u
κ κ

κ
σ −

∈ ∈Γ

= ∇ + +∑ ∑


                     (2.13) 

并且在分片函数空间 ( )1 1
2

s
hH s+  > 
 

 上定义 h 范数为： 

{ } 22 2

0,
.

h
h h e hh G e

e
u u h u

∈Γ

= + ∇∑                              (2.14) 

注意在间断有限元空间 hS 上， G⋅ 与 h⋅ 是等价的。 
由文献[2]和格林公式可以推导出 DG 方法的一致性，再联系(2.8)的 DG 近似，可以得到误差公式为： 

( ), 0, .h
h h h ha w w v v S− = ∀ ∈                              (2.15) 

不难看出，如下连续性和椭圆性成立： 

( ) ( )1 1, , , ,
2

h s
h h h h h h h hh ha u v u v u v S H s+  ∀ ∈ + > 

 
                   (2.16) 

( )2 , .h h h hGu a u u                                  (2.17) 

定理 2.1 设 w 和 hw 分别是(2.7)式和(2.8)式的解， ( )1 sw H +∈ Ω ，那么有以下不等式成立 

1inf , if ,
2h

h
h hh hv S

w w w v s
∈

− − >                           (2.18) 

0,

1, if 0 .
2

s
h Gw w h f s

Ω
− < <                           (2.19) 

证明首先，我们证明(2.18)式，通过利用(2.17)式，(2.15)式和(2.16)式，可以推导出 

( )

( ) ( )

2 ,

, ,

,

h h h h h h hG

h h h h h h h h

h h hh G

v w a v w v w

a v w v w a w w v w

v w v w

− − −

− − + − −

− −







                   (2.20) 

利用三角不等式，(2.20)式，可以得到 

.h h h h h hh h G h hw w w v v w w v v w− − + − − + −                   (2.21) 

因此，对于足够小的 h，可以得到(2.18)式。 
下面，我们证明(2.19)式。由(2.17)式和(2.5)式，得到 

( )

( ){ }

( ){ }

( ){ }
( ){ } ( ) ( )

11
22

2

0,0,

,,

,

d

d

.

I I I
h h hG

I I I I
h heG G e

I I
he

e

I I I I
h hG G eee

I I I
h

eee

w w a w w w w

w w w w w w w w s

w w w w s

w w w w w w w w

w w n w w w w
κ κ ξξ
+ −

−−

− − −

− − + ∇ − ⋅ −

+ − ⋅ ∇ −

− − + ∇ − −

+ ∇ − ⋅ − − −

∑∫

∑∫

∑

∑

 

 
 

 

 

 



 











             (2.22) 

由迹不等式，插值估计，逆估计，推导出 
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( ){ } ( ) ( )( )
( )( )

_ _1
2

__

1

, 0,,

1 ,0,
,

I I I
h h h

e

I
e h

w w n h w w h w w

h h w w w

δ ξ
κξ κ κ κ κξ

δ ξ
ξ κ κκ κ

+ +

++

−

−

−
+

∇ − ⋅ ∇ − + ∆ −

∇ − +

 








           (2.23) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) _
1
2

1 ,, 1 ,
,I I I I

w we
w w w w w w w w h fξ β

β κ κκ κ κ κξ ξ κ κ
++ − + − +

+
 

+  − −  

− − − − − −




       (2.24) 

结合以上两个式子和稳定性估计，且 sδ ξ+ = ，得 

( ){ } ( ) ( )

( )( )
11
22 ,,

1 , 0,0,
,

I I I
h

eee

I s
e h e

w w n w w w w

h w w h w f

κ κ ξξ

β δ β
ξ

+ −
−−

+ +
+ Ω ΩΩ

∇ − ⋅ − − −

∇ − +

∑


                   (2.25) 

由迹不等式，插值估计，DG 范数的定义和稳定性估计，可得 

( ){ } 1
2

1
21

2

1 ,0, 0,0,

2

1 , 0,
0,

   

,

I I I
h h ee eee e

I I
e h h Gee

w w w w w w h w

h w w h w h w w f

β

β κ κ

β β
β κ κ

+

+

−

+

−

+ Ω

∇ − − −

 
− − 

 

∑ ∑

∑





   

   
   

 

 
 



 
             (2.26) 

因此，可得到 
2

0, 0, 0, ,I I I s I
h e h h hG G G G

w w h w w f h w w f h w w fβ δ β+
Ω Ω Ω

− − + − −           (2.27) 

0, ,I s
h G

w w h f
Ω

−                                 (2.28) 

利用三角不等式和插值误差估计得(2.19)式，证明完成。 
定理 2.2 设 w 和 hw 分别是(2.7)式和(2.8)式的解， ( )1 rw H +∈ Ω ，那么有以下不等式成立 

0,

1, if ,
2

r
h h hw w h w w r

Ω
− − >                           (2.29) 

2
0,0,

1, if 0 .
2

r
hw w h f r

ΩΩ
− < <                           (2.30) 

证明考虑(2.4)式对偶问题的源问题 ( ) ( ) ( )* 1
0, , ,a v w v g v H= ∀ ∈ Ω ，对于任意固定的 ( )2g L∈ Ω ，利用

误差公式(2.15)，推导出 

( ) ( ) ( )
( )

  ( )

* * *

* * *

1

* *

, , ,

d

  d .

I
h h h h h

r I
h hG er e

I
he

e

w w g a w w w a w w w w

h w w w w w w w s

w w w w s

+

− = − = − −

− + ∇ − ⋅ −

+ − ⋅∇ −

∑∫

∑∫

 

 
 

                (2.31) 

当
1
2

r > 时，有 

( ){ }   ( ){ }

( ){ }  

* * * *

1 1
* *2 2

0,1 10,

0,

d d

.

I I
h he e

e e

r r

h e h er ree e
r

h h

w w w w s w w w w s

w w h w h w w w

h w w g

+ −

+ +

Ω

∇ − ⋅ − + − ⋅ ∇ −

∇ − + −

−

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑

 

 
 





               (2.32) 
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将(2.32)代入(2.31)，利用 Riesz 表示定理可得到(2.29)式。 

当
10
2

r< < 时，有 

( ){ }

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

+

+

* *

* * * *
1 1, ,2 2

1
, 0,

* * * *
1 ,
2

2
0, 0,

d

,

I
he

e

I I
h e ee

h e h
e

I I

e

r

w w w w s

w w w w w w

h w w h w w

w w w w

h f g

κ κξ ξ

δ ξ
ξ κ κ κ κ

κ κ ξ

−

+ − + −

−

− −

−

−

Ω Ω

∇ − ⋅ −

∇ − ⋅ − − −

∇ − + ∆ −

× − − −

∑∫

∑

∑
 

 

 
 

n





                  (2.33) 

和 

  ( ){ }

( ) ( )( ) ( ){ }

* *

* *

2
0, 0,

d ?

d

.

I
he

e

I
h he

e

r

w w w w s

w w w w w w n s

h f g

κ κ+ −

Ω Ω

− ⋅ ∇ −

= − − − ∇ − ⋅

∑∫

∑∫


                     (2.34) 

将(2.33)和(2.34)代入(2.31)，利用 Riesz 表示定理，可以得到(2.30)式，证明完成。 
从(2.19)式，我们可以得到以下稳定性估计： 

0, .h hT f f
Ω

                                    (2.35) 

3. 特征值问题的先验误差分析 

设 λ 是(2.4)的第 j 个特征值，具有代数重数 q 和陡度α ，其中 1 1j j j qλ λ λ+ + −= = = 。当 0,
0hT T

Ω
− → ，

(2.6)的 q 个特征值 , 1,, ,j h j q hλ λ + − 将收敛到 λ 。设 ( )M λ 是与λ 相关的(2.4)式的广义特征向量空间， ( )hM λ

是与 hλ 相关的(2.6)式的广义特征向量空间的直接和， hλ 收敛于 λ 。 
给定两个闭子空间 V 和 U，这两个子空间的间隙表示为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
0,

0,
, 1

ˆ, sup inf , max , , , .,
v Uu V u

U V u v U V U V V Uδ δ δ δ
Ω

Ω∈∈ =
= − =  

1

,
1ˆ

j q

h i h
i jq

λ λ
+ −

=

= ∑ 表示算术平均值。 

定理 3.1 设 ( ) ( ) { }1 1 , min ,
2

sM H s t m sλ +  ⊂ Ω > = 
 

和 hw ，那么有以下不等式成立 

2
.

t

h h αλ λ−                                       (3.1) 

设 ( )h hu M λ∈ 是(2.6)的广义特征向量空间的直接和，那么存在(2.3)的特征值 u 使得 
( )

0,
,t r

hu u h α+
Ω

−                                    (3.2) 

( ) .t rt
h hu u h h α+− +                                  (3.3) 

如果设 1α = ，那么 
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,t t r
h hu u h h +− +                                   (3.4) 

0,
.r

h h hu u h u u
Ω

− −                                 (3.5) 

证明记Tf w= 和 h hT f w= ，结合算子形式和(2.20)式，可以得到 

( ) ( )

( )
( )

2 2

2

0, 0,
0,

0 00, 0,

0, 2

0 0,

sup sup

sup 0, 0 .

h h
h

f L f L

r s
r

f L

Tf T f w w
T T

f f

h f
h h

f

Ω Ω
Ω

≠ ∈ Ω ≠ ∈ ΩΩ Ω

+
Ω

≠ ∈ Ω Ω

− −
− = =

→ → 

 

由文献[1]中定理(7.1)，定理(7.2)，定理(7.3)和定理(7.4)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 0,

ˆ , ,h h M
M M T T

λ
δ λ λ

Ω
−                            (3.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

1
* * *

0,, 0,

ˆ , ,
j q

h h i l h hM Mi l j
T T T T T T

λ λ
λ λ ϕ ϕ

+ −

Ω= Ω

− − + − −∑                (3.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

1
1

* * *

0,, 0,

,,
j q

h h i l h hM Mi l j
T T T T T T

α

λ λ
λ λ ϕ ϕ

+ −

Ω= Ω

− −
  
 
  

+ − −∑              (3.8) 

( ) ( )

1

0,
0,

,h h M
u u T T

α

λΩ
Ω

− −                               (3.9) 

其中{ } 1j q
i i j

ϕ + −

=
是 ( )M λ 的基，{ } 1* j q

l l j
ϕ

+ −

=
是对偶基。 

从定理 2.2 和定理 2.1，我们可以推断出 

( ) ( ) ( )

( )

0,

0,

0,
0, , 1

1 ,
, 1

sup

sup .

h hM f M f

t r
t

f M f

T T Tf T f

h Tf

λ λ

λ

Ω

Ω

Ω
Ω ∈ =

+
+ Ω

∈ =

− = −


                      (3.10) 

同理，我们有 

( ) ( ) ( )
*

*
0,

* * *

1 ,
, 10,

sup .t r
h tM f M f

T T h T f
λ λ Ω

+

+ Ω
∈ =Ω

−                        (3.11) 

将(3.10)式代入(3,9)式，可以得到(3,2)。 
利用算子性质，由误差公式(2.25)，(2.16)式，可以得到 

( ) ( )
( )( )
( )

* * *

* * * *

* * * *

* * 2
1 1

, ,

,

.

h i l h i h i l

l

h i h i l l

l

i h i l lh
h

t t t
i lt t

T T a T T T

a T T T T

T T T T

h T h T h

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
+ +

− = −

= − −

− −

 

                     (3.12) 

将(3.10)式,(3.11)式和(3.12)式代入(3,8)式，我们得到(3.1)式。 
由于 , h h h hu Tu u T uλ λ= = ，利用三角不等式，(2.29)，(3.1)式，我们可以推导出 
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( )
0,

,t r
h h h h h h h hh h hu u T u Tu T u T u u u h αλ λ λ λ λ λ +

Ω
− − − + − + −    

加上(2.18)式得到(3.3)式。 
当 1α = 时，得 

0,
, .t t r t r

h hhu u h h u u h+ +
Ω

− + −   

从而可得到 

0,
.r

h h hu u h u u
Ω

− −  

4. 数值实验 

在本节中，将报告一些数值实验，以此来证明我们方法的有效性。 
考虑问题(2.1)，其中 ( )0,0=b ， 0c = 。我们的程序是在 iFEM 软件包下编译的，我们使用 SIPG 方

法 ( )1θ = 来进行计算。当 ( )0,0=b 时，我们将特征值进行排序。 
我们考虑以下三个测试域；L 形域 ( ) [ ) ( ]( )21,1 \ 0,1 1,0LΩ = − × − ，方形域 SΩ 且顶点为 

( ) ( ) ( ) ( )0,1 , 1,0 , 0, 1 , 1,0− − ，狭缝结构域 ( ) { }21,1 \ 0 1, 0SL x yΩ − ≤ ≤ == 。设置惩罚参数为 40σ = 。我们在

表 1 和表 2 中列出了通过计算得出的数值结果，从表 1 和表 2 中，我们可以看出，该算法能达到最优收

敛阶数。 
 
Table 1. The eigenvalue numerical solution results of P1 element for LΩ , SΩ , SLΩ  
表 1. 关于区域 LΩ ， SΩ ， SLΩ 的一次元特征值数值解结果 

Domin h dof 1λ  Error rate 

LΩ  

1/8 18 9.68183177703541 0.010322912178967 0.54752820144130 

1/16 36 9.67042863648946 0.007062847360313 0.732189027169809 

1/32 72 9.65798463260152 0.004251762144351 0.875761633246100 

1/64 144 9.64838805730213 0.002317066190284 0.796041031633780 

1/128 288 9.64356880634479 0.001334462001625 0.833410276294000 

Domin h dof 1λ  Error rate 

SΩ  

1/2 6 10.01089082866180 0.054074539728354 0.575380879683627 

1/4 12 9.97164534156961 0.036289913061964 1.701594822755240 

1/8 24 9.91328960713576 0.011157190430592 1.100941881727680 

1/16 48 9.88268849973972 0.005201616332422 1.120473182924910 

1/32 96 9.87720972901890 0.002392446739869 0.735966882429369 

Domin h dof 1λ  Error rate 

SLΩ  

1/8 24 8.47417316342465 0.00872281246999 0.54897824456314 

1/16 48 8.45258472752046 0.00596207750184 0.64140078277942 

1/32 96 8.41976135769202 0.00382222934394 0.94298157998748 

1/64 192 8.40557928090898 0.00198815848681 0.70904441518552 

1/128 384 8.39398781461038 0.00121620662321 0.90308344586586 
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Table 2. The eigenvalue numerical solution results of P2 element for LΩ , SΩ , SLΩ  
表 2. 关于区域 LΩ ， SΩ ， SLΩ 的二次元特征值数值解结果 

Domin h dof 1λ  Error rate 

LΩ  

1/8 36 9.63485000085603 0.00030683093408 0.62744396232687 

1/16 72 9.63644377247644 0.00019861849599 1.00475087409285 

1/32 144 9.63787391034161 0.00009898275505 0.78674658203632 

1/64 288 9.63847915772557 0.00005737533278 0.14410889399246 

1/128 576 9.63868091390773 0.00005192112784 0.61366754022801 

Domin h dof 1λ  Error rate 

SΩ  

1/2 12 9.86507391756196 0.00022336111619 0.53614942475366 

1/4 24 9.86627449731763 0.00015403184314 1.42509423898113 

1/8 48 9.86817629538561 0.00005736069433 0.04501083787391 

1/16 96 9.86830780925435 0.00005559871923 0.70366586314381 

1/32 192 9.86884493234143 0.00003413817148 0.45289598783267 

Domin h dof 1λ  Error rate 

SLΩ  

1/8 48 8.36323567490973 0.00100411394684 0.78893621674504 

1/16 96 8.36557530331546 0.00058115172794 0.85945958635435 

1/32 192 8.36782455013341 0.00032030699117 0.26268189495829 

1/64 384 8.36826344754864 0.00026698772096 0.46821245124601 

1/128 768 8.36893577466835 0.00019299466151 0.25234957567621 

5. 结论 

对流扩散方程在实际问题中有着广泛的应用，本文给出了求解对流扩散特征值问题的间断 Galerkin
有限元方法，为了推导出先验误差估计，关键是证明离散解算子 hT 在 ( )2L Ω 中的范数意义上收敛于狄利

克雷解算子 T，即 0,
0hT T

Ω
− → ，在本文中证明了 0,Ω⋅ 范数的误差是 DG 范数 h⋅ 的高阶小量误差。我

们在三个测试域 , ,L S SLΩ Ω Ω 上进行了数值实验，从数值结果可以看出，我们的方法可以实现特征值的最

优收敛阶，得到特征函数的最优阶误差估计，数值试验表明了该算法的有效性。因此，对于流体力学问

题，该方法有着较强的应用价值。 
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