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摘  要 

本文主要研究偏微分方程在交通流中的应用，并将该案例应用到具体的教学中去。首先设计并分析了全

新的单车道与多车道的交通流模型，此模型在车辆数量守恒的基础上，将问题抽象为关于车流量的一阶

微分方程，通过求解方程，集中讨论了在有(无)流出情况下单车道的变化情况与抑制激波的产生等性质。

通过模型的建立以及求解的方程的分析方法，可以培养学生的数学建模能力以及解决实际问题的能力。 
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Abstract 
This paper primarily investigates the application of partial differential equations in traffic flow and 
applies this case to specific teaching practices. Initially, a novel single-lane and multi-lane traffic 
flow model is designed and analyzed. Based on the conservation of vehicle numbers, the problem is 
abstracted into a first-order differential equation concerning traffic flow. By solving the equation, 
the paper focuses on discussing the changes in single-lane conditions with (or without) outflow and 
the suppression of shock wave generation, among other properties. Through the establishment of 
the model and the analysis of the solved equations, students’ abilities in mathematical modeling 
and problem-solving in real-world scenarios can be cultivated. 
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1. 引言 

随着全球城市化进程的加速，交通流建模作为交通工程领域的一个重要研究课题，对于缓解城市

交通拥堵、提高道路使用效率、保障交通安全等方面具有重要的实际意义和应用背景。交通流模型能

够模拟和预测车辆在道路上的流动行为，为交通规划和管理提供科学依据。在众多交通流模型中，基

于偏微分方程的模型因其能够描述交通流的连续性和动态变化特性而受到广泛关注[1]-[4]。 
宏观交通流模型，又被称为流体力学模型或交通流连续介质模型，最早由英国学者 Lighthill 和

Whitham 于 1955 年提出[1] [2]。该模型开创性地运用流体动力学理论来模拟交通流，通过对单向运

动的交通流在某一时刻和某一位置的有关变量进行分析，以把握交通流的特性和本质。宏观交通流模

型可以分为稳态模型和动态模型两大类。稳态模型假设交通流中的变化量，如流量、速度与密度等，

仅与位置有关，而与时间无关；动态模型则进一步考虑了变化量与时间和位置的双重关系。本文主要

研究动态模型，旨在通过宏观交通流模型的视角，探索偏微分方程在交通流建模中的应用，并辅以微

观交通流模型进行补充分析。 
在实际交通系统中，交通流的动态特性受到多种因素的影响，包括车辆的启动、加速、减速、停

车等行为，以及道路条件、交通信号、驾驶员行为等。这些因素共同作用，使得交通流呈现出复杂的

动态变化。为了更准确地模拟这些动态变化，本文设计并分析了全新的单车道与多车道交通流模型。

这些模型基于车辆数量守恒的原则，将问题抽象为关于车流量的一阶微分方程，并通过求解这些方

程，集中讨论了在有流出和无流出情况下单车道的变化情况，以及如何通过模型参数的调整来抑制激

波(即交通拥堵)的产生。 
本研究的意义在于，通过建立和分析交通流模型，不仅能够为理解交通流的动态行为提供新的视

角，而且能够为交通管理和规划提供理论支持。此外，本研究还将探讨如何通过数学方法来优化交通

流，以期达到减少交通拥堵、提高道路使用效率的目的。本文的研究将为学生提供一个很好的教学案

例，培养学生数学建模的能力以及用所学知识解决具体问题的能力。 

2. 无流出单车道模型的建立 

首先回顾无流出单车道模型的建立。考虑一个最简单的情况：在一条单行道上所有汽车同向移动，

不存在超车等次序变化，我们假设 ( )x t 是车辆的位置， ( )( ),u x t t 表示速度，我们知道 ( )0 0x t x= 以及 

( )( )d , .
d
x u x t t
t
=                                      (1) 

道路交通中一个重要的概念是交通密度。道路的交通密度是在特定位置 x 与时间 t 处单位长度内的

车辆数量。可以使用流体密度的传统符号 ρ 来表示交通密度，因此 ( ),x tρ 是在 x 和 t 处单位长度内的平

均车辆数量。现在考虑交通流量的定义。交通流量是指车辆经过路边观察者的速度，或者说是单位时间

内通过路上定点的车辆数。我们可以把交通流量记为 q，表达式为： 
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( ) ( ) ( ), , , .q x t x t u x tρ=                                  (2) 

如果选取一条路上的一段，从点 x A= 到 x B A= > ，可以知道在时间点 t 处于 A 与 B 之间的车辆数

会主要取决于时间。如果进入 AB 段的车流多于流出的，段内的车辆数会增加，类似的如果流出的多于流

入的，车辆数减少。可以把 A 和 B 之间的流量用数学表示，段内车辆数随时间的变化率应等于流量差。

如果 ( )ABN t 是车辆数，那么 

( ) ( )d , , .
d

ABN q B t q A t
t

= − +                                (3) 

另一方面，我们知道 AB 段的车辆数可由密度积分计算出 

( ) ( ), d .
B

AB A
N t x t xρ= ∫  

因此有 

( ) ( ) ( ) ( ),d  , d , , d .
d

B B

A A

q x t
x t x q B t q A t x

t x
ρ

∂
= − + = −

∂∫ ∫                     (4) 

公式是道路车辆的全局守恒定律。注意在此公式里右边的符号是恒定的。如果 ( ) ( ), ,q B t q A t> ，流出

的车辆多于流入的车辆，那么 ABN 会减少。故有 

( ) ( ), ,
  d 0.

B

A

x t q x t
x

t x
ρ∂ ∂ 

+ = ∂ ∂ 
∫                              (5) 

由 ,A B 的任意性，可知 

( ) ( ), ,
0.

x t q x t
t x

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                (6) 

此外，我们可以假设 ( )u u ρ= ，而且上面的等式可以写成 ρ 和它的导数的关系式：  

( ) 0.
u

t x
ρ ρρ ∂∂

+ =
∂ ∂

                                  (7) 

3. 有流出单车道模型的建立 

现在考虑车辆流出的情况。在实际生活中，从一个车道上离开的原因可能有很多，但大致可以被归

为两类：一是因为该车道发生堵塞，所以选择变道到另一车道，这种情况与当前密度 ρ 有关。而另一类

则是因为要到另一条路上才到达目的地，这种与当前车道密度无关，而是与位置 x 有关，只要到达特定

位置 x 即会变道。而车辆进入一个车道的原因也是类似，所以不失一般性只讨论流出，把流入看作一种

负向流出。 
假设在 AB 段内两类流出都有发生，第一类流出在 t 时刻流出车辆数量为 1outN ，而第二类记为 2outN ，

则有 

( ) ( ) 1 2, d ,
B

AB out outA
N t x t x N Nρ= + +∫                           (8) 

( ) ( ) ( )1 2d dd  , d , , .
d d d

B out out
A

N Nx t x q B t q A t
t t t

ρ + + = − +∫                     (9) 

因为 1,2outN 与密度有关，所以记 1,2
1,2

d
d

out
out

N
q

t
= ，因此有 

( ) ( )
1 2

, ,
d 0.

B
out outA

x t q x t
x q q

t x
ρ∂ ∂ 

+ + + = ∂ ∂ 
∫                       (10) 
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此外，假设 

( ) ( )1 2d , d ,
B B

out outA A
q g x q h x xρ= =∫ ∫  

其中 ( )g ρ 可以理解为单位时间单位长度内第一类流出的车辆密度， ( )h x 则是单位时间单位长度内第二

类流出的密度。因此， 

( ) ( )  0.u g h x
t x
ρ ρ ρ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂
                             (11) 

此方程就是有流出的车辆守恒律。接下来考虑交通中有出口流出对于整个交通的影响与现实意义来

确定流出函数 ( )g ρ 与 ( )h x 。先只考虑第一类流出，显然对于实际交通，当车流量不大的情况下，车辆并

不会变道，即 ( ) 0g ρ = ，但如果一直没有流出，交通会逐渐堵塞，即 ρ 会增大且产生激波，而第一类流

出可以缓解这一现象，所以可以对密度增长合理假设 

( ) 0

0

0, ,
 

, ,
g

a
ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ

<
=  >

                                (12) 

其中 0ρ 是产生拥堵的临界密度， 0a > 。 
我们可以根据特征线法与线性偏微分方程含 ρ 项的解法得到此方程的解为 ( )( )e ,at F x tρ φ−= ，其中

( ),x tφ 是满足 

( )d e
d

atx v
t

ρ=                                   (13) 

的特征线方程，而 F 是满足特征线初始条件 ( ) ( )0,0f x f x= 的函数。 
由于非线性偏微分方程可能会出现激波的现象，而激波的产生意味着特征线出现了间断现象，这在

交通流车辆守恒方程中体现为拥堵的产生。 
在之前的讨论中，我们知道了方程中加入含 ρ 项可以抑制 ρ 的增长，其实此项同时也会一定程度抑

制激波的产生，即道路的出口不仅能降低车道密度，还能遏制拥堵的产生。现在通过数学分析来解释这

一点。 
假设此单车道上车辆守恒方程为非线性 

0,
t x
ρ ρρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

而 0t = 时密度分布为 

( )
1, 0,

,0 1 , 0 1,
0, 1

x
x x x

x
ρ

<
= − < <
 >

如果

如果

如果

 

在这种情况下显然会产生激波，如图 1 所示，在 1x = ， 1t = 处开始产生激波。 
而再考虑有流出项 aρ 的情况，方程变为 

0.a
t x
ρ ρρ ρ∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 

则有 

( )d , ,
d
x x t
t

ρ=  
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Finger 1. The shock phenomenon when 1x = , 1t =  
图 1. 当 1x = ， 1t = 时激波现象 

 
解得 

( )0 0e e ,at atg xρ ρ − −= =  

其中记 ( ) ( )0 00,x g xρ = 。带入特征线方程有 

( )0
d e ,
d

atx g x
t

−=  

得到 

( )( )0 0
1 1 e .atx x g x
a

−= + −  

以 0 0x = 的情况为例，此时有 ( )1 1 e atx
a

−= − ，我们来看 1x = 时 t 与之前的变化，故而 

1 e ,ata −= −  

如图 2 所示，当 1a > 时特征线与 1t = 无交点，即不会产生激波，当 0 1a< < 时与 1t = 交点在 1t = 上

方，一定程度抑制了激波的产生，所以证明此项一定能抑制激波的产生，且当系数较大时可以阻止激波

的产生。即若 0a 为临界系数，当 0a a< 时可以缓解拥堵情况的产生，而当 0a a> ，即流出量较大时可以阻

止拥堵的产生。 
接下来考虑 ( )h x 的可能取值，由于第二类流出的物理意义是在位置 x 处存在与其他道路交汇口，因

为要变道其他道路而流出。所以 ( )h x 是只与位置 x 有关而与其他量无关，且是只在特定的位置取非零值，

所以可以假设为 

( )
( )
( )

0, , ,

, , .
i i

i i

x U x
h x

b x U x

δ

δ

 ∉= 
∈

                               (14) 

其中 ( )1,2,ix i =  为位于坐标轴该处的出口， ( ),i iU x δ 是出口 ix 的临域，进入这段临域就能通过出口流出，
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iδ 是各出口的临域半径，常数 b 为预估每次流出车辆密度。注意这里第二类流出的车辆数应是与时间无

关，所以得到密度是常数。 
 

 
Finger 2. The suppression of shock waves by the term involving aρ  
图 2. aρ 项对激波的抑制 

 
为了方便讨论，考虑 ( ) 0g ρ = 情况，并将 ( )h x 看成全路段上因为第二类流出的密度，故 ( )h x 为恒大

于 0 连续函数(或是看作在临域内讨论)，可以写成 

( ) ( ) 0,v h x
t x
ρ ρρ∂ ∂
+ + =

∂ ∂
                                (15) 

显然(15)是非齐次的一类一阶偏微分方程，故而仍可以用处理一阶偏微分方程的特征线法来计算， 

d  .
d
x v
t
=                                        (16) 

同时由于有非齐次项，我们特征线不再是直线，而是 

( )d .
d

h x
t
ρ
= −  

我们可以解出在特征线上 

( ) ( ) ( ) 0, d ,x t h x t th xρ ρ ρ= = − = − +∫                         (17) 

其中 ( )0 0g xρ = 是 0t = 时的密度分布。从而根据 ( )v ρ 带入(16)解出特征线 ( )x x t= 。 
下面证明 ( )h x 同样能抑制激波的产生，在方程(17)中由于 ( ) 0h x > ，故特征线上 ρ 为递减函数，那么

与上一节讨论中 ρ 为递减函数类似，可以证明这阻碍了激波的产生。与上一节一样取 ( )v ρ ρ= ，那么带

入特征线方程有 

( ) ( )2
0 0

1
2

x x h x t g x t= − + . 
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考虑 0 0x = 时特征线为 ( ) 21
2

x h x t t= − + ，绘图可以看出 ( )h x 也能延缓或阻止拥堵的产生，如图 3 所

示。 
 

 
Finger 3. The suppression of shock waves by ( )h x  

图 3. ( )h x 对激波的抑制 

4. 双车道模型的建立 

经过对单车道模型的讨论，现在把情况扩展到双车道情况。在无出入的单车道中有一阶 PDE 

( ) 0.v
t x
ρ ρρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

而当情况扩展到双车道时，我们还是先假设在没进出与变道情况，记一车道上 1 uρ = 、 1v f= ，另一

车道上 2 vρ = 、 2v g= ，那么有方程组 

( )

( )

0,

0.

u uf u
t x
v vg u
t x

∂ ∂ + = ∂ ∂
∂ ∂ + =
 ∂ ∂

 

当然在双车道模型中不可能两车道之间完全封闭，不互相影响。假设无进出的两车道之间可以相互

变道，而在实际生活中，司机变道一般是因为两种原因：一是要驶离当前道路，二是当前所在道路车辆

较多，而相邻道路更空旷时，变道到车流稀疏车道显然是更好的选择。所以可以假设在无进出的情况下，

司机只会因为当前车道拥挤而向更空车道变道。那在这种情况下考虑单一车道，车道会因为另一车道的

交通情况而导致车辆的流入或流出，这可以类比我们前面讨论的单车道有流出情况，但现在影响车道流

入流出的因素不再是自己车道的情况，也要考虑另一车道的密度情况，由于无外部条件时变道的方向一

定是从密度高的车道流到密度低的车道，所以考虑用两车道速度差来判断车辆流动方向，类比单车道流

入与流出情况，当车道与相邻车道密度差大于 0 时，应该流出，在方程中体现为一抑制项 aρ ，反之则为

aρ− ，而且两车道相互影响是一样的。所以我们建立 
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( ) ( )

( ) ( )

0,

0,

u uf u a u v
t x
v vg u a v u
t x

∂ ∂ + + − = ∂ ∂
∂ ∂ + + − =
 ∂ ∂

                             (18) 

其中不妨假设 0a > 。 
下面考虑方程(18)的求解。解(18)时首先考虑最简单的情况，假设两车道上车辆均是匀速行驶，即

( ) ( )f x g x c= = ，现在我们考虑如何解这个方程组。令方程组的第一个方程分别对 ,x t 求偏导有 
2 2

2 0,u u u vc a
x t t tt

∂ ∂ ∂ ∂ + + − = ∂ ∂ ∂ ∂∂  
                            (19) 

2 2

2 0.u u u vc a
x t x xx
∂ ∂ ∂ ∂ + + − = ∂ ∂ ∂ ∂∂  

                            (20) 

将(19)，(20)带入原方程组第二个方程有 
2 2 2 0,tt xt t xt xx t t xu cu au cu c u cau au cau a u a u+ + + + + + + + − =  

即 
2 2 2

2
2 22 2 2 0.u uc c a ca u

x t t xt x
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
 

对于解这个方程考虑最简单的道路无限长时，即只需给定初始条件。那么此方程组可写成 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2

2 22 2 2 0,

0, , 0, .t

c c a ca u
x t t xt x

u x x u x xγ η

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

 = =

 

考虑消去交叉项 xtu ，考虑变换 

,
.

x s ck
t s ck
= +

 = −
                                      (21) 

那么 u 导数为 

,x s ku u u= +  

( ) ,t s ku c u u= −  
2 ,xx ss sk kku u u u= + +  

( ) ,xt ss kku c u u= −  

( )2 2 .tt ss sk kku c u u u= − +  
那么原方程可化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 0,ss sk kk ss kk ss sk kk s k s kc u u u c u u c u u u ca u u ca u u− + + − + + + + − + + =  

化简得 

0.ss scu au+ =  

那么可解得 ( ) ( )e
c s
au A k B k

−
= + ，其中 ( )A k 、 ( )B k 为待定参数。原始的初始条件为 ( ) ( )0,u x xγ= ， 
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( ) ( )0,tu x xη= ，那么不失一般性还是可以设经过变换后初始条件为 ( ) ( )0,u k kγ= ， ( ) ( )0,su k kη= ，注意

这里的 ( )kγ 与 ( )kη 实际上是原 γ 、 γ 经过变换(21)得到的。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0, ,

0,s

u k A k B k k
cu k A k k
a

γ

η

 = + =



= − =

 

解得 ( )aA k
c
η= − ， ( ) ( )aB k k

c
γ η= + ，所以方程通解为 

( ) ( ) ( ), 1 e .
c s
aau s k k k

c
η γ

− 
= − +  

 
 

再对变换(21)进行逆变换 

( )

( )

1 ,
2
1 .
2

s x t

k x t
c

 = +

 = −


 

得到 

( ) ( )
( )

( )21 1, 1 e .
2 2

c x t
aau x t x t x t

c c c
η γ

− +    = − − + −         
 

注意这里的 ,η γ 是变换后的，而不是原始的。 
同理可得到 v 的表达式，这即是双车道模型的解，即车道密度的表达式。下面我们研究有流入和流

出的双车道模型。在之前几节我们研究了无流入与流出情况下可变道的双车道模型，结合在单车道时的

研究思路，接下来将研究可以流入流出的双车道。假设一车道有通向外界的出入口，而另一车道只能通

过变道到此车道才能出入。同时不失一般性，可以假设只有流出情况，因为流入可以看作负向的流出。

那么结合单车道有流出的车辆守恒方程把原模型(18)改写为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

0.

u uf u a u v bu h x
t x
v vg v a v u
t x

∂ ∂ + + − + = ∂ ∂
∂ ∂ + + − =
 ∂ ∂

 

其中 , ,a b c均为大于零常数。 
那么考虑最简单的车辆速度为常数以及道路长度接近无限情况，其实方程与上一节非常类似，只多

了 bu 项，所以可以用同样的方法处理，首先将(21)中的一式中的 v 消去，并考虑初始条件有 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2

2 22 2 2 ,

0, , 0, .t

c c a ca b u h x
x t t xt x

u x x u x xγ η

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

 = =

                    (22) 

首先考虑不包含第二类流出的情况，即 ( ) 0h x = ，那么，对方程(22)施加变换(21)，同理可得 

22 2 0,ss sc u cau bu+ + =  

解得 ( ) ( ) ( )
2 22 2

2 2, e e
a a b a a bs s

c cu s k A k B k
− + − − − −

= + ，考虑变换后的初始条件 

https://doi.org/10.12677/ijfd.2024.124006


胡玉玺，郑瑞牧 
 

 

DOI: 10.12677/ijfd.2024.124006 64 流体动力学 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0, ,

2 20, .
2 2s

u k A k B k k

a a b a a bu k A k B k k
c c

γ

η

 = + =

 − + − − − −

= + =


 

即可解出 

( ) ( ) ( )
2

2

2 ,
2 2

a a bA k k k
a b

γ η+ −
= −

−
 

( ) ( ) ( )
2

2

2 .
2 2
a a bB k k k

a b
γ η− + −

= −
−

 

从而得到 ( ),u s k ，经过逆变换得到 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )2 22 4 2 4

, 1 2 e 1 2 e .
a a b c x t a a b c x t

u x t A c x t B c x t
   − + − + − − − +   
   = − + −  

5. 总结 

在本研究中，我们成功建立了包含流入和流出的单车道和双车道交通流模型，并通过求解相关的一

阶非线性偏微分方程，深入探讨了交通流中的一些关键特性，特别是关于交通拥堵的形成和缓解机制。

以下是我们研究的主要结论。 

5.1. 单车道模型的建立与分析 

我们发现，在无流出的单车道模型中，车辆密度的增加会导致交通流速的下降，从而可能引发交通

拥堵。这一发现与现实世界的交通拥堵现象相吻合。引入流出机制后，我们观察到流出项能有效减缓车

辆密度的增长，从而抑制激波(即交通拥堵)的产生。这一结果表明，合理规划出口和交通流的分散对于缓

解交通拥堵具有重要意义。 

5.2. 双车道模型的建立与分析 

在双车道模型中，我们考虑了车辆在两个车道之间的流动，发现车辆倾向于从密度较高的车道流向

密度较低的车道，这一现象在实际交通中普遍存在。我们进一步发现，通过调整车道间的流入和流出参

数，可以有效地控制和优化交通流，减少拥堵的发生。 

5.3. 数学理论的应用 

本研究利用偏微分方程的理论，为交通流建模提供了一种新的数学工具，这不仅有助于理解交通流

的动态行为，也为交通管理和规划提供了理论支持。通过数学模型的分析，我们能够预测在不同交通条

件下可能出现的交通流变化，这对于设计更有效的交通控制策略具有实际应用价值。 

5.4. 未来研究方向 

尽管本研究在理论和模型方面取得了一定的成果，但仍需进一步研究以考虑更多实际因素，如不同车

型、交通信号控制、以及非常规交通事件(如事故或道路施工)对交通流的影响。我们建议未来的研究可以探

索更多关于交通流模型的稳定性和鲁棒性的问题，以及如何将这些模型应用于实际的智能交通系统设计中。 
通过这些结论，我们期望能够为交通工程领域的研究者和实践者提供新的视角和工具，以更有效地

应对日益复杂的交通挑战。此外，该研究可作为偏微分方程课程教学中的一个具体案例，对提升学生数

学建模的能力和水平、激发学生的学习兴趣有重要的价值。 
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摘  要 

无人水下航行器(UUV)在军事、民用和科研等领域扮演着越来越重要的角色，导管对转桨(DCRP)作为

UUV的一种常用推进方式，其推进性能对UUV的航速、噪声等性能有着重要的影响。本文针对UUV拖曳

声纳阵的应用，设计了一型DCRP。采用计算流体力学(CFD)技术，对DCRP的水动力性能进行了数值仿

真，模拟推进器在不同转速下的功率、扬程、效率、推力。结果表明，所设计的DCRP在设计转速下，其

效率满足UUV推进技术指标要求。仿真结果为UUV拖曳声纳阵的推进技术设计提供了参考。 
 
关键词 

无人水下航行器(UUV)，导管对转桨(DCRP)，推进效率，CFD，拖曳阵 
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Abstract 
Unmanned Underwater Vehicles (UUVs) are playing increasingly crucial roles in military, civilian, 
and research applications. The ducted contra-rotating propeller (DCRP) as a common propulsion 
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method for UUVs has a significant impact on the vehicle’s speed, noise, and other performance. This 
study focuses on the application of UUV towed sonar arrays and designs a type of DCRP. Using com-
putational fluid dynamics (CFD) technology, the hydrodynamic performance of the DCRP was nu-
merically simulated, including the propulsion unit’s power, head, efficiency, and thrust at different 
rotational speeds. The numerical simulations reveal that the designed DCRP satisfies the efficiency 
criteria for UUV propulsion technology at the designated condition, thereby validating its suitability 
for underwater applications. The simulation results provide a reference for the design of propul-
sion technology for UUV towed sonar arrays. 
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Unmanned Underwater Vehicle (UUV), Ducted Contra-Rotating Propeller (DCRP),  
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1. 引言 

水下无人航行器(Underwater Unmanned Vehicle, UUV)是一种具有高度自主性、灵活性、隐身性、环

境适应性、低成本等特点的自动化水下系统。随着无人技术的发展和成熟，UUV 技术近年来得到迅猛发

展，应用范围不断扩展，涉及到军事、民用、科研等领域[1] [2]。军事方面，UUV 主要用于海军和海监

等机构，用于各种军事任务，如情报侦察、海域警戒、目标搜索与处置等，这些任务旨在提高海军的作

战能力和海洋安全性。民用领域，UUV 广泛应用于海洋环境监测、资源勘探和救援搜索等，这些应用有

助于提高海洋环境的可持续性、资源的可持续开发和海洋搜索救援的效率。科研领域，UUV 可应用于海

洋科学研究和工程研究，实时监测海洋环境变化和工程施工过程。 
推进技术是 UUV 的关键技术之一，其性能直接决定了 UUV 的操控性、续航能力、可靠性、噪声水

平等。目前 UUV 常用的推进方式包括螺旋桨推进、喷水推进、仿生推进、磁流体推进、质浮心调节推进、

火箭推进等，其中最常用的是螺旋桨推进。螺旋桨单桨容易产生振动、空泡、噪声等问题[3]。导管对转桨

(Ducted Contra-Rotating Propeller, DCRP)是一种特殊的螺旋桨推进系统，将两个传统的螺旋桨安装在同心

的两轴上并包裹在一个导管内，前后两桨以相反方向旋转，协同推进，使得水流经过前桨加速后形成的旋

流得以在后桨处被有效回收，共同产生强劲推力[4]-[6]。与普通螺旋桨相比，其特点是结构复杂，但同时

DCRP 具备许多优点，导管有效回收尾流能量，提升效率，尤其在重载时更为显著；促进了水流的均匀性，

减少了工况变化对性能的影响；在相同推力下，DCRP 直径更小，且以低振动和低噪音运行[7] [8]。 
本文针对 UUV 搭载拖曳声纳阵的应用，设计了一型 DCRP。采用计算流体动力学(CFD)技术，对某

水下无人航行器导管对转桨的推进性能进行仿真分析，利用数值模拟的方法获取推进器在设计条件下的

性能参数，为无人航行器推进系统设计提供依据。 

2. DCRP 设计 

2.1. UUV 及 DCRP 主要设计参数 

UUV 搭载拖曳声纳阵是一种先进的海洋探测技术，具有小型化、高机动性和高隐蔽性的特点[3]。本

方案中的 UUV 主要任务是搭载拖曳声纳阵，开展海洋环境噪声测量以及海洋哺乳动物探测。为方便拖
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曳，声纳阵从桨毂中间穿出，为确保声纳阵列与对转桨之间的集成不会相互干扰，DCRP 桨毂直径需要

设计较大，同时采用对转桨减小水动力噪声。由于螺旋桨轮毂直径较大，减小了螺旋桨的有效工作面积，

可能对螺旋桨的推进性能造成影响，因此需要对 DCRP 进行仿真分析，确认推进器的设计参数满足系统

设计要求。 
UUV 及 DCRP 主要设计参数如表 1 和表 2。 

 
Table 1. Main design indicators of UUV 
表 1. UUV 主要设计指标 

长度 直径 最大速度 续航时间 最大工作深度 

2 m 200 mm 18 kn 24 h @ 3 kn 200 m 

 
Table 2. Main design indicators of DCRP 
表 2. DCRP 主要设计指标 

直径 额定转速 推力 效率 

170 mm 2600~3000 r/min 380 N ≥80% 

2.2. DCRP 设计 

UUV 导管对转桨的设计过程包括需求分析、概念设计、CFD 数值模拟、模型测试、性能优化、详细

设计、最终测试和系统集成调试，以确保推进效率和系统兼容性。建立螺旋桨的三维模型，采用计算流

体动力学(CFD)软件进行流场的数值模拟，预测螺旋桨的水动力性能。加工螺旋桨试验样机，进行水池试

验，测试并验证设计的性能参数。根据数值模拟和测试结果，对螺旋桨设计进行优化，包括调整螺距比、

桨叶数、导管形状和大小等，以提高推进效率和降低振动噪音。完成优化后，进行螺旋桨和导管的详细

设计，包括结构设计、材料选择和制造工艺等。然后对样机进行最终的测试，以确保螺旋桨在实际工作

条件下的性能满足设计要求。最后，将设计好的导管对转桨集成到 UUV 上，并进行系统调试，确保与其

他系统如动力系统、控制系统等性能匹配。DCRP 的设计过程如图 1。 
使用开源软件 OpenProp 设计一对同轴螺旋桨。设计完成后，导出螺旋桨 20 个截面的样条曲线，将

这些数据导入 SolidWorks，创建完整的导管螺旋桨模型，如图 2 所示。 

3. 基于 CFD 的 DCRP 数值仿真 

3.1. CFD 数值仿真 

(1) 湍流模型 
目前，直接法和非直接法是湍流数值模拟中的两种方法。直接法是指直接求解瞬时湍流控制方程。

非直接法不直接对湍流脉动特性进行计算，而是通过对湍流做出一些合理的简化处理和一定程度上的近

似后，再进行数值计算，常见的湍流模型有标准 k-ε模型、RNG k-ε模型、Realizable k-ε模型和 SST k-ε
湍流模型等[9]。 

本研究采用 SST k-ε湍流模型进行数值计算，该湍流模型吸收了标准 k-ε模型与标准 k-ε模型的优点，

在边界层采用自动函数，能够较好地捕捉边界层的流动，采用基于有限元的有限体积法对控制方程进行

离散，并采用 SIMPLEC 算法进行求解。 
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Figure 1. Design process of DCRP 
图 1. DCRP 设计流程图 

 

 
Figure 2. 3D model of DCRP 
图 2. DCRP 三维模型示意图 

 
SST k-ε湍流模型的运输方程可以表示为： 

( ) ( )ρρ µ
µ

σ

 ∂∂  ∂ ∂
+ = + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂   

i t
k k k

i j k j

kuk k G Y S
t x x x

                    (1) 

( ) ( )
ω ω ω ω

ω

ρωρω µ ωµ
σ

 ∂∂  ∂ ∂
+ = + + − + +  ∂ ∂ ∂ ∂   

i t

i j j

u
G Y S D

t x x x
                 (2) 

其中 kG 、Gω 为方程的产生项； kY 、Yω 为扩散作用的产生项； kS 、 Sω 为用户定义的源项；Dω 为正交发

散产生的项。 
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(2) 网格划分 
利用 Spaceclaim 软件对模型进行前处理，在螺旋桨周围建立旋转域。为消除诸如反向流动和诱导压

力对航行体和螺旋桨性能的潜在影响，航行器的流体域尺寸需要足够大，本研究所设计的流体域尺寸经

过多次仿真验证和调整，最终确定为最佳参数。流体域尺寸如图 3 所示，其中进口边界距航行器前端的

距离为航行器的一倍长度，出口边界距航行器后端的距离为航行器的三倍长度，径向边界为航行器的一

倍长度。 
 

 
Figure 3. Simulation fluid domain of UUV 
图 3. 航行器仿真流体域 

 
在 Fluent Meshing 软件中对三维模型进行网格划分，网格计算区域主要包括：海水流体、导叶、第一

级叶轮、第二级叶轮。为了提高仿真精度，对两个叶轮进行了网格加密处理。使其能够更加细致地捕捉

叶轮在运行过程中的复杂流场变化，从而确保仿真结果更加接近实际工况。网格划分如图 4 所示，网格

总数为 2,498,536，网格的正交质量为 0.11，经验证网格的适应性较好。 
 

 
Figure 4. Meshing of UUV and fluid field 
图 4. 航行器及流场网格划分 

 
(3) 仿真参数设置 
将整体域的入口(inlet)设置为速度入口，给定一个平行于 X 轴的来流速度。出口设置为压力出口。静

止域的圆柱面则设置为固壁，无滑移。计算域内的流体则选择 SST k-ε模型，对螺旋桨旋转域采用多重参

考系模型 MRF (Multiple Reference Frame)，MRF 方法是一种稳态方法，具有设置简单、计算快速、易于

收敛等优点。具体设置见表 3。 
在固体边壁处规定无滑移条件(即 0u v w= = = )，在近壁区的流速分布按照壁面定律确定。将第一级

叶轮设置为从进水方向看逆时针旋转，转速 2600 r/min、2100 r/min；第二级叶轮设置为从进水方向看顺
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时针旋转，转速 2600 r/min、2100 r/min。计算得到敞水实验 DCRP 的速度云图如图 5 所示，以及 DCRP
与航行器耦合后的速度云图如图 6 所示。 
 

Table 3. CFD simulation setup 
表 3. CFD 仿真设置 

参数 设置 

湍流模型 SST k-ε 

运动类型 Moving Reference Frame 

耦合方式 SLMPLEC 

压力离散格式 Standard 

 

 
Figure 5. Velocity cloud of DCRP under open water experiment 
图 5. 敞水实验 DCRP 速度云图 

 

 
Figure 6. Velocity cloud of UUV and DCRP 
图 6. UUV 与 DCRP 耦合速度云图 

 
图 7 是螺旋桨沿轴向提取四个截面的压力云图。螺旋桨的流场表现出相对对称的特征，压力云图的

形状表现出一定程度的对称性，压力分布更加均匀。 
(4) 非定常计算 
采用 LES 大涡模拟，旋转区域与静止区域的交界面改为瞬态静子(Transient Rotor Stator)模型，时间

步长取 41.9231 10 st −∆ = × ，即一个时间步长叶轮旋转 3˚。当被监测参数呈现规律性的周期变化之后，完

成全流场的非定常运算。 
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Figure 7. Pressure cloud of each section of the DCRP 
图 7. 螺旋桨各截面压力云图 

3.2. 扬程、效率及轴功率计算 

螺旋桨的扬程的计算公式为[10]： 

2 2 1 1

2 2
2 2 2 1 1 1

2 1

d d d d

2 2
t t t ts s s s

net

P u s u u s Pu s u u s
H H H

Qg Qg Qg Qgρ ρ

   
   = + + − + +
   
   

∫ ∫ ∫ ∫                 (3) 

式中：等式右边第一项为出水口断面总压，第二项为进水口断面总压；Q 为流量，m3/s； 1H 、 2H 为进、

出水断面高程，m； 1s 、 2s 为进、出水断面面积，m2； 1u 、 2u 为进、出水口各点流速，m/s； 1tu 、 2tu 为

进、出水口断面各点流速法向分量，m/s； 1P 、 2P 为进、出水断面各点静压，Pa；g 为重力加速度，m/s2。 
效率的计算公式为： 

1 2

netgQH
N N
ρ

η =
+

                                        (4) 

式中， 1N 为第一级叶轮的轴功率， 2N 为第二级叶轮的轴功率。 
轴功率的计算公式为： 

30
N Tn=

π                                         (5) 

式中：T 为扭矩，N·m；n 为转速，r/min。 
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4. 仿真计算结果与分析 

将数值模拟的结果取出，代入计算公式(3)、(4)、(5)，分别得到转速 2600 r/min 和 2100 r/min 下螺旋

桨的扬程、效率和轴功率，结果如表 4、表 5 及图 8、图 9 所示。 
 
Table 4. Hydraulic performance data (n = 2600 r/min) 
表 4. 水力性能数据表(n = 2600 r/min) 

流速(m/s) 流量(m3/s) 功率(W) 扬程(m) 效率(%) 推力(N) 

1.54 0.03 6390.56 3.736 14.99 907.78 

2.31 0.04 5386.15 3.423 24.45 758.79 

3.08 0.05 6027.49 5.516 46.94 859.32 

3.85 0.07 3547.79 4.187 75.68 490.15 

4.62 0.08 3474.23 3.728 82.56 488.62 

5.39 0.09 2857.32 2.655 83.41 379.00 

6.16 0.10 2156.66 1.588 75.54 265.13 

6.93 0.12 1293.88 0.562 50.10 140.89 

7.7 0.13 377.77 −0.49 / 4.46 

8.47 0.14 1071.07 −1.63 / −154.46 

9.24 0.16 2637.22 −2.87 / −337.12 

 

 
Figure 8. Hydraulic performance result (n = 2600 r/min) 
图 8. 水力性能计算结果(n = 2600 r/min) 
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Table 5. Hydraulic performance data (n = 2100 r/min) 
表 5. 水力性能数据表(n = 2100 r/min) 

流速(m/s) 流量(m3/s) 功率(W) 扬程(m) 效率(%) 推力(N) 

1.54 0.03 3058.29 2.019 16.93 528.37 

2.31 0.04 3367.04 3.741 42.74 601.65 

3.08 0.05 1901.81 2.726 73.53 324.56 

3.85 0.07 1769.46 2.288 82.91 304.39 

4.62 0.08 1361.31 1.427 80.64 216.23 

5.39 0.09 843.75 0.578 61.50 118.90 

6.16 0.10 194.62 0.261 / 11.40 

 

 
Figure 9. Hydraulic performance result (n = 2100 r/min) 
图 9. 水力性能计算结果(n = 2100 r/min) 

 
根据数值计算结果可知，当进水流速大于 7.7 m/s 时，推力较小，扬程为负值，说明此时流速过大，

流量较大，不满足设计要求。根据表 4 可知，转速为 2600 r/min 时，最高效率点流速为 5.39 m/s，推力 F 
= 379 N，效率为 83.41%，功率 P = 2857.32 W。根据表 5 可知，转速为 2100 r/min 时，最高效率点流速 v 
= 3.85 m/s，推力 F = 304.39 N，效率为 82.91%，功率 P = 1769.46 W。 

由计算结果可以看出，DCRP 在设计转速下达到了推力和推进效率等设计指标。 
DCRP 与航行器耦合后的结果如表 6、表 7 及图 10、图 11 所示。 
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Table 6. Hydraulic performance data under coupling (n = 2600 r/min) 
表 6. 耦合下水力性能数据表(n = 2600 r/min) 

流速(m/s) 流量(m3/s) 功率(W) 扬程(m) 效率(%) 推力(N) 

1.54 0.019 7668.67 3.624 11.90 682.93 

2.31 0.022 6194.07 3.523 19.56 556.19 

3.08 0.03 5212.18 3.468 36.61 515.59 

3.85 0.04 4683.08 3.512 64.32 343.10 

4.62 0.05 4585.62 3.46 70.17 347.40 

5.39 0.06 3714.63 2.13 72,56 276.67 

6.16 0.07 2695.86 1.48 64.20 191.42 

6.93 0.08 1707.92 1.1 42.58 112.71 

 

 
Figure 10. Hydraulic performance result under coupling (n = 2600 r/min) 
图 10. 耦合下水力性能计算结果(n = 2600 r/min) 
 

Table 7. Hydraulic performance data under coupling (n = 2100 r/min) 
表 7. 耦合下水力性能数据表(n = 2100 r/min) 

流速(m/s) 流量(m3/s) 功率(W) 扬程(m) 效率(%) 推力(N) 

1.54 0.019 3700.53 1.655 12.88 449.23 

2.31 0.022 4074.12 2.88 35.9 517.19 
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续表 

3.08 0.03 2282.17 2.26 58.82 236.8 

3.85 0.04 2141.04 1.98 64.67 210.32 

4.62 0.05 1565.5 1.22 66.13 185.52 

5.39 0.06 970.31 0.48 51.05 102.35 

 

 
Figure 11. Hydraulic performance result under coupling (n = 2100 r/min) 
图 11. 耦合下水力性能计算结果(n = 2100 r/min) 

 
可以看出，与航行器耦合后，DCRP 的功率提升了约 20%，且在耦合状态下，DCRP 的各项性能并未

出现显著下降，表明所设计的 DCRP 与 UUV 适配性较好。 

5. 结论 

本文针对水下无人航行器(UUV)的推进系统，特别是导管对转桨(DCRP)的设计和性能进行了深入的

分析与研究。通过采用计算流体动力学(CFD)方法，对 DCRP 推进器进行了仿真分析，以期为 UUV 推进

系统设计提供理论依据和技术支持。 
通过 CFD 数值模拟，对 DCRP 的水动力性能进行了预测，初步仿真结果显示，DCRP 在设计工况下

表现出良好的推进性能和高效率，在 2600 r/min 和 2100 r/min 的转速下，DCRP 分别达到了 83.41%和

82.91%的高效率，以及 379 N 和 304.39 N 的推力，满足了 UUV 的推进性能需求。 
DCRP 推进器在设计转速下实现了预期的推进性能，对于 UUV 搭载拖曳声纳阵的应用具有重要意

义，为水下无人航行器在海洋作业中的广泛应用提供了技术支撑。 
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摘  要 

原油作为重要的能源和战略资源，在日常生活、工业、农业等领域有着广泛的应用，因此原油的需求量

持续增加。为了提高石油采收率(EOR)，深入研究重质原油在管道中的流动传热问题具有重要意义。本

文探讨了热水开采时抽油泵内重质原油的流动传热问题。根据稠油的流变学实验数据，证实重质原油符

合幂律流体本构方程；建立了重质原油在杆式抽油泵内的流动传热模型；首次采用有限差分方法求解了

幂律方程的数值解，分析了杆式抽油泵热采温度Tw、抽油泵壁的厚度c、杆式抽油泵冲程次数n1以及幂律

指数n对流量Q的影响，建立了杆式抽油泵热采重质原油的最优方案。 
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抽油泵，热流固耦合，变压力梯度，有限差分方法 
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Abstract 
As an important energy and strategic resource, crude oil has a wide range of applications in daily 
life, industry, agriculture and other fields, so the demand for crude oil continues to increase. It is of 
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great significance to conduct in-depth research on the flow and heat transfer of heavy crude oil in 
pipelines in order to improve oil recovery (EOR). This article explores the flow and heat transfer of 
heavy crude oil in the oil pump during hot water extraction. According to the rheological experimental 
data of heavy oil, it is confirmed that heavy crude oil conforms to the power-law fluid constitutive 
equation; A flow and heat transfer model for heavy crude oil in a rod pump was established; For the 
first time, the finite difference method was used to solve the numerical solution of the power-law 
equation. The effects of the thermal recovery temperature Tw of the rod pump, the thickness c of the 
pump wall, the number of strokes n1 of the rod pump, and the power-law exponent n on the flow 
rate Q were analyzed, and the optimal scheme for thermal recovery of heavy crude oil by the rod 
pump was established. 
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1. 引言 

流变学是研究物质变形与流动的科学，原油的流变学性质取决于原油的组成[1] [2]，即取决于原油中溶

解气、液体和固体物质的含量，了解原油的流变特性有利于提高原油的采收率。稠油通常表现出明显的非

牛顿流变特性。李一波等人[3]综合研究了温度、压力和剪切速率等情况对原油流变性的影响，发现低温下

的粘度剪切速率数据与幂律流体本构方程吻合良好。在此基础上，Wang 等人[4]更加系统地探讨了温度对

含蜡原油流变特性的影响，通过研究表明，在双板浮顶油罐中，当油温高于蜡沉淀点时，原油表现出牛顿

行为；当油温降至蜡沉淀点以下时，蜡晶体开始沉淀，但此时含蜡原油仍表现出牛顿行为。当油温低于异

常点时，它开始表现出非牛顿特性，并用幂律流体来描述非牛顿流体特性。此外，Wang 等人[5]主要分析了

幂律指数对原油产能的影响，通过研究发现，幂律指数 n 小于 0.8 时，产量随幂律指数的增加而缓慢增加，

当幂律系数 n 大于 0.8 时，生产速度会大大增大。随后，Mohammadi 等人[6]通过 MCR 302 流变仪生成原

油流量曲线，证明了该曲线符合幂律模型。郭等人[7]将原油及其乳化液视为牛顿和幂律流体，主要探究了

垂直管道内压力，流速和管径对流体表观粘度的影响。除此之外，在驱油过程中，水驱动和聚合物驱动也

会对原油的流变特性产生影响。Kamyabi 和 Ramazani [8]将微孔中的驱油剂看成不同幂律指数值的稳态幂

律流体来研究对原油的驱动作用，结果表明幂律指数 n 大于 1 的驱油剂比 n 小于 1 的驱油剂驱油效果好。

最后，Zhao 和 Min [9]为了更好地描述油田开发后期高含水原油的流变特性，建立了具有弹性外边界条件的

非牛顿幂律流体渗流模型。更多原油的非牛顿流变特性可见如下文献[10]-[13]。 
近年来，如何提高石油采收率受到了广泛关注。其中，通过降低原油粘度来提高流动性的热采方法

已成为研究热点。上世纪末，Dang [14]发现，忽略管道输送中壁面厚度对传热的影响会使数值计算结果

产生较大偏差，于是建立了热–流体–固体耦合模型。Oliveski [15]通过对储罐中的原油进行分层分析，

使用有限体积法获得了原油的温度和流场，而 Sun 等人[16]认为不同的盘管结构对原油温度的影响最大，

并使用 CFD 方法研究了储罐加热中原油的传热和流动的耦合特性。Hao 等人[17]考虑了轴承运行期间油

和轴承之间的热流固耦合效应，并通过实验验证发现该模型更准确。此外，Monge 和 Birken [18]建立了

水平管道中一维非稳态动量和热流固耦合的能量方程，在时间和空间上选择了不同的数值模拟方法，并
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验证了算法的有效性。然而，很少有学者使用热流固耦合模型来研究垂直井管道的传热情况对原油温度

及速度的影响。 

2. 抽油泵内变压力梯度表达式的推导 

考虑了一种新的热采方法，将热水注入垂直生产井的同轴圆筒中，通过加热泵壁，降低原油粘度，提

高采油率。本文考虑了原油在泵筒内的非稳态径向流动和热流固耦合。有杆泵的物理模型示意图如图 1 所

示，x 轴为轴向坐标，r 轴垂直于管道。 
 

 
Figure 1. Physical model of rod pump 
图 1. 抽油泵物理模型示意图 

 
图 1(a)中，抽油泵位于下死点(最低点)，为了防止柱塞运动到最下方时撞击到固定阀阀罩，因此抽

油泵的下死点和固定阀阀罩之间有一定的距离 L，这个距离就是防冲距。此时，固定阀和游动阀都是关闭

的状态。泵筒内气体压强 Pa 等于抽油泵的出口压强(游动阀上方的压强) P0。泵筒内残余原油的高度为

αL，其中 α为原油的含气率[19]。 
随着抽油杆带动柱塞向上移动，泵筒内气体压强 Pa 不断减小，到达某一高度时，固定阀在其上下压

强差的推动下恰好开始向上移动，我们称此时的高度为无效抽汲高度 hb，如图 1(b)所示。根据理想气体

状态方程，图 1(b)中泵筒内气体的压强表达式可表示为： 

( )( )
* *

2 1b
b

n R TP
R h Lαπ

=
+ −

                                   (1) 

其中，n*是气体的摩尔质量，R*表示摩尔气体常数，T 为热采的温度，R 表示抽油泵内径的最大值。 
此时，我们忽略固定阀的重力，结合伯努利方程，得到抽油泵筒内的气体压强 Pb，抽油泵出口的压

强(固定阀上方的压强) P1 及筒内残余原油的压强之间的函数关系式： 

1b fP P g Lρ α= −                                      (2) 

其中 ρf 表示原油的密度。 
抽油杆柱塞的移动速度假设为： 

( )* * *
0 0

0

sin , 0v t v t t t
t

 
= ≤ ≤ 



π


                               (3) 
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其中，v0 是抽油杆的最大速度，t0 = 60/(2n1)表示抽油杆单次冲程所需要的时间，n1 为冲次(每分钟抽油杆

上下往复运动的次数)。 
抽油泵的柱塞到达无效抽汲高度 hb 所需要的时间为无效抽汲时间 t1，因此有效抽汲时间 t2 可以表示

为 2 0 1t t t= − 。在有效抽汲时间内，以轴向速度流入抽油泵下泵腔内的原油高度为： 

( ) ( ) 22 0 0

1 , d d , 0
t R

x t ru r t r t t t
R

= ≤ ≤∫ ∫                           (4) 

本文在建立动量方程时主要考虑固定阀打开到关闭的这一段时间，即如图 1(b)、图 1(c)。于是，抽油

杆柱塞的移动速度修正为： 

( ) ( )0 1 2
0

sin , 0v t v t t t t
t

 
= + ≤ ≤ 

 

π                            (5) 

因此，在有效抽汲时间内柱塞移动的位移我们可以表示为： 

( ) ( )2 0 10
0

sin d
t

x t v t t t
t

 
= + 

 

π
∫                              (6) 

在不同时刻及不同柱塞移动位置处，抽油泵下泵腔内的气体压强可由理想气体状态方程获得，如下

所示： 

( )( )
* *

2
21air

b

n R Tp
R h L x xα

=
+ − + −π

                           (7) 

所以，通过计算可推理出下泵腔内原油的压强梯度表达式： 

( ) ( ) ( )

* *

2 2

1 1 2 0 0
0 0

1

11 cos cos , d d
2

t R
b

P n R T
x R Hh L t t t ru r t r t

t t R
α

π π π

∂
= −

∂      
+ − + − + −            

∫ ∫

      (8) 

表 1 给出了抽油泵最大内半径 R、防冲距 L、重力加速度 g 和原油含气量 α相关参数的取值[1]。 
 
Table 1. Values of relevant parameters for oil pump 
表 1. 抽油泵相关参数取值 

 H (cm) T (K) R (cm) L (cm) g (cm/s−2) α 

Value 200 363 1.6 30 980 50% 

3. 重质原油的流变学特性 

稠油相对于轻油而言更需要热驱动，在山东胜利油田取适量样品，借用流变仪对其流变性进行研究，

从图 2 中可以发现稠油符合幂律流体本构，并且幂律指数 n < 1，具有剪切变稀流变特性。 
同理，根据不同温度下重质原油的粘度值见表 2，拟合出重质原油粘度–温度之间的函数关系式： 

( )0.097 29310.7942e fTµ − −
=                                    (9) 

根据幂律流体本构方程和重质原油粘度–温度函数表达式，可以得出： 

( )
1

0.097 29310.7942e f
n

T u
r

τ ε
−

− − ∂
=

∂
                               (10) 
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Figure 2. Shear stress-shear rate curve of heavy crude oil 
图 2. 重质原油的剪切速率–剪切应力曲线 

 
Table 2. Dynamic viscosity of heavy crude oil at different temperatures 
表 2. 重质原油在不同温度下的动态粘度 

温度(K) 303 323 333 343 

粘度(Pa∙s) 4.0923 0.5635 0.2396 0.1346 

4. 重油流动与热流固耦合模型的建立 

重油在抽油泵内的流动环境与轻油保持一致，在此基础上，建立重质原油在抽油泵内的非定常径向

流动和热流固耦合模型： 

( ) ( ) ( )

( )

* *

2 2

1 1 2 0 0
0 0

1 2

2

1

11 cos cos , d d
2

1+

t R
b

n
f

f

u n R T
t R Hh L t t t ru r t r t

t t R

T u u u g
r r rr

α

µ

ρ

−

∂
=

∂      
+ − + − + −            

 ∂ ∂ ∂
+ − ∂ ∂∂

π π



π
∫ ∫         (11) 

1 2

2
1

n
f f f f

f

T T T T
t r r rr

α
−  ∂ ∂ ∂ ∂

= +  ∂ ∂ ∂∂ 
                              (12) 

2

2
1s s s

s
T T T
t r rr

α
 ∂ ∂ ∂

= + ∂ ∂∂ 
                                  (13) 

边界条件为： 

( ) ( )0,0 ,  ,0 0,  0T r T u r r R= = ≤ ≤                               (14) 

( ) ( )0, 0,
0,  0fT t u t

r r
∂ ∂

= =
∂ ∂

                                 (15) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

,  , , ,  , 0f s
f s f s

T R t T R t
T R t T R t u R t

r r
λ λ

∂ ∂
= = =

∂ ∂
               (16) 

( ),s wT R c t T+ =                                  (17) 

同样根据有限差分方法，利用 ( )0,1, ,ir i r i M= ∆ =  , ( )0,1, ,kt k t k K= ∆ =  , r R M∆ = , 2t t K∆ =

将计算区域分割成网格点，对模型进行离散，结果如下： 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

2

1
1 12 2

21 , 1 , 1

1, 1 , 1

k k
f i f i k

i
f i f

k k k
f i f i f ik k k

i i i
f if f

T T
B i k B i k u

t r r r

T T T
g A t B i k u B i k u u

r r tr r

µ µ

ρ ρ

µ µ µ

ρρ ρ
−

+ −

 
 − − + −
∆ ∆ ∆ 

 
 = − + + − + − − +

∆ ∆ ∆ ∆ 

      (18) 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2

1
1 1 12 2

21 , 1 , 1

1 1 1, 1 , 1

f f k
f i

i

f k k k k
f i f i f f i f i

i

C i k C i k T
t r rr

i k T T C i k T T
t r rr r

α α

α
α−

+ − −

 
+ − − − 

∆ ∆∆  
 

= − + + − − 
∆ ∆∆ ∆  

           (19) 

( ) ( ) ( )
1

1 1 12 2 2
21 1 1 1k k k k ks s s

si si s si si si
i i

T T T T T
t r r r r tr r r

α α α α −
+ − −

   
+ − = + − +   

∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆      
         (20) 

1 1 1 1 1 1
0 0 0
0 0 0

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 4

2 2

K K M M K M
K j K j K j

M M M i i i
j j i i j i

t rQ u u u u u u u u u
− − − − − −

= = = = = =

 ∆ ∆
= + + + + + + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑        (21) 

其中， 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *

2

1 1
0 02

2 2

2
2 2 2

1 cos cos
2

2 1 , 1 , 1

k
f i

b k

f
k M M

m p p

n R T
A t

Hh L t t t
t t

R
t r

p u p m p u p k
R

α

ρ
−

= = =

=
     

+ − + − +           
 

 ∆ ∆ 
− − + − − 

π π




π

 
∑∑ ∑

         (22) 

( )
11 1

1, 1
nk k

i iu uB i k
r

−− −
−−

− =
∆

                              (23) 

( )
11 1

1, 1
nk k

f i f iT T
C i k

r

−− −
−−

− =
∆

                             (24) 

5. 结果与讨论 

当 P0 = 8 MPa，P1 = 2 MPa 时，主要讨论冲次 n1，壁面厚度 c，热采温度 Tw，幂律指数 n 对稠油流

量 Q 的影响。图 3 表明冲次 n1 对稠油流动速度 u 的影响，具体指在不同时刻，轴心处的速度在不同冲次

下的流动曲线。从图中可以看出，冲次不但会影响重质原油的最大流动速度，还会影响原油产生倒流的

时间。在初始时刻，原油流入抽油泵的速度大于抽油杆带动柱塞的移动速度，因此下泵腔内原油体积不

断增加，空气体积减小，与进口压强之间的差值减弱，随后原油流速开始不断下降，甚至还会出现倒流。 
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Figure 3. Impact of stroke times n1 on speed u of heavy crude oil 
图 3. 冲次 n1 对稠油流速 u 的影响 

 
图 4 揭示了幂律指数 n 对原油流动速度的影响，根据实验验证了此类原油的幂律指数 0.9 < n < 1，具

有剪切变稀的特性。从图中看出，随着幂律指数的增大，原油流动速度逐渐减弱，在 n = 0.9 时，流速流

量同时取得最大值。 
 

 
Figure 4. Impact of power-law index n on speed u of heavy crude oil 
图 4. 幂律指数 n 对稠油流速 u 的影响 
 

从图 5(a)中可以得出结论，热采温度 Tw对原油的温度 Tf有显著影响，通过加热抽油泵的外壁，使得管

内原油温度也随之升高。图 5(b)揭示了在轴心处不同时刻热采温度对抽油泵壁面和原油温度的影响，从图

中可以发现，在不同时刻，起初原油温度受热采温度影响较小，1 s 后热采温度对原油温度的影响逐渐增大。 
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(a)                                                 (b) 

Figure 5. Influence of thermal recovery temperature Tw on wall and fluid temperature Tf 
图 5. 热采温度 Tw 对抽油泵壁面和流体温度 Tf 的影响 
 

如图 6(a)主要表示了热采温度对原油流动速度的影响，从图中可以看出，原油的流动速度会随着温

度的增大而增大，主要原因是温度降低了原油的粘度，从而增大了原油在管道中的流动速度。图 6(b)可
以得出 363 K 是热水开采的最佳温度，此时，原油流速最大。 
 

  
(a)                                                (b) 

Figure 6. Influence of thermal recovery temperature Tw on heavy crude oil velocity u 
图 6. 热采温度 Tw 对重油速度 u 的影响 
 

抽油泵壁根据厚度不同分为普通壁和薄壁。图 7 显示了壁厚对原油流动的影响。结果表明，壁厚对

泵内原油的流动有明显的阻碍作用。壁厚通过影响固体壁的导热性来影响原油的温度，从而影响原油粘

度和速度。因此，抽油泵壁面的厚度在技术参数允许的范围内可以尽可能地减小。 

6. 结论 

本文基于稠油的流变特性和推导的压强梯度表达式，建立了重质原油在圆筒内的非稳态动量和热流

固耦合模型，首次使用有限差分方法求解了符合幂律行为的数值解，主要结论如下： 
1) 实验结果表明，东营胜利油田的重质原油属于剪切变稀的幂律流体，且幂律指数的取值范围
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为：0.9 < n < 1。 
 

   
(a)                                                (b) 

Figure 7. Influence of wall thickness c on crude oil velocity u and flow Q 
图 7. 壁厚 c 对原油速度 u 和流量 Q 的影响 
 

2) 对于符合幂律本构关系的原油，其在柱面坐标系下的动量和能量方程可以采用有限差分方法求

解，结论与牛顿流体保持一致。 

3) 原油流速随着幂律指数的增大而减小。壁面厚度会阻碍热量的传递，因此导致速度减小，然而对

于热采温度则呈现相反的结果，热采温度会促进传热过程，加速流体流动。 
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摘  要 

光滑粒子流体动力学(SPH)方法已被证明在模拟流动问题方面具有巨大的潜力。本文将采用基于弱可压

缩假设的δ-SPH方法来对流动问题进行模拟，但是由于传统的插值方案精度不高，导致计算结果误差较

大。本文中采用了改进的插值方案应用于顶盖驱动流算例，并将计算结果与传统方案的计算结果以及实

验数据进行对比，结果证明了该新方案的改进效果。 
 
关键词 

光滑粒子流体动力学，简化有限差分法，顶盖驱动流 
 

 

Study on the Application of Improved SPH 
Method in Flow Problems 

Yi You*, Hao Han, Xiao Li, Shiwei Lyu 
Department of Basic, Naval Submarine Academy, Qingdao Shandong 
 
Received: Oct. 31st, 2024; accepted: Nov. 7th, 2024; published: Dec. 27th, 2024 

 
 

 
Abstract 
The Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) method has proved to have great potentials in simu-
lating flow problems. This paper will use the δ-SPH method based on the assumption of weak com-
pressibility to simulate flow problems. Due to the low accuracy of conventional interpolation 
schemes, the calculation results have significant errors. In this paper, an improved interpolation 
scheme will be applied to the lid-driven flow case, and the calculation results will be compared with 
those of the conventional scheme and experimental data. The results proved the improvement ef-
fect of the new scheme. 
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1. 引言 

在船舶与海洋工程领域，经常可以观察到剧烈的自由表面流动现象，如液舱晃荡、甲板上浪和波浪

砰击等。在这些过程中，会产生由流体与结构之间的相互作用而引起的整体或局部的冲击载荷，对这些

冲击载荷的精确评估和计算对于船舶及海洋结构物的设计很重要。 
目前，对于自由表面流动问题的数值研究主要是基于欧拉网格开展的，如 FEM (有限元法) [1]和 FVM 

(有限差分法) [2]。但是由于剧烈流动具有强非线性的复杂特性，使得传统的网格法在处理这方面问题时

会存在很大的困难。这些困难主要在于如何通过网格方法精确有效地处理自由表面流动中运动界面的复

杂性，当流动非常剧烈时，运动界面处会产生大变形甚至是非连续现象，使得界面的判别和捕捉会变得

异常复杂，有时甚至会由于网格的大变形导致模拟的失败。因此近些年兴起的无网格计算方法逐渐引起

了人们的关注。目前，光滑粒子流体动力学(Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH)方法[3]作为一种无网

格方法已被广泛应用于自由表面流动的模拟，如多相流、液舱晃荡、波浪冲击和流固耦合问题。SPH 方

法的拉格朗日特性使得其在自由液面流动的模拟过程中可以不受网格畸变的限制，即使是一些表面波的

破碎、飞溅等现象也可以进行捕捉和预报。 
尽管传统 SPH 方法已经在很多领域得到应用，但由于粒子的拉格朗日特性，容易在流场中产生非物

理压力振荡[4]。在传统 SPH 的基础上，研究者们提出了很多改进的 SPH 方法以提高计算的准确性和稳

定性，如黎曼 SPH [5]和 δ-SPH [6]。δ-SPH 方法是目前应用比较广泛而且效果很好的方法，它是通过在连

续性方程中添加适当的密度数值扩散项来减小压力场中的高频数值振荡。近年来，许多研究都证明了 δ-
SPH 方案在模拟剧烈流动方面具有非常好的可靠性[7]。 

尽管 SPH 方法近些年来取得了很大的进展，但仍存在很多挑战[8]，一个重要原因就是 SPH 方法本身所

使用的离散格式的精度不足，尤其是当自由表面粒子的支持域被截断时，使得核近似和粒子近似的精度不能

使守恒方程和动态边界条件精确满足，这些误差会使得计算的密度场产生波动，即便是很小的波动，在经过

状态方程(EOS)的放大后也会形成比较大的压力场噪声，又反作用于粒子产生位移上的扰动，使得粒子分布

变得杂乱，因此需要进一步改进插值方法来提高计算精度。近些年研究者们提出了很多高阶的插值方法应用

于 SPH 方法的计算中，比较常见有最小二乘法和一阶相容核近似法，虽然这些方法都很好地起到了提升插

值精度的作用，但是由于涉及到的矩阵运算量很大，使得计算效率并不理想，而且在自由液面的破碎点或飞

溅处容易产生奇异矩阵，导致计算的失败，因此找到一种可以满足计算精度且对计算效率影响不大的插值方

法应用于 SPH 方法中是目前 SPH 方法研究中非常重要的一项内容。本文将一种应用于 MLPG_R 法[9]中的

简化有限差分法(SFDI)应用于 δ-SPH 方法中，来研究其对于流动问题计算精度的改进效果。 

2. 计算原理 

2.1. δ-SPH 方法 

传统的 SPH 方法主要是基于弱可压缩的假设，正压流体的控制方程主要是连续性方程和动量方程： 
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0D
Dt
ρ ρ+ ∇⋅ =u                                       (1) 

1D P
Dt ρ

= − ∇ +
u f                                      (2) 

其中： ρ 是流体的密度，t 是时间，u 是速度矢量，P 是压强，g 是重力加速度，f 是体积力。 
在 SPH 方法中，一个任意函数 ( )f x 的积分可以表示为： 

( ) ( ) ( )df x f x x x xδ
Ω

′ ′ ′= −∫                                 (3) 

其中：Ω是积分域， ( )x xδ ′− 是狄拉克函数，其形式如下： 

( )
1,
0,

x x
x x

x x
δ

′=′− =  ′≠
                                   (4) 

在 SPH 方法中，狄拉克函数使用核函数 ( ),W x x h′− 来代替，其中 h 被称为光滑长度。于是函数的核

近似公式可以写为： 

( ) ( ) ( ), df x f x W x x h x
Ω

′ ′ ′= −∫                               (5) 

因此，目标 i 粒子的函数 ( )f x 基于离散粒子的近似可以写成： 

( ) ( ) ( )1 ,N j
i j i jj

j

m
f x f x W x x h

ρ=
= −∑                            (6) 

其中：目标 j 是 i 粒子支持域内的粒子，N 是 i 粒子支持域内的粒子总数， jm 是 j 粒子的质量， jρ 是 j 粒
子的密度。 

根据上述的核近似和粒子近似，i 粒子的质量守恒方程和动量方程可以表示为： 

01 1
N j ji

i ij i ij ij i ijj
j j

N
j

m mD W hC W
Dt
ρ ρ δ

ρ ρ= =
= ⋅∇ + ⋅∇∑ ∑u Ψ                      (7) 

2 21
N ji i

j ij i ijj
i j

PD Pm W
Dt ρ ρ=

 
= − + +Π ∇  

 
∑u g                           (8) 

( ) ( )22 ji L L
ij j i i j
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r
ρ ρ ρ ρ= − − ∇ +∇Ψ                             (9) 
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L N j

j i i i ijji
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Wρ ρ ρ

ρ=
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2 20.01
ij ij ij
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h
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φ =

+

⋅u r

r
                                  (13) 

其中系数 δ 控制着密度扩散的强度，一般取 0.1， 0C 是人工声速，一般取值为 10 倍的最大速度，r 是位
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置矢量， ijΠ 是人工粘性项，αΠ 和 βΠ 是人工粘性系数。在公式(10)中，
Lρ∇ 是被矫正矩阵 L 矫正后的

重整化密度梯度。 
粒子的压强是通过状态方程(EOS)来进行求解的： 

( )2
0 0i iP C ρ ρ= −                                       (14) 

其中 0ρ 是初始流体粒子的密度。 

2.2. 简化有限差分法方案 

在 SPH 方法中，求解控制方程需要用到散度项和梯度项，但是上文中提到的粒子近似的误差会对计

算散度和梯度时的精确度造成比较大的影响，从而影响密度场和压力场的计算，因此改进粒子近似的插

值方式对于计算精度的提升具有很大的作用。 
Ma 在 MLPG_R 法中应用的简化有限差分法(SFDI)是一种基于泰勒级数展开的二阶精度格式[9]，具

体的形式为： 

( )
1 2

, , , ,
2

1, , , ,

m k

i

N
i x ij x i xy ij y

j i
j j ir i x i x i xy

n B n Bf f f
x n n n= ≠

−∂  = − ∂ − 
∑                             (15) 
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1 2
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, 2

m m
m

j x i x
ij x j i

j i

r r
B W

−
= −

−
r r

r r
                                (18) 

3. 简化有限差分法的收敛性和精度分析 

在本节中将会通过算例对 SFDI 方案在 SPH 方法中的收敛性和精度进行测试。 
图 1 中给出了计算域的设置：边长为 1 m 的方形域，如图所示初始粒子均匀布置，测试函数的形式

为 ( ) 2, ex yf x y += ，分别使用普通插值和简化有限差分法来计算 ( ),f x y 对 x 的一阶偏导数，将计算结果与

解析解进行对比，分析两者的收敛性和误差。计算中两种方案均分别使用 0.02 m、0.01 m、0.005 m 和

0.0025 m 的粒子尺寸，对应的计算域粒子总数为 2500、10,000、40,000 和 160,000。 
定义数值计算的平均误差为 

( ) ( )
( )1

1Error
N x j x j

x
j x j

f r f r
N f r=

−
= ∑





                              (19) 

其中：N 为计算域中的粒子数，i 为目标粒子，j 为 i 粒子的邻域粒子， ( )x jf r 为解析解。 
表 1 中给出了使用两种插值方法计算的一阶偏导数在不同粒子尺寸下的计算误差对比，从对比中可

以看出通过 SFDI 的应用，使得偏导数计算的误差大大减小。图 2 中给出了两种方法的计算误差随粒子尺

寸的收敛性分析，从图中的对比可以看出，传统的偏导数模型收敛精度只能够达到一阶精度，而应用了

SFDI 方案后，精度可以达到二阶，误差大大降低，接下来将在流动问题的模拟中进一步对改进的方法进

行测试和验证。 
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Figure 1. Particle distribution in the computational domain 
图 1. 计算域的粒子分布 

 
Table 1. Errors of first-order partial derivatives calculated by two interpolation schemes using different particle sizes 
表 1. 在不同粒子尺寸下的两种插值方法计算一阶偏导数的计算误差 

粒子尺寸(m) 传统方法的平均误差(100%) SFDI 的平均误差(100%) 

0.02 0.05326 0.00530 

0.01 0.02723 0.00138 

0.005 0.01418 0.00035 

0.0025 0.00757 0.00009 

 

 
Figure 2. Comparisons for error convergence of first order partial derivative by using two schemes 
图 2. 两种方案计算的一阶偏导数误差的收敛性对比 
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4. 流动问题中的模型应用 

在本节中将会通过一个二维的方腔顶盖驱动流算例来对改进的 SPH 方案进行测试。图 3 中给出了方

腔的示意图，如图所示：方腔的边长为 1 m，两个侧壁和底部都保持静止，方腔顶部以 U = 1 m/s 的速度

驱动流体向右运动，粒子尺寸设置为 0.0025 m，全域布置 160,000 粒子。 
 

 
Figure 3. Schematic view of the square cavity 
图 3. 方腔的示意图 

 
图 4 给出了时间 t = 40s 时计算域内的速度幅值的分布，此时流动状态已经处于稳定，从图中可以看

出两种计算方案中速度的分布大体相同，但是如果对局部进行放大后可以看出传统的 SPH 方法经过 40
秒后所计算的粒子分布杂乱，出现了聚集现象，扰动明显，这是因为 SPH 方法本身的拉格朗日特性所引

起的，由于粒子与粒子之间没有连接，是自由运动的，所以会有逐渐混乱的趋势，但是因为传统方法的

计算精度不高，使得粒子的分布很快就出现了混乱的现象，而改进后的 SPH 方法由于使用了高精度的插

值方案，提升了一阶偏导数的计算精度，使得连续性方程和动量方程的计算精度都得到提升，计算出的

粒子图中粒子的分布均匀度有了明显的改善。 
 

 
Figure 4. Comparisons of snapshots of the lid-driven flow. (a) Results of SPH; (b) Results of SPH with SFDI scheme 
图 4. 方腔顶盖驱动流的粒子对比图。(a) SPH 结果；(b) SPH + SFDI 结果 
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图 5 中给出了时间 t = 40 s 时，中纵线处 x 方向上的速度分量曲线对比图，图 6 中给出了时间 t = 40s 
时，中横线处 y 方向上的速度分量曲线对比图，分别为两种 SPH 方法的计算结果与实验数据[10]的对比。

从对比结果中可以看出经过 SFDI 方案改进后的 SPH 结果与实验值有着更好的一致性，计算结果更加精

确，这也证明了改进后的 SPH 方法在流动问题的模拟中具有更好的精度。 
 

 
Figure 5. Comparisons of x-direction component of velocity at the midline (t = 40 s) 
图 5. 中纵线处 x 方向上的速度分量曲线对比(t = 40 s) 

 

 
Figure 6. Comparisons of y-direction component of velocity at the middle horizontal line (t = 40 s) 
图 6. 中横线处 y 方向上的速度分量曲线对比(t = 40 s) 

 
图 7 和图 8 分别给出了改进 SPH 方法在不同粒子尺寸(0.01 m、0.005 m 和 0.0025 m)下的计算结果(中

纵线处 x 方向上的速度分量曲线和中横线处 y 方向上的速度分量曲线)，从对比中可以看出采用改进后的

SPH 方法计算的结果随着粒子尺寸的减小更加趋近于实验值，体现出了很好的收敛性。 
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Figure 7. Comparisons of x-direction component of velocity at the midline calculated by the improved SPH method using 
different particle sizes 
图 7. 不同粒子尺寸下改进 SPH 方法计算的中纵线处 x 方向上的速度分量曲线对比 
 

 
Figure 8. Comparisons of y-direction component of velocity at the middle horizontal line calculated by the improved SPH 
method using different particle sizes 
图 8. 不同粒子尺寸下改进 SPH 方法计算的中横线处 y 方向上的速度分量曲线对比 

5. 结论 

本文采用一种改进的 SPH 方法应用于流动问题的模拟中，在对比了传统插值方法与新插值方法对于

一阶偏导数的求解效果后发现改进后的插值方案能够取得误差更小的一阶偏导数结果，因此对于 SPH 方

法中质量守恒方程和动量方程等控制方程中梯度项和散度项的求解也具有更大的优势。在此基础上，将

改进后的 SPH 方法应用到流体问题的计算中，文中选取了经典案例顶盖驱动流作为验证案例，对比了传

统 SPH 方法和改进后的 SPH 方法的计算结果，进一步验证了新算法的鲁棒性和精确性，证明了新算法在
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流动问题的模拟方面具有巨大的潜力。本文经过研究得出的结论如下：简化有限差分法可以应用于 SPH
方法中，并起到提升一阶偏导数计算精度的作用，通过得到更高精度的一阶偏导数可以提升连续性方程

和动量方程的计算精度，从而提升 SPH 方法在流动问题模拟中的鲁棒性和精确性。 
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摘  要 

世界稠油资源丰富，关于近几十年提出的稠油开采技术，目前大多文章单独分析各技术的产能，少有研

究通过建模定性分析各技术泄油速率之间的数量关系。本文对三种采油技术分别进行数学建模，通过数

值计算进行求解得到各自的泄油速率，并将三者进行对比。通过数据分析发现，溶剂萃取采油的泄油速

率最低，并且泄油速率随时间变化相对不明显。温溶剂萃取采油相比溶剂萃取采油的泄油速率会有明显

上升。并且温溶剂萃取采油在温度和溶剂的双重作用下，只需要较低的温度即可达到与蒸汽辅助重力泄

油近似的采油效果。 
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Abstract 
The world has abundant heavy oil resources. Most of the studies on heavy oil extraction technolo-
gies proposed in recent decades focus on analyzing the production capacity of each technology 
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individually, with few studies providing a qualitative analysis of the quantitative relationship be-
tween the oil recovery rates of each technology through mathematical modeling. This paper presents 
mathematical modeling of three oil extraction techniques and solves for their respective oil recovery 
rates through numerical calculations, followed by a comparison among them. Data analysis reveals 
that the solvent extraction technique has the lowest oil recovery rate, and the rate shows relatively 
minimal change over time. The oil recovery rate of warm solvent extraction is significantly higher 
than that of solvent extraction. Moreover, under the combined influence of temperature and solvent, 
warm solvent extraction can achieve an oil recovery effect similar to that of Steam Assisted Gravity 
Drainage (SAGD) at a much lower temperature. 
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Heavy Oil Extraction, Mass and Heat Transfer, Seepage Mechanics, Oil Recovery Rate, Porous Media 
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1. 引言 

随着全球能源需求的不断增长，轻质油量已经不能满足人类的需求，因此需要轻质油以外的替代能

源。勘探发现，世界稠油资源丰富，是一种具有巨大潜力的能源资源，但与轻质油相比，稠油粘度高、不

易流动，因此在开采过程中面临挑战[1]。为了满足能源需求并推动低碳绿色发展，急需开发出更加经济

环保的有效开采方法。 
关于稠油开采，近二十多年来做了很多研究。蒸汽辅助重力泄油(SAGD)是稠油开采领域的一项重

要技术，通过向油藏注入热蒸汽，利用蒸汽携带的热量降粘采油。相对于传统热采技术，SAGD 有较高

的采收率，但存在采出水处理及相关环境问题[2]。为了解决暴露出来的问题，开发出溶剂萃取采油

(VAPEX)技术。VAPEX 通过向油藏注入溶剂，利用溶剂溶解降低稠油粘度。VAPEX 具有绿色环保、

资金投入少等优点，并且能进行脱沥青原位改质，但缺点是采收效率低[3]。因此开发出以温溶剂萃取

采油(warm VAPEX)为代表的一系列热和溶剂萃取混合开采技术。warm VAPEX 通过向油藏注入热溶剂

蒸汽，利用温度和溶剂溶解双重降粘。相对于 VAPEX，warm VAPEX 提高了采收效率，并且有更低的

溶剂需求[4]。 
实际上，任何采油技术都要经过预测和估计才能投入使用，而数学模型被认为是对稠油采收方案进

行快速初步筛选的有力工具，并且能解决其他方法无法观测过渡带物理量变化的问题。目前大多文章单

独分析各技术的产能[5]-[7]，或者通过实验对比各技术产量[8]-[10]，少有文章通过数学建模定性分析各

技术泄油速率之间的数量关系。本文对三种采油技术分别进行数学建模，研究各自的泄油速率并将三者

进行对比。并且在本文建模中，我们考虑与粘度相关的变扩散率，以稠油密度为变量而不是粗略近似为

常数。 

2. 数学建模 

图 1 为单侧蒸汽腔或溶剂腔的横截面图。本文不考虑沥青质沉淀，假定储层各向同性，过渡带厚度

恒定，腔室与重油之间的界面以恒定速率向沥青中运移，且整个过程中界面角度固定。本文忽略平行于

井的温度和浓度变化，只关注垂直于边界层的传热和传质。图 2 为过渡区物理模型图，其中以垂直过渡

区边界方向为 x 轴建立坐标系。表 1 概述了储层和流体的性质。 
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Figure 1. Cross-section of steam or solvent chamber 
图 1. 单侧蒸汽腔或溶剂腔的横截面图 
 

 
Figure 2. Physical model of the transition zone 
图 2. 过渡区物理模型图 

 
Table 1. Reservoir and fluid physical properties 
表 1. 储层和流体物理性质 

性质 符号 取值 单位 

储层    

绝对渗透率 k  6 Darcy 

孔隙度 φ  30 vol.% 

初始温度 0T  20 ℃ 

井长 W  1 m 

岩石比热容 psc  1200 J/kg∙K 

倾角 θ  30 degree 

岩石密度 rρ  2650 kg/m3 

稠油    

导热系数 tK  1.45 W/(m∙K) 

稠油比热容 pfc  2786 J/kg∙K 
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续表 

溶剂    

注入温度 sT  50 ℃ 

扩散系数 D  9 0.461.306 10 µ− −×  m2/s 

腔扩展速度 U  2.58 cm/day 

溶剂饱和浓度 *c  0.3285 m3/m3 

 
在温度或者溶剂的影响下，降粘后的原油逐渐从储层中排出，进而腔室和稠油接触界面持续更新，

从而会导致控制方程的边界条件发生变化。为了解决这一问题，将会引入新的变量来代替固定坐标轴： 
x Ut
t

ξ
τ
= −

 =
                                     (1) 

进而得到： 

x x
ξ

ξ ξ
∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
                                  (2) 

2 2

2 2
x

x x xx
ξ ξ ξ

ξ ξ

   ∂ ∂∂  ∂ ∂∂      ∂ ∂∂ ∂ ∂∂     = = = ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

                       (3) 

U
t t t

ξ τ
ξ τ ξ τ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                          (4) 

2.1. SAGD 数学建模 

( )
2

21 o o
s ps po o t

T T T T Tc U c U T U Kρ ρφ ρ φ ρ
ξ τ ξ τ ξ τ ξ

 ∂ ∂     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + + − + + − + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

     (5) 

温度的初边值条件如下： 

( )0, 120 CT τ =                                       (6) 

( ), 20 CT L τ =                                       (7) 

( ),0 20 CT ξ =                                       (8) 

其中 T 为温度，℃；φ 为孔隙度，无量纲； sρ 为固体骨架的密度，kg/m3； oρ 为稠油密度，kg/m3； psc 和

poc 分别为为固体骨架和稠油的比热容，J/kg∙K； tK 为总导热系数，W/(m∙℃)。 
根据达西公式，得到泄油速度V ′为： 

sinro
o

o

kkV gρ θ
µ

′ =                                     (9) 

其中 k 为绝对渗透率，达西； rok 为油相对渗透率，无量纲； oµ 为稠油粘度，Pa∙s；g 为重力加速度，m2/s；
θ 为倾角，无量纲； 

其中稠油密度和粘度分别为温度的函数[11]： 

15
201 0.0603

100o
Tρ ρ  −  = −     

                              (10) 
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( ) ( )ln ln 3.6261ln 273.15 22.8339o Tµ = − + +                          (11) 

沥青饱和度和温度之间的关系采用 Sharma 和 Gates 的假设，而相对渗透率和沥青饱和度之间的相关

性参考 Corey 的相关性[12]： 

( ) 1 r
o or oi or

s r

T TS S S S
T T

 −
= + − − − 

                              (12) 

, 1

m

o or
ro ro rw

wc or

S Sk k
S S

 −
=  − − 

                                 (13) 

其中 oiS 和 orS 分别是初始和残余油饱和度，无量纲； wcS 是原生水饱和度，无量纲； ,ro rwk 是最小含水饱和

度下的石油相对渗透率，无量纲；m 是 Corey 系数，无量纲。 
溶剂腔双侧泄油速率 q 计算公式为： 

2 dq W Vφ ξ′= ∫                                       (14) 

其中 W 为井长。 

2.2. VAPEX 数学建模 

c c cD U
ξ ξ ξ τ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= − + ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                 (15) 

浓度的初边值条件如下： 

( ) *0,c cτ =                                       (16) 

( ), 0c L τ =                                       (17) 

( ),0 0c ξ =                                       (18) 

其中 c 为溶剂浓度，m3/m3；D 为扩散系数，m2/s； *c 为溶剂饱和浓度，m3/m3。 
根据达西公式，得到泄油速度V ′为： 

sinrokkV gρ θ
µ

′ =                                    (19) 

利用幂律经验相关性可以估计稠油和丙烷之间的可变扩散系数[13]： 
9 0.461.306 10D µ− −= ×                                  (20) 

其中 µ 为稠油和溶剂混合流体的粘度，Pa∙s。 
稠油和溶剂混合流体的密度 ρ 和粘度 µ 公式为[14]： 

( )1o sc cρ ρ ρ= − +                                   (21) 

s of f
s oµ µ µ=                                      (22) 

其中溶剂的密度 sρ 和粘度 sµ 为温度的函数[15]： 
20.02 0.13 507.81s T Tρ = − − +                              (23) 

1 1log 222.67
133.41s T

µ  = − 
 

                             (24) 
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其中： 

( )
,  1

1s o s
cf f f
c cλ

= = −
− +

                             (25) 

( )0.5237 3.2745 1.631617.04

ln

o s o s

o

s

γ γ γ γ
λ

µ
µ

−
=

 
 
 

                          (26) 

在 VAPEX 技术中，T 恒为储层温度。 
石油饱和度和浓度之间的关系采用 Sharma 和 Gates 的假设[16]，而相对渗透率和沥青饱和度之间的

相关性参考 Corey 的相关性： 

( ) *1o or oi or
cS S S S
c

 = + − − 
 

                            (27) 

, 1

n

o or
ro ro rw

wc or

S Sk k
S S

 −
=  − − 

                             (28) 

其中 oiS 和 orS 分别是初始和残余油饱和度，无量纲； wcS 是原生水饱和度，无量纲； ,ro rwk 是最小含水饱和

度下的石油相对渗透率，无量纲；n 是 Corey 系数，无量纲。 
溶剂腔双侧泄油速率 q 计算公式为： 

( )2 1 dq W V cφ ξ′= −∫                                  (29) 

2.3. warm VAPEX 数学建模 

传热方程： 

( )
2

21 o o
s ps po o t

T T T T Tc U c U T U Kρ ρφ ρ φ ρ
ξ τ ξ τ ξ τ ξ

 ∂ ∂     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + + − + + − + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

     (30) 

( )0, 50 CT τ =                                       (31) 

( ), 20 CT L τ =                                       (32) 

( ),0 20 CT ξ =                                       (33) 

其中稠油和溶剂混合流体的密度 fρ 为： 

( )1f o sc cρ ρ ρ= − +                                    (34) 

传质方程： 

c c cD U
ξ ξ ξ τ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= − + ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                (35) 

( ) *0,c cτ =                                       (36) 

( ), 0c L τ =                                       (37) 

( ),0 0c ξ =                                       (38) 

溶剂腔双侧泄油速率 q 计算公式为： 

( )2 1 dq W V cφ ξ′= −∫                                   (39) 
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3. 结果与讨论 

如图 3 所示，以 warm VAPEX 为例，利用有限差分进行数值求解，得到了过渡带温度、浓度、粘度

和泄油速度分布图。从分布图可以发现，浓度穿透深度远远小于温度穿透深度，其中粘度分布在最开始

的短距离内有小波动，这是因为在开始的短距离内稠油受到温度和粘度双重降粘影响，但由于传质和传

热穿透深度不同，穿过极窄的传质传热共同区后，之后粘度只受温度影响，所以粘度分布的后段分布曲

线比较平滑。 
 

 

 
Figure 3. Distribution of physical quantities in the transition zone 
图 3. 过渡带物理量分布图 
 

利用同样方法，分别计算出 SAGD、VAPEX、warm VAPEX 三种技术不同条件下的泄油速率进行对

比，得到图 4。从图中可知，在 30 天范围内三种技术的泄油速率均会随着时间的增加而增加；另外可以

发现，VAPEX 泄油速率最低，并且由于传质区极窄，泄油速率随时间变化相对不明显，但在此基础上注

入 50 摄氏度温溶剂，泄油速率明显提升；而同样是 50 摄氏度，利用温度和溶剂双重降粘的 warm VAPEX
确实比只有温度降粘的 SAGD 泄油速率快；此外注入 80 摄氏度的温溶剂比注入 120 摄氏度的热蒸汽得

到的泄油速率快很多，说明 warm VAPEX 在温度和溶剂的双重作用下，只需要较低的温度即可达到与

SAGD 近似的采油效果。综合以上内容发现，warm VAPEX 比 VAPEX 效率高，比 SAGD 节能环保，适

合实地开采。 
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Figure 4. Comparison of drainage rates of different technologies 
图 4. 不同技术下泄油速率对比 

4. 总结 

本文通对 SAGD、VAPEX、warm VAPEX 三种技术分别建模，利用数值计算得到三种技术的泄油速

率，并且通过改变 SAGD 和 warm VAPEX 的温度条件，得到不同条件下三种采油技术的泄油速率大小关

系，进行对比后主要得到以下结论： 
(1) VAPEX 泄油速率最低，并且泄油速率随时间变化相对不明显。 
(2) 相比 VAPEX，warm VAPEX 泄油速率明显上升，第 30 天时，50℃条件下 warm VAPEX 的泄油

速率近似为 VAPEX 的三倍。 
(3) warm VAPEX 在温度和溶剂的双重作用下，只需要较低的温度即可达到与 SAGD 近似的采油

效果。 
(4) 第 30 天时，80℃条件下 warm VAPEX 的泄油速率近似为 50℃条件下 warm VAPEX 泄油速率的

四倍，说明温度在 warm VAPEX 中发挥重要作用。 
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