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摘  要 

粘弹性方程是研究地震波、断裂力学问题的主要数学物理方程之一。为时空统一高精度求解位移 u和速

度 tu 的近似解，针对方程特性，引入中间变量σ tu= 将原问题转换为方程组系统，并建立时间间断时空

有限元格式去获得位移和速度的近似解。本文采用有限元分析，结合基于Radau积分节点的Lagrange插
值，推导出位移关于 [ ] ( )( )L T H 10, ;∞ Ω –模和速度关于 [ ] ( )( )L T L20, ;∞ Ω –模最优误差估计。最后，通过

一个数值例子证明了方法的可行性和误差分析结果的合理性。 
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Abstract 
The viscoelastic equation is one of the main mathematical and physical equations for studying seismic 
waves and fracture mechanics problems. To uniformly and precisely solve for the approximate solu-
tions of displacement u  and velocity tu  in space-time, by analyzing the equation’s properties, in-
termediate variables σ tu=  are introduced to reformulate the original problem as a system of equa-
tions. Then, a temporally discontinuous space-time finite element framework is established to obtain 
the approximate solutions of both displacement and velocity fields. By using finite element analysis 
and combining with Lagrange interpolation based on Radau integration nodes, the optimal error es-
timation of displacement with respect to the [ ] ( )( )L T H 10, ;∞ Ω -norm and velocity with respect to the 

[ ] ( )( )L T L20, ;∞ Ω -norm is derived. Finally, a numerical example was provided to demonstrate the fea-
sibility of the method and the rationality of the theoretical results of the error analysis. 
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1. 引言 

研究下述的粘弹性方程初边值问题 
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其中 2RΩ⊂ 是凸多边形有界区域，边界为 ∂Ω， [ ]0,J T= ， ( )0T T< < ∞ 是总时间。 ( ),u x t 是未知函数， 
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， γ 和 ε 分别是弹性系数和粘性系数， ( ),f x t 是源函数， ( )1 xΦ 和 ( )2 xΦ 是足够光滑 

的已给定初值函数。 
粘弹性方程是研究地震波、断裂力学问题的主要数学物理方程之一[1]。在实际问题中，该方程其本

身较为复杂而难以获得解析解，因此求其数值解来研究该方程成为一种可行的途径[2]。文献[3]针对一类

半线性粘弹性方程采用非标准 Hermite 元推导出 ( )1H Ω –模意义下的超收敛性质。文献[4]建立了一种非

协调变网格有限元方法求解粘弹性方程问题。文献[5] [6]针对粘弹性方程分别运用半离散 1H -Galerkin 混

合有限元方法和标准有限元方法进行数值模拟研究，推导出了最优收敛阶的误差估计结果。文献[7]应用

分裂正定混合有限元方法推导出相应的误差估计，并利用数值实验证明了理论结果。Wang 等[8]用不连

续分段多项式的离散弱梯度算子构造了粘弹性方程的弱 Galerkin 有限元格式，并证明了格式的稳定性和
1H –模最优误差估计。为了降低计算成本、提高计算速度，Luo 等[9]提出了粘弹性方程的 POD 基降维

有限元方法，并给出了降维格式误差估计。然而，在粘弹性方程的数值求解中，上述方法均采用有限差

分技术对时间导数进行离散化处理，且该离散化过程与空间导数的离散化是独立进行的。这种处理方法
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难于获得时空统一高精度数值解。 
时空有限元(TSFE)方法作为一种能够有效统一时空离散的高精度数值方法，在 Nickell Seckman 等人

的文章中最早见其雏形，并不断延伸应用于流体力学与热传导等领域[10] [11]。文献[12]针对非线性薛定

谔方程采用时间间断时空有限元法(TDG-TSFEM)进行求解，第一次提出将有限元与 Lagrange 插值相结

合，证明了格式的最优收敛性。文献[13]为线性时间间断时空有限法的推导和实施过程提出一种通用的计

算框架。文献[14]为了提高求解非线性 Volterra 积分微分方程的间断 Galerkin (DG)时间步进法的全局精

度，提出了一种简洁高效的后处理技术。这些研究表明，时间间断时空有限元法具有较小的数值耗散和

非物理振荡，可以实现时空统一高精度等优势。然而，据我们所知，目前还没有该方法对粘弹性方程初

边值问题的研究报道。为此，本文针对方程特性引入中间变量 tuσ = 将原问题转化为方程组系统，并构造

TDG-TSFE 格式同时求解位移 u 和速度 tu 的时空高精度数值解。进一步，通过引入相关算子和投影，采

用有限元分析并结合基于 Radau 积分节点的 Lagrange 插值，推导出位移关于 [ ] ( )( )10, ;L T H∞ Ω –模和速

度关于 [ ] ( )( )20, ;L T L∞ Ω –模最优误差估计。最后，通过一个数值例子证明了该方法的可行性和误差分析

结果的合理性。 
本文涉及到的 ic ， iC 均是正常数，不依赖于时间和空间步长，且在不同位置可能具有不同取值。 

2. 预备知识及数值格式 

本文中使用标准 Sobolev 空间 ( )mH Ω ，其范数表示为
mv ； ( ) ( )2 0L HΩ = Ω 是 Lebesgue 空间，( ),v w

表示其内积， v 表示其范数，并且
0,∞⋅ 表示 ( )L∞ Ω 空间的范数。设 l ，m 都是非负整数，分别给出时空

域上 Sobolev 空间 ( )( );l mH J H Ω 和 ( )( ); mL J H∞ Ω 的定义为 
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并分别赋予如下范数 
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特别地，当 nJ I= 时，简记 ( )( )2 ; ,m
nL I H m n

u u
Ω

= ；当 0m = 时，简记
,m n n

u u= ，即 

( )( )1 22
: , d

n J
u u x t t= ∫ 。在有限维 Hilbert 向量空间 ( )qX 上定义内积 

( )( ) ( )
1

, ,
q

i i
i

φ ψ
=

Φ Ψ =∑ ，其中 ( )T
1 2, , , qφ φ φΦ =  ， ( ) ( )T

1 2, , , q
q Xψ ψ ψΨ = ∈ ，并定义相应的范数 

1 2
2

1

q

i
i

ψ
=

 
 
 
∑ ，记为 ⋅ 。 

为得到方程(1)的 TDG-TSFE 数值格式，将区间 [ ]0,J T= 划分。设 0 10 Nt t t T= < < < = ， 

( 1,n n
nI t t + = ， nk 是时间步长， 1n n

nk t t+= − ， max nn
k k= ，( )0,1, , 1n N= − 。定义时空片 :n nQ I= Ω× ，设

{ }n
hT K= 是空间Ω 的一种拟一致剖分， Kh 表示单元 K 的长度， max

n
h

n k
K T

h h
∈

= ， max nn
h h= ，且在不同 nQ 中 

允许空间Ω采用不同的剖分。建立有限元空间 
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( ) ( ){ }1
0 : ,n n

h r hKS H P K K Tχ χ= ∈ Ω ∈ ∈ , 

其中 ( )pP K 是由在单元 K 上变量 x 的次数最高不超过 p次的多项式函数构成的。对应 0t 的空间记为 1
hS − ， 

为了方便，置 1 0
h hS S− = 。在下文中，对于 , 0,1,s m = 和 ( )mu H∈ Ω ，设

1 2
22

,,
:

n
h

s s
n K m Km h

K T

h u h u
∈

 
=   
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∑ 。 

设 0q > 是整数。令 ( )n n
hk hkV V q= 表示由分块多项式 ( ]: 0,T Rϕ Ω× → 组成的空间，即 

( ) ( )
1

0
: ,

n

q
j n

hk j j hI
j

V t x x Sϕ ϕ χ χ
−

Ω×
=

 
= = ∈ 
 

∑ , 

由 hkV 定义可知，对于 x∀ ∈Ω，函数ϕ 是关于 t 的 1q − 次分片多项式，在 ( )1,2, , 1nt n N= − 处允许间

断。而对 nt I∀ ∈ ，函数ϕ 是关于 x 的次数最高不超过 r 的连续多项式。进而令 
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n

n
hk hkIV Vϕ ϕ
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= ∈ , 

则由 n
hkV 定义可知， n nϕ ϕ −= ，其中 ( )lim
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n
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假设问题(1)在 [ ]0,T 上存在唯一的光滑解 u 。引入辅助变量 tuσ = 得以下方程组 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

a , , 0,

b , , 0,

c ( , ) 0, , 0,
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                      (2) 

在(2)(a)两端乘以 ( )( )1 1
0;nv H I H∈ Ω ，在(2)(b)两端乘以 ( )( )1 1

0;nw H I H∈ Ω ，并在 nQ 上积分。利用

Green 公式可得方程组(2)的弱形式为：求{ } ( )( ) ( )( )2 1 2 1
0 0, ; ;n nu L I H L I Hσ ∈ Ω × Ω 使得 
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b , , d , d ,
n n n n

n n

n n n n
tI I I I

n n n n
tI I

v v t v t u v t v f v t

u w u w t w t u w

σ σ ε σ γ σ

σ

+ + +

+ + +

 − + ∇ ∇ + ∇ ∇ = +


− − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
      (3) 

通过将其有限元近似函数代入弱形式(3)，构造相应的 TDG-TSFE 数值格式为：求{ }, hk hkU Z V V∈ × ，

使得对 n
hkv V∀ ∈ ， ( )0,1, , 1n

hkw V n N∀ ∈ = − ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
    (4) 

3. 辅助引理 

本文采用基于 Radau 积分公式节点的 Lagrange 插值与有限元分析结合的技巧，分析 TDG-TSFE 法的

最优误差估计，而 Radau 求积方法适合近似计算定义在半开半闭区间上的积分，与 TDG-TSFEM 基函数

的时间剖分节点处允许间断的特点相符合。为此，现引入本文所涉及的符号和定义，简要介绍 Radau 求

积公式及其相关的基本引理。 
Radau 求积公式[12]：对于任意的 1q ≥ ，如果求积公式 

( ) ( )1
1 20

1
d , 0 1

q

j j q
j

g gτ τ ω τ τ τ τ
=

≅ < < < < =∑∫  . 

对于所有次数 2 2q≤ − 次的多项式都是准确成立的，称其为Radau求积公式，其中权函数 ( )1 2
0

dj jl t tω = ∫ 。 
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对任意的 1q ≥ ，设 ( ){ } 1

q
i i

l τ
=
是以 Radau 点 1 2, , , qτ τ τ 为节点的 1q − 次 Lagrange 插值多项式，即 
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设 ,M N 分别是 q q× 阶的矩阵， ( ) ( ),
, ,

n j
ij n j n i j i jN l t lω ω τ′ ′= = ， T

q qM e e N= − ， ( )T 0, ,1 q
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引理 3.1 [12] 设对角阵 { }1 2, , , qD diag τ τ τ=  ，则矩阵 1 2 1 2M D MD−= 正定，即存在 

11
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其中 ( ), ,n j n j n
hU U x S= ∈ ， ( ), ,n j n j n

hZ Z x S= ∈ 。 
将(7)代入格式(4)，并在格式(4)中分别取 ( ),n iv l t ψ= 和 ( ),n iw l t φ= ( ), n

hSψ φ∈ ，再采用 Radau 积分公

式离散格式(4)中时间积分项，得到格式(4)的 Radau 积分公式离散的等价形式(Ⅰ) 
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       (8) 

进一步，为了充分利用矩阵 M 的性质，记 ( ), 1 2 ,n j n j n
j hU U x Sτ −= ∈ ， ( ), 1 2 ,n j n j n
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定义 3.1 [15] 定义椭圆投影算子 1
0:n n

h hP H S→ 使得 

( )( ), 0,n n
h hu P u Sϕ ϕ∇ − ∇ = ∀ ∈ ,                            (10) 

则当 ( ) ( ) ( )1
0 2 1su H H s r∈ Ω Ω ≤ ≤ + 时， n

hP 满足如下估计式 
1

, 1 ,
,n s n s

h n h ns h s h
u P u C h u u P u C h u−− ≤ − ≤ .                    (11) 

定义 3.2 [12] 定义 Lagrange 插值算子 ( ) ( )1 1:n
q n q nC I P I− −Ι → ，满足 

( )( ) ( ), ,
1 , 1, ,n n j n j

q y t y t j q−Ι = =                             (12) 

其中 ,n jt 定义在(5)。注意到 ( ) ( )1 1,n
q q nu x P− −Ι ⋅ ∈ Ι ， ( ) ( )1 1

1 , , ,n n n
q u x t u x t x+ +
−Ι = ∈Ω。 

定义函数 ( ] ( )1
0 0: 0,W T H→ Ω 和 ( ] ( )1

1 0: 0,W T H→ Ω ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1, , , , , , ,n n n n
q h q h nW x t P u x t W x t P x t x tσ− −= Ι = Ι ∈Ω×Ι ,            (13)

 

其中 ( )0 ,W x t ， ( )1 ,W x t 均是 hkV 的元素。在 nI 上，仍置 0 0 1 1,
nn IIW W W W= = 。为了进行误差分析，将U u−

和 Z σ− 分解 

0 0 0 0 0 0, ,U u E E U W u Wρ ρ− = − = − = − , 

1 1 1 1 1 1, ,Z E E Z W Wσ ρ ρ σ− = − = − = − ,                         (14) 

引理 3.2 [15] 对 2 1s r≤ ≤ + 和 0,1κ = ，误差 0ρ 和 1ρ 有估计式 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 , ,,

1 2

1 2
1 , ,,

0 ,

1 ,

a max ,

b max ,

c max max max ,

d max max max .

n

n

n n n

n n n

qq s
n n nn s hIn

qq s
n n nn s hIn

qq s
n n s hI I I

qq s
n n s hI I I

ck u ck h u

ck ck h

ck u c h u

ck c h

κ
κ κ

κ
κ κ

κ
κ κ

κ
κ κ

ρ

ρ σ σ

ρ

ρ σ σ

−

−

−

−

≤ +

≤ +

≤ +

≤ +

                  (15) 

将(14)代到(4)得到 0 nIE 和 1 nIE 满足的方程组 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ ( )

( ) ( ) ( )}
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ ( )

1 1
1 1 1 0

1 1
1 1 1

1 0 1

1 1
0 0 1

1 1
0 0 0

a , , d , d , d

     , , d , , d

         , d , d ,

b , , d , d

      , , , d

n n n

n n

n n

n n

n n
tI I I

n n n n
tI I

n n
I I

n n
tI I

n n n n
t

E v E v t E v t E v t

E v f v t W v W v t

W v t W v t W v

E w E w t E w t

E w W w W w t

ε γ

ε γ

+ +

+ + +

+

+ +

+ + +

− + ∇ ∇ + ∇ ∇

= + − −

+ ∇ ∇ + ∇ ∇ −

− −

= − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
( ) ( )}1 0, d ,

n n

n n
I I

W w t W w +










 − − ∫ ∫

        (16) 

这里取初始值 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 2 1 2, , ,h h h hW P x W P x U P x Z P x= Φ = Φ = Φ = Φ ，故 0 0 0

0 0 0E U W= − = ， 
0
1 0E = 。另外，引入函数 0 1 0 1, , ,w w η η ，使得 

( ) ( )0 0 0, , , ,n
h nw P u x t u w x t Iη= = − ∈Ω× , 

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , 0, , 1n
h nw P x t w x t I n Nσ η σ= = − ∈Ω× = − . 

显然，这些函数在区间 nI 内关于时间 t 连续，并且只有当 1n n
h hS S− ≠ 时，函数在处 nt 点间断。因此

nIWκ  
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( )0,1κ = 是 wκ 在点 ,n jt 处关于 t 的插值，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, ,

1 1
, , , , ,

q q
n j n j

n j n j n
j j

W x t l t w x E x t l t E x x t Iκ κ κ κ
= =

= = ∈Ω×∑ ∑ .           (17) 

在(16)中分别取 ( ),n iv l t ψ= 和 ( ),n iw l t φ= ∆ ( ), n
hSψ φ∈ ，并将(17)代入(16)得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

, , , , ,
1 , , 1 1 0

1

, , , ,
, 1 , 1 1 1 1 0

a , , , ,

, , ,

q
n q n j n j n i n i

qi n j n i n i n i
j

n n n n n i n i n i n i
n i n i

E l t E k E k E

l t E l t J A B B

δ ψ ω ψ ε ω ψ γ ω ψ

ψ η ψ θ γ ε ψ

=

′− + ∇ ∇ + ∇ ∇

 = − + + + − 

∑
 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

, , , ,
0 , , 0 1

1

, ,
, 0 0 0

b , , ,

, , ,

q
n q n j n j n i

qi n j n i n i
j

n n n i n i
n i

E l t E k E

l t E A B

δ φ ω φ ω φ

φ φ φ

=

′∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇

= ∇ ∇ + ∇ +

∑
              (18) 

其中 ( ) ( ), ,, , 0,1n i n itκ κη η κ= ⋅ = ， 

( ) ( )

( )

( )

, , , ,
1 1 , , 1 , 1

1

, , , , ,
1 , , , 1 ,

1

, , , , ,
0 , , , 0 ,

1

1

: ,

: d , : d ,

: d , : d ,

n n

n n

q
n i n q n j n j n n

qi n j n i n i
j

q
n i n j n j n i n i

n j n i n i n i n iI I
j

q
n i n j n j n i n i

n j n i n i n i n iI I
j

n

l t l t

A l t l t B k u l u t

A l t u l u t B l t k

J

θ δ η ω η η

ω σ σ ω

ω σ ω σ

η

+

=

=

=

′= − −

′ ′= − = ∆ − ∆

′ ′= ∇ − ∇ = ∆ − ∆



∑

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

( ) ( )1
1 1 1 1
n n n n n n n

h hw w P P tη η σ+ + − = − = − = − 

 

显然，当 1n n
h hS S− = 时， 1 0nJ η  =  ，否则， 1 0nJ η  ≠  。 

为获得时间最大模、空间 ( )2L Ω 模最优误差估计，下面给出误差分析中起重要作用的引理。 
引理 3.3 [15] 对任意的 ( )0 1n n N≤ ≤ − 和 1,2, ,i q=  ，有如下误差估计式 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11
2 2, 12

1 1,

1 1
1, ,2 2

1 1

1 1
1, ,2 2

0 0

a d ,

b , c ,

d , e .

n

n i r
n n tI r h

q qq qn i n i
n n

n n

q qq qn i n i
n n

n n

ck h t

A ck B ck u

A ck u B ck

θ σ

σ

σ

+

+

+ ++

+ ++

≤

≤ ≤ ∆

≤ ∇ ≤ ∆

∫

                 (19) 

该引理的证明过程与文献[15]中证明类似，故这里省略。 
引理 3.4 对于每一个 ( )0 1n n N≤ ≤ − ，假设 1n n

h hS S −⊂ ，则有估计式 

( ){ } { } ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2 2 22 11 1 2
1 0 1 0 1 0

2 2 221 1
11,

1  

                               max ,
n

q qn n n n q
n nn n n n

q q r n
n n t nr hIn n

E E E E c E E ck u

u ck h M J

β σ

σ σ η

++ +

+ +

+

+ ∇ ≤ + + ∇ + + ∇ + + ∆


  + ∇ + ∆ + +  

 

其中 nM 表示与 n 有关的常数(其具体取值参见后面步骤)。 
证 在(18)(a)中取 ,

1
n iEψ = ，且 i 从 1 到 q 求和，所得方程的左侧表达式和(16)(a)中取 1v E= 时的左侧

表达式相等。类似地，在(18)(b)中取 ,
0
n iEφ = 得到 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 21
1 1 1 1 0 1

, , , , ,
1 1 1 1 1 0 1 1 1

1

2 21
0 0 1 0

, , , ,
0 0 0 0 0 0

1 1

1 1a , d , d
2 2

, , ,

1 1b , d
2 2

, , ,

n n

n

n n
I I

q
n n n i n i n i n i n i n n

i

n n
I

q q
n n n i n i n i n i

i i

E E E E t E E t

E E A B B E J E

E E E E t

E E A E B E

ε γ

θ γ ε η

+ +

+ +

=

+ +

+

= =

+ + ∇ ∇ + ∇ ∇

 = + + + − −  

∇ + ∇ − ∇ ∇

= ∇ ∇ + ∇ +

∫ ∫

∑

∫

∑ ∑

               (20) 

将(a)和(b)式相加，并应用 Poincaré 不等式和 Cauchy-Schwarz 不等式，结合引理 3.2 和引理 3.3 的结 

论进行分析，同时注意到
22 ,

1

q
n j

n jn
j

E k Eκ κω
=

= ∑ ( )0,1κ = ，可得 

( ){ } { } ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2 2 22 11 1 2
1 0 1 0 1 0

2 2 221 1
11,

1  

                               max ,
n

q qn n n n q
n nn n n n

q q r n
n n t nr hIn n

E E E E c E E ck u

u ck h M J

β σ

σ σ η

++ +

+ +

+

+ ∇ ≤ + + ∇ + + ∇ + + ∆


  + ∇ + ∆ + +  

 

其中， nM 表示与 n 有关的常数，对于固定的 n，取 ( )( )1, ,m cM M N n m n= = =  。后续说明 cN 的定义。 

此外，当 1n n
h hS S −= 时， 0nβ = ；当 1n n

h hS S −≠ 时，
1

1n
nM

β =
−

。 

引理 3.5 对任意的 ( )0 1n n N≤ ≤ − ，假设 1n n
h hS S −⊂ 且 nk 充分小，则有下面的估计式 

{ } {
( ) ( ) ( ) ( )

22 2 222 1
1 0 1 0 1 1,

2 2 2 2
1 12 1

max

                            .

n

n n n r
n n n n tn n r hI

q q q qq
n

n n n n

E E ck E E J ck k h

k u u

η σ

σ σ

+

+

+ ++

 + ∇ ≤ + ∇ + + 

 + + ∆ + ∇ + ∆   

 

证 式(16)取 ( ) ( )1 2 ,
,

1

q
n j

j n j
j

E l t E xκ κτ
=

= ∑  ，其中 ( ), 1 2 , 0,1n j n j
jE Eκ κτ κ−= = ，取 ( )1 2

,i n iv l tτ ψ−= 和 

( )1 2
,i n iw l tτ φ−= − ∆  ( ), n

hSψ φ∈ ，假设 1n n
h hS S −⊂ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , 1 2 1 2 , , ,
1 , , 1 1 0

1

1 2 , , , ,
, 1 , 1 1 1 1 0

, , 1 2 1 2 ,
0 , , 0

1

a , , , ,

     , , ,

b , ,

q
n q n j n j n i n i

qi n j n i j i n i n i
j

n n n n n i n i n i n i
i n i n i

q
n q n j n j

qi n j n i j i
j

E l t E k E k E

l t E l t J A B B

E l t E

δ ψ ω τ τ ψ ε ω ψ γ ω ψ

τ ψ η ψ θ γ ε ψ

δ φ ω τ τ φ

−

=

−

−

=

′− + ∇ ∇ + ∇ ∇

 = − + + + − 

′∇ ∇ − ∇ ∇

∑

∑

   



  ( )

( )( ) ( ) ( )

,
1

1 2 , ,
, 0 0 0

,

     , , ,

n i
n i

n n n i n i
i n i

k E

l t E A B

ω φ

τ φ φ φ−

− ∇ ∇

= ∇ ∇ + ∇ +



      (21) 

在上式的(a)中取 ,
1
n iEψ =  ，(b)中取 ,

0
n iEφ =  ，且 i 从 1 到 q 求和，借助引理 3.2 和引理 3.3 的结果， 

Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式，以及 ( )
22 ,

1
0,1

q
n j

n jn
j

E k Eκ κω κ
=

= =∑ 得到 

{ } {
( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2 2 21
1 0 1 0 1 1,

2 2 2 2
1 12 1

max

.

n

n n n r
n n t r hI

q q q qq
n

n n n n

E E c E E J c k h

k u u

η σ

σ σ

+

+

+ ++

 + ∇ ≤ + ∇ + + 

 + + ∆ + ∇ + ∆   

   

 

进一步利用 nn
E ck Eκ κ≤ 可证明 
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{ } {
( ) ( ) ( ) ( )

22 2 222 1
1 0 1 0 1 1,

2 2 2 2
1 12 1

max

                           .

n

n n n r
n n n n tn n r hI

q q q qq
n

n n n n

E E ck E E J ck k h

k u u

η σ

σ σ

+

+

+ ++

 + ∇ ≤ + ∇ + + 

 + + ∆ + ∇ + ∆   

 

4. 误差估计 

定理 4.1 设{ },u σ 是方程组(3)的解，{ },U Z 是时间间断TSFE格式(4)的解，并且初始值 ( )0 0
1hU P x= Φ ，

( )0 0
2hZ P x= Φ ， 1n n

h hS S −⊂ ，则有 tuσ = 的 [ ] ( )( )20, ;L T L∞ Ω ——模误差估计 

( ] { ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ) ) }

11 1
1, 1,0, 0 0

1
11

max e max max max max

                      max

m m

qcT r r q
m t m mr h r ht T m n I m n I

q q q q m
c m n

Z c h h k

u u N J

σ σ σ σ

σ σ η

++ +

+ +∈ ≤ ≤ ≤ ≤

+

≤ ≤

− ≤ + +

 + ∆ + ∇ + ∆ + +  

         (22) 

和 u 的 [ ] ( )( )10, ;L T H∞ Ω ——模误差估计 

( ] { ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ) ) }

11
1 1, 1,0, 0 0

1
111

max e max max max max

                       max

m m

qcT r r q
m t m mr h r ht T m n I m n I

q q q q m
c m n

u U c h h u k

u u u N J

σ σ

σ η

++

+ +∈ ≤ ≤ ≤ ≤

+

≤ ≤

− ≤ + +

 + ∆ + ∇ + ∆ + +  

          (23) 

其中 cN 表示 ( )1 1, 2, , 1j j
h hS S j N−≠ = − 的总数， 1 1 1

n n nJ w w w+  = −  表示投影 ( )1 ,n
hw P x tσ= 在点 nt 处的跳跃

项 ( ) ( )1 ,n n n
h hP P x tσ−− 。 
证 将引理 3.5 的结果应用到引理 3.4 结论的右端，并对 n 进行迭代，且 ( )0 0 0,1Eκ κ= = 。整理得 

( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( )

22 2 21 1 1
1 0 1 1,0 1

2 2 2 2
1 12

1 max

                               

m

nn
n n m r

j j m m m m t r hIm j m

q q q qq
m

m m m m

E E c ck ck M J ck h

ck u u

β η σ

σ σ

+ + +

+
= = +

+ +

 
 + ∇ ≤ + + + +   

 
 + + ∆ + ∇ + ∆ 
 

∑ ∏
 

其中 mM 是与 n 有关的常数， cN 表示 ( )1 1, 2, , 1j j
h hS S j N−≠ = − 的总数，对于固定的 n，取 ( )m cM M N n= =

( )1, ,m n=  ，当 0,1cN = 时，取 2M = ，且 jβ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 12 2

0 0, 0, 0
1 1 2 1 2 1 2 1 2 3e n

j j

n n n n
M ct

j j j j
j j ck j ck j

ck ck ck
β β

β β β + +

= = < = ≥ =

+ + ≤ + + ≤ + + ≤∏ ∏ ∏ ∏  

现在，置 ( )1 22 2: 3e nct
nC += 。由于 0

1 0J η  =  和 mk M≤ ，得到 

( ) ( )

( ) ( )

2 22 11 1 1 2
1 0 1 1

1 2 1

,0

2 2 21
1 1

1

2

max

                            

m

n
q qn n r q

n m m t mr hI m mm

n
q q m

n
m m m

E E cC ck h ck u

u cC M J

σ σ

σ η

++ + +
+ +

=

+
+

=

  + ∇ ≤ + + ∆  

    + ∇ + ∆ +      

∑

∑
 

利用引理 3.5 和(11)式得 

( ) ( )

( ) ( )

2 221 2

1 2 1

11 2
1 0 1,

2
1 2

0

2 2 21
1

1

max

                            

m

n
q qr q

n n m m t mn n r hI m mm

n
q q m

n n
m m m

E E ck C ck h ck u

u ck C M J

σ σ

σ η

++

+
=

+

=

  + ∇ ≤ + + ∆  

    + ∇ + ∆ +      

∑

∑
 

因 0 n

n
hkIE V∈ ， 1 n

n
hkIE V∈ ，利用逆不等式 

( ) ( )( ) ( )
1 2

1 2 2
1max d , , 0

nn
I n q n III

y t c k y t t y P I c−
−≤ ∀ ∈ >∫  
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得 

( ) ( )

( ) ( )

2 22 11 2
1 0 1,0

2 2 21
1

1

1 2 1 2

max max

                                 

n m

n
q qr q

n m m t mr hI I m mm

n
q q m

n
m m m

E E cC ck h ck u

u cC M J

σ σ

σ η

++

+
=

+

=

   + ∇ ≤ + + ∆   

    + ∇ + ∆ +      

∑

∑
. 

因为 1 1Z Eσ ρ− ≤ + ，利用引理 3.2 得 

{ ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ) ) }

11 1
1, 1,0 0

1
11

max max max max max

                     max

n m m

qr r q
n m t m mr h r hI m n I m n I

q q q q m
c m n

Z cC h h k

u u N J

σ σ σ σ

σ σ η

++ +

+ +≤ ≤ ≤ ≤

+

≤ ≤

− ≤ + +

 + ∆ + ∇ + ∆ + +  

. 

故式(22)得证。类理可证(23)，在 ( )1
0H Ω 中， v∇ 与 1v 等价， ( ) 0 0u U E ρ∇ − ≤ ∇ + ∇ ，利用引理

3.2 得 

( ] { ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ) ) }

11
1 1, 1,0, 0 0

1
111

max max max max max

                      max

m m

qr r q
n m t m mr h r ht T m n I m n I

q q q q m
c m n

u U cC h h u k

u u u N J

σ σ

σ η

++

+ +∈ ≤ ≤ ≤ ≤

+

≤ ≤

− ≤ + +

 + ∆ + ∇ + ∆ + +  

. 

5. 数值算例 

给定如下一维线性粘弹性初边值问题作为数值算例，从而验证该方法误差分析结果的合理性 

( ) [ ] ( ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

, , 0,0.5 , 0,1

0, 0, 1, 0, 0,1

,0 sin 2 , 0,0.5

tt xxt xxu u u f x t x t

u t u t t

u x x x

 − − = ∈ ∈


= = ∈

∈π

 =

                      (24) 

其中精确解为 ( ) ( ), e sin 2tu x t x−= π ， ( ) ( ), e sin 2tf x t x−= π 。在数值计算过程中，空间上采用一次多项式、

时间上采用线性多项式作为基函数。 
表 1 中粘弹性问题(24)中，当时间上取固定步长 0.001k = ，而空间上取步长分别为 1 8,1 16,1 32h =  

时，位移项 [ ] ( )( )10, ,L T Hu U ∞ Ω
− 和速度项 [ ] ( )( )20, ,L T LZσ ∞ Ω

− 的收敛阶和误差估计。由表可知，随着空间步长

h 不断对半缩减时， [ ] ( )( )10, ,L T Hu U ∞ Ω
− 的收敛阶接近一阶， [ ] ( )( )20, ,L T LZσ ∞ Ω

− 的收敛阶接近二阶，均趋于最 

优收敛，与理论推导结果相吻合。 
 

Table 1. The time step 0.001k = , the error and convergence order in the spatial direction 
表 1. 时间步长 0.001k = 时，空间方向上误差和收敛阶 

h [ ] ( )( )10, ,L T H
u U ∞ Ω
−  收敛阶 [ ] ( )( )20, ,L T L

Zσ ∞ Ω
−  收敛阶 

1/8 7.0555e−01  2.7778e−02  

1/16 3.5529e−01 0.9897 7.0153e−03 1.9854 

1/32 1.7796e−01 0.9974 1.7583e−03 1.9963 

 
表 2 中取固定空间步长 0.0005h = 时，而时间步长分别取 1 2,1 4,1 8k = 时，分别给出了位移项 

[ ] ( )( )10, ,L T Hu U ∞ Ω
− 和速度项 [ ] ( )( )20, ,L T LZσ ∞ Ω

− 的收敛阶以及误差估计。由表可知，随着时间步长 k 不断对
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半缩减时， [ ] ( )( )10, ,L T Hu U ∞ Ω
− 和 [ ] ( )( )20, ,L T LZσ ∞ Ω

− 的收敛阶均趋近二阶最优收敛，与理论分析结果相吻合。 

数值实验数据表明，本文所提出的 TDG-TSFE 格式对粘弹性问题求解效果显著，验证了该理论推导的正

确性。此外，图 1 和图 2 分别是取 1 40, 1 20h k= = 时，解析解和数值解的数值图形及对比图。 
 

Table 2. The spatial step 0.0005h = , the error and convergence order in the time direction 
表 2. 空间步长 0.0005h = 时，时间方向上误差和收敛阶 

k [ ] ( )( )10, ,L T H
u U ∞ Ω
−

 
收敛阶 [ ] ( )( )20, ,L T L

Zσ ∞ Ω
−

 
收敛阶 

1/2 9.6107e−02  1.5454e−02  

1/4 2.8251e−02 1.7663 4.5121e−03 1.7761 

1/8 8.1389e−03 1.7954 1.2198e−03 1.8871 

 

 
Figure 1. Comparison chart of the exact solution u and the numerical solution U 
图 1. 精确解 u 和数值解 U 对比图 

 

 
Figure 2. Comparison chart of the exact solution σ  and the numerical solution Z 
图 2. 精确解σ 和数值解 Z 对比图 
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6. 结论 

本文针对粘弹性方程初边值问题构造能同时高精度数值求解位移 u 和速度 tu 的一种 TDG-TSFE 格

式。在时间方向引入 Radau 求积公式和基于 Radau 积分节点的 Lagrange 插值基函数，将 TDG-TSFE 格式

转换为不包含时间积分项的有限元格式。基于此，引入时空投影算子和正定性引理，推导出位移 u 的

[ ] ( )( )10, ;L T H∞ Ω –模误差估计和速度 tuσ = 的 [ ] ( )( )20, ;L T L∞ Ω –模最优误差估计，并通过一个数值例

子证明了误差分析结果的合理性。目前本文只考虑了粘弹性方程的线性情形。后期我们将该方法推广应

用于非线性粘弹性问题，并利用 Brouwer 不动点定理、Gronwall 引理和 Lipschitz 条件等进行稳定性分析

和误差估计。进一步通过对偶问题的稳定性估计、Galerkin 正交性原理，研究时空格式在时间节点上的超

收敛估计和后验误差估计，基于此讨论其时空自适应算法。 
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