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摘  要 

文章对变本构参数Oldroyd-B流体在非线性拉伸平板上的流动与传热进行了数值模拟。通过引入粘度系

数随温度指数的变化，建立了改进的Oldroyd-B流体本构方程。在此基础上，建立了连续性方程、动量方

程和能量方程。采用有限差分法对无量纲控制方程进行离散，验证了数值方法的收敛性和准确性。分析

了不同雷诺数、普朗特数等关键参数对速度场、温度场和剪应力分布的影响。结果表明，随温度变化的

变粘度模型能有效地降低流体中的粘性剪切应力损失。该研究为理解变物性非牛顿流体在拉伸平板条件

下的流动与传热机理提供了理论依据，也为相关工业过程的优化设计提供了数值支持。 
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Abstract 
In this paper, the flow and heat transfer of Oldroyd-B fluid with variable constitutive parameters on 
a nonlinear tensile plate are numerically simulated. The modified Oldroyd-B fluid constitutive 
equation was established by introducing the change of viscosity coefficient with temperature index. 
On this basis, the continuity equation, momentum equation, and energy equation are established. 
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The finite difference method is used to discretize the dimensionless control equation, and the con-
vergence and accuracy of the numerical method are verified. The effects of different Reynolds num-
bers, Prandtl numbers, and other key parameters on the velocity field, temperature field, and shear 
stress distribution are analyzed. The results show that the temperature-dependent variable viscos-
ity model can effectively reduce the viscous shear stress loss in the fluid. This study provides a the-
oretical basis for understanding the flow and heat transfer mechanism of non-Newtonian fluid with 
variable physical properties under the condition of a stretched plate, and also provides numerical 
support for the optimization design of related industrial processes. 
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1. 引言 

在聚合物挤出、塑料薄膜拉伸、金属板冷却等许多工业制造过程中，流体在拉伸板表面的流动和传

热行为直接决定着产品的最终质量和性能。因此，深入研究拉伸板表面流体流动与传热特性不仅具有重

要的理论研究价值，还可以为相关工业过程的优化设计提供关键技术支持。 
就流体类型而言，早期的研究主要集中在牛顿流体上，而工业上广泛使用的聚合物熔体和润滑剂大

多是非牛顿流体，其复杂的流变特性使其流动和传热机理更加特殊。Oldroyd-B 流体作为一种典型的粘弹

性非牛顿流体，能够较好地描述流体的弛豫和延迟特性，相关研究逐渐受到关注。Hayat 等人[1]采用同伦

分析方法，得到了考虑对流边界条件的 Oldroyd-B 流体边界层流动问题的解析解，并分析了松弛时间、

延迟时间等参数对速度和温度分布的影响。Fetecau 和 Kannan [2]研究了剪切应力作用下 Oldroyd-B 流体

在平板上的非定常流动，通过 Fourier 余弦变换得到了满足初边值条件的解析解，该解可归结为 Maxwell
流体、二阶流体和 Newton 流体的已知结果。Fetecau 和 Prasad [3]进一步分析了 Oldroyd-B 流体中常加速

边引起的流动问题，利用双 Fourier 正弦变换得到了速度场和剪应力的解析表达式，指出当弛豫时间大于

延迟时间时，流场会发生振荡。 
另外，在实际工程中，存在着非定常流动、局部滑移边界、变厚度拉伸板等复杂工况，这些工况将

改变流动与传热的基本规律。Abd El-Aziz [4]修正了非定常拉伸平板流动的相似变换方法，发现在考虑热

辐射效应后，增加非定常参数、辐射参数和普朗特数可以提高传热速率；Ariel [5]提出了轴对称部分滑移

张力板流的非迭代数值方法和同伦摄动方法，揭示了滑移参数对速度分布和壁面摩擦系数的影响；Fang 
[6]等人关注了变厚度拉伸板边界层的发展，发现板的非平整度会通过质量吸力或注入效应显著改变边界

层厚度和剪应力分布，甚至出现速度超调现象。Liu [7]研究了相对运动半平面驱动 Oldroyd-B 流体的扩展

stokes 问题，通过积分变换得到了级数形式的速度场解析解。结果表明，弛豫时间和延迟时间对速度演化

的影响相反，这为理解复杂边界条件下非牛顿流体的瞬态流动提供了理论依据。 
在数值方法方面，Ngondiep [8]提出了一种求解含分数阶导数的二维 Rayleigh-Stokes 问题的高阶有限

元方法，适用于加热广义二阶流体的流动和传热分析。该方法具有无条件稳定性和高阶收敛性。Junker 和
Wick [9]提出了一种基于 Hamilton 原理的含内变量非牛顿流体的时空建模方法。将粘度作为一个时空相

关的内变量，建立了一个能同时描述剪切变稀和剪切增稠行为的本构模型。Kakati [10]数值研究了微通道
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中牛顿流体与牛顿流体、牛顿流体与非牛顿流体组合的热分布对流动的影响，比较了不同微翅片结构下

的传热效率，揭示了翅片形状与流体流变性对传热的耦合机理。 
现有的研究虽然涵盖了线性和非线性拉伸、牛顿和非牛顿流体、稳态和非稳态流动等多种工况，在

传热机理、边界条件等方面取得了许多成果，但仍有进一步拓展的空间。本文通过引入随温度变化的粘

滞系数，建立了改进的 Oldroyd-B 流体本构方程，探讨了变本构参数对非线性拉伸板流动与传热的影响。

研究发现，考虑温度依赖性的变粘度模型能够更准确地预测流体中的粘性剪切应力和摩擦损失，为后续

研究方向的明确和工业应用的实施提供了参考。 

2. 模型建立 

本章研究的主要内容是非稳态 Oldroyd-B 流体通过半无限拉伸板的流动与传热问题，在动量方程中

引入浮力项。假设流动是不可压缩的，并且考虑 Boussinesq 近似。如图 1 所示，x 轴方向与拉伸板平行，

y 轴方向垂直于板平面[11]，u 和 v 分别是 x 和 y 方向的速度分量，设平板的非线性拉伸速度为 2
wu ax= 。 

 

 
Figure 1. Schematic diagram of the physical model 
图 1. 物理模型示意图 

 
Oldroyd-B 流体本构参数随温度的变化： 
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变粘度 Oldroyd-B 流体的本构方程为： 

 ( )0 0
01 e e e 1 e ,T T T T u vS
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 (2) 

不可压缩流体的连续性方程、考虑浮力项的动量方程和能量方程为： 
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其中， ( )0 01 T Tρ ρ β ∞= − −  ，Boussinesq 近似仅在浮力项中考虑密度随温度的线性变化[12]。 

上述方程的初始条件为： 

 ( ) ( ) ( ), ,0 , ,0 0, , ,0 .u x y v x y T x y T∞= = =  (6) 

边界条件为： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2,0, , ,0, 0, ,0, ,

, , , , 0, , ,
wu x t ax v x t T x t T

u x t v x t T x t T∞

= = =

∞ = ∞ = ∞ = ，
 (7) 

其中， a 为拉伸参数， wT 是在壁面处的温度，T∞ 是无穷远处的环境温度。 
为了简化计算，将控制方程组、初始条件与边界条件进行无量纲化，定义以下无量纲量： 
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式中， 0L 、Re 和 Pr 分别是特征长度、雷诺数和普朗特数。 
将上述无量纲量(8)代入控制方程组(1)、(3)~(5)，并且忽略无量纲标记“*”，得到无量纲方程组： 
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无量纲初始条件和边界条件为： 
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3. 数值求解 

3.1. 有限差分法 

控制方程的一阶导数和二阶导数分别采用向后差分格式和中心差分格式进行离散化，得到无量纲控

制方程组： 
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初始条件和边界条件的离散格式为： 
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采用 MATLAB 编程，对控制方程组的离散格式(14)~(17)结合初始条件和边界条件(18)进行求解。 

3.2. 收敛性验证 

在控制方程组中分别引入源项 ( )1 , ,f x y t 、 ( )2 , ,f x y t 和 ( )3 , ,f x y t  [13]，如下所示： 
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其中， 
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方程(19)和(20)的精确解如下： 
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含有源项的控制方程组的差分格式如下： 
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初始条件和边界条件的离散格式为： 

 

0 1 0 1 0 1
, , , , , ,
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,0 , ,0 , ,0 ,

0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0.
x x x

y y y

i j i j i j i j i j i j

k k k k k k
j M j j M j j M j

k k k k k k
i i M i i M i i M

u u v v T T

u u v v T T

u u v v T T

= = = = = =

= = = = = =

= = = = = =

 (29) 

当设置参数为 Re = 50、Pr = 5、 5α = 、 4β = 和 8γ = 时，选取计算域的中间剖面 y = 1.5，数值解与解

析解的比较曲线如图 2 所示。代表数值解的散点与代表解析解的曲线拟合良好，验证了数值方法的准确性。 
 

 
Figure 2. Comparison between numerical solution and exact solution (y = 1.5) 
图 2. 数值解和精确解的比较(y = 1.5) 
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4. 结果与讨论 

通过有限差分法进行数值模拟，计算得到 Oldroyd-B 流体在拉伸板上的 Boussinesq 近似流动。图 3~5
展示了雷诺数 Re 和普朗特数 Pr 对流体流动的影响。 

从图 3 给出的速度分布曲线可以发现，流速 u 随着雷诺数 Re 的增大而呈现下降趋势。这种现象的物

理本质在于雷诺数表征了流体惯性力与粘性力的相对比值。当 Re 提升时，流体的惯性作用增强，在特定

的边界条件或收缩区域内，这种增强的惯性效应会导致速度梯度分布发生改变，使得流体在相同位置处

的动量表现有所减弱，进而导致流速减慢。 
随着 Re 增大，惯性效应占据主导，粘性对流动的约束作用减弱，动量边界层厚度被压缩，壁面速度

梯度显著降低，流体在近壁区域的速度衰减速率加快，进而使整体流速呈现下降趋势。同时，壁面速度

梯度的减小直接削弱了流体层间的相对滑移强度，为剪切应力的降低提供了动力学基础。 
 

 
Figure 3. Effect of Reynolds number on velocity distribution (Re = 70, 100, 200, 400) 
图 3. 雷诺数对速度分布的影响(Re = 70, 100, 200, 400) 

 
图 4 刻画了普朗特数 Pr 对流体温度场的影响规律。观察可见，随着 Pr 值的增加，流体温度 T 出现

了显著的衰减。从热对流机理来看，普朗特数是动量扩散率与热扩散率之比。较高的普朗特数意味着流

体的热传导能力相对其运动粘性较弱，这限制了热量从壁面，向流体内部的传递效率。因此，随着 Pr 的
增大，热边界层变薄，流体区域内的整体温度水平也随之降低。 

Pr 增大时，流体动量扩散能力远强于热扩散能力，热边界层厚度大幅缩减，热量难以从壁面向流体

主体传递，导致近壁温度梯度急剧增大，远壁温度快速趋近环境温度。这种温度梯度的分布变化，不仅

改变了能量输运效率，更通过温度与粘度的耦合关系，间接影响流场内部的粘性作用强度。 
通过对控制方程组(14)~(17)进行数值模拟求解，得到剪切应力 S 的分布情况，由图 5 可知，雷诺数

Re 的增大导致了剪切应力向数值增加的方向移动，负值的绝对值减小。雷诺数的提高反映了粘性力对

流动阻碍作用的相对减弱。随着惯性力主导地位的提升，流体层间的摩擦阻力效应受到抑制，使得剪

切应力 S 的分布曲线随 Re 的增加而上升。这种变化趋势说明，提高雷诺数有利于减小流体内部的粘性

摩擦损耗。 
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Figure 4. Effects of Prandtl number on temperature (Pr = 10, 15, 20, 25) 
图 4. 普朗特数对温度变化的影响(Pr = 10, 15, 20, 25) 

 

 
Figure 5. Effects of Reynolds number on shear stress distribution (Re = 70, 80, 90, 100) 
图 5. 雷诺数对剪切应力分布的影响(Re = 70, 80, 90, 100) 

 
本文所采用的变粘度 Oldroyd‑B 模型中，温度场与流场存在双向耦合作用：一方面，流场的速度分

布与剪切作用决定流体内部的粘性耗散强度，直接影响温度场的生成与扩散，流速与剪切应力越大，粘

性耗散越强，流体局部温度越高；另一方面，温度场通过变粘度本构关系反向调控流场动力学特性，温度

升高会使流体粘度呈指数规律变化，改变粘性力对流动的约束效果，进而修正速度分布与剪切应力分布。 

5. 总结 

本文从理论上探讨了 Oldroyd-B 流体在拉伸板上的不可压缩流动及传热问题，借助有限差分法对控
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制方程组进行了数值求解。通过对模拟结果的详细分析，得出以下主要结论：雷诺数对流场的演化具有

显著影响，随着雷诺数的增大，收缩区域内的流体速度呈现明显的减小趋势；同时，增大雷诺数会导致

剪切应力的绝对值减小。这揭示了在收缩通道中，惯性力与粘性力的相对强弱变化是调控流体动量输运

的关键因素。普朗特数是决定温度场分布的核心参数，流体温度随普朗特数的增加而显著降低。这说明

通过改变流体物理性质，如扩散能力比值，可以有效控制收缩通道内的热量渗透深度和热边界层厚度。

Pr 增大带来的高动量扩散率会使速度边界层变薄，壁面速度梯度减小，二者共同作用下，流体层间的剪

切作用被削弱，剪切应力负值绝对值降低。而当 Pr 较小时，热扩散能力增强，温度边界层扩张，流体整

体温度升高，粘度降低，粘性阻力减弱，理论上剪切应力会进一步减小，但低速扩散率使速度梯度增大，

抵消了部分低粘度效应，最终使剪切应力维持在较高水平。这一过程清晰表明：普朗特数通过改变温度

场分布，调控流体粘度，再经由粘度–动量耦合关系，充分体现了变物性非牛顿流体中热参数与动力学

参数的强耦合特性。研究结果表明，通过合理调节雷诺数、普朗特数等物理参数，能够实现对 Oldroyd-B
流体流速、温度分布及壁面剪切力的精准调控。这些规律深入揭示了非牛顿流体的动力学演化机制，为

相关控制设备的设计、优化以及流体热管理技术的应用提供了重要的科学依据和理论指导。 
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