
International Journal of Mechanics Research 力学研究, 2014, 3, 33-42 
Published Online September 2014 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/ijm 
http://dx.doi.org/10.12677/ijm.2014.33004  

 33 

 
 

A Finite Spectral Finite Element Method for 
Incompressible Navier-Stokes Equations 
Jianping Wang 
Center for Combustion and Propulsion, Center for Applied Physics and Technology, State Key Laboratory of 
Turbulence and Complex Systems, Department of Mechanics and Engineering Science, College of Engineering, 
Peking University, Beijing 
Email: wangjp@pku.edu.cn  
 
Received: Jun. 15th, 2014; revised: Jul. 21st, 2014; accepted: Jul. 30th, 2014 
 
Copyright © 2014 by author and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

    
 

 
 

Abstract 
A finite element method combined with the idea of finite spectral method was represented to 
solve the partial differential equations. In each element, finite spectral interpolation functions 
were used. The finite spectral finite element method was used to solve incompressible Navier- 
Stokes equations in this paper. The results of 2D-square cavity flow are presented and are in 
agreement with the accepted benchmark solutions. 
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摘  要 

利用有限元的思想并结合有限谱法提出求解偏微分方程的有限谱有限元方法，在元素内部基函数使用有

限谱基函数。将此方法应用于求解不可压缩Navier-Stokes方程，具体求解了二维方腔流顶盖驱动流，并

与基准解对比获得了比较好的结果。 
 
关键词 

有限谱有限元法，Navier-Stokes方程，方腔流 

 
 

1. 引言 

有限元法求解微分方程，由于可以对计算区域进行任意地剖分，更适合于复杂的计算域，因而在越

来越多的实际计算中得到应用。在有限元法中，插值函数的选取是求解过程中关键的一步[1]。它的选取

由选择单元的几何形状以及近似函数的阶数来决定。本文结合王健平[2] [3]提出的有限谱法，提出了一个

新的有限谱插值基函数。它与待插值函数的形式无关，可在插值前先行求出。求解 N-S 方程时，随着雷

诺数增加，对流项的非线性作用增强，容易出现数值解的失真震荡与迭代不收敛的现象。解决的方法之

一是细分网格，降低单元网格的雷诺数，但是这样会增加计算时间并消耗内存。1976 年，Christie[4]等提

出迎风有限元格式，对权函数进行修正。即增大节点上游方向的权函数，减小节点下游方向的权函数。

1982 年，Brooks 和 Hughes[5] [6]通过在对流项上增加人工耗散来构造有限元的迎风格式。但是，相比有

限差分法，要构造一个好的迎风有限元格式还需努力。1984 年，Donea[7]提出 Taylor-Galerkin 法，先对

时间方向的变量做二阶或三阶的 Taylor 展开，把时间导数用空间导数来代替，然后再对空间变量用一般

的 Galerkin 有限元法离散。由于这个方法隐含了流线迎风的耗散作用，又有固定的推导步骤，可以较好

地应用于高雷诺数流动的计算。 

2. 有限谱基函数 

王健平[2] [3]在谱方法的基础上提出了基于有限点，有限项的局域谱方法的概念，即有限谱法，要求

近似函数有等间网格和非周期性的性质，解决了谱方法难以处理复杂计算区域和边界条件的问题。有限

谱法的基础理论在于角频率空间和物理空间截断的非周期性傅立叶变换。有限谱基函数的物理含义是任

意一点的影响主要在它的两侧的有限区域内。在它本身最大，向两端衰减。一点的近似值可以通过把相

邻点在这一点的影响叠加而得到。 

2.1. 一维有限谱基函数 

( ) ( )
0

1 cos π
N

i n i
n

W D n
N

ξ ξ ξ
=

= −∑                          (2.1) 

其中 

1 0,
2
1 1, , 1

n
n N

D
n N

 == 
 = − 

                           (2.2) 

可以得到 
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( ) ( )
1     when
0     when

i
i ij

i
N W

ξ ξ
ξ ξ δ

ξ ξ
=

= = =  ≠
                        (2.3) 

因此符合有限元基函数的要求。当 1,  2N = 时，基函数形式分别为 

( ) ( )1 1 cosπ
2i iW ξ ξ ξ = + −                              (2.4) 

( ) ( ) ( )1 1 2cosπ cos2π
4i i iW ξ ξ ξ ξ ξ = + − + −                        (2.5) 

图 1 和图 2 分别是 1N = 和 2N = 时一维一、二阶有限谱基函数。可见函数在原点为 1，在其他节点

为 0 的性质。 

2.2. 二维有限谱基函数 

2.2.1. 二维三角形单元 
如同其他有限元法一样，引人无量纲面积坐标 

 

 
Figure 1. First-order finite spectral basis function 
图 1. 一维一阶有限谱插值基函数 

 

 
Figure 2. Second-order finite spectral basis function 
图 2. 一维二阶有限谱插值基函数  
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满足 

( )    1, 2,3i
i

A
i

A
ξ = =                                 (2.6) 

 

1 2 3 1ξ ξ ξ+ + =                                   (2.7) 

面积坐标与直角坐标之间的关系为 

( )
3 3

1 2
1 1

,i i i i
i i

x N x xξ ξ ξ
= =

= =∑ ∑                             (2.8) 

( )
3 3

1 2
1 1

,i i i i
i i

y N y yξ ξ ξ
= =

= =∑ ∑                            (2.9) 

一阶有限谱基函数为 

( ) ( ) ( )1, 1 cosπ 1 cosπ
4i i iN ξ η ξ ξ η η   = + − + −                      (2.10) 

jN 也取同样形式。 

2.2.2. 二维四边形单元 
坐标 ( ),x y 和 ( ),ξ η 之间的关系为 

( )
4

1
,i i

i
x N xξ η

=

= ∑                               (2.11) 

( )
4

1
,i i

i
y N yξ η

=

= ∑                               (2.12) 

二维有限谱插值基函数可表现为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1, cos π cos
N N

i i i m i n i
m n

N W W D m D n
N N

ξ η ξ η ξ ξ η η
= =

   = = − −      
∑ ∑          (2.13) 

jN 同理可取同样形式。如图 3 所示，当 1N = 时 

( ) ( ) ( )1, 1 cosπ 1 cosπ
4i i iN ξ η ξ ξ η η   = + − + −                   (2.14) 

显然二维的有限谱插值基函数也满足 
 

 4 

3 

1 

2  
Figure 3. 2-D First-order finite spectral basis 
function 
图 3. 二维一阶有限谱插值基函数 
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( )
    when ,1

,
    when  or 0

i i
i ij

i i

N
ξ ξ η η

ξ η δ
ξ ξ η η

= =
= =  ≠ ≠

                  (2.15) 

2.3. 有限谱法和差分方法的比较 

分别用三阶有限谱法和三阶中心差分方法对波动方程 0t xu u+ = 进行计算，初值条件为 

( ) ( ) ( ){ }
8

0
,0 cos 2π 0.5 sin 2π 0.5

n
u x n x n x

=

= + − +      ∑                    (2.16) 

网格点数取为 32。由结果可以看出，差分法会出现相位差，这是由于不同频率的成分传播速度不一

样。而有限谱法可以避免这个问题。由此可见，有限谱法在计算含有波动的问题时要优于有限差分法(图
4)。 

3. 数值离散法 

二维不可压缩流动的流函数–涡量方程为 

,

, , , ,

(3.1)

1 (3.2)
Re

i i

j i j j

X X

t ij X X X X

ψ ω

ω ε ψ ω ω

= −



+ =  

式中，ψ 是流函数，ω 是涡量， Re 为雷诺数， i 和 j 为 Einstein 下标 

1 1, 2
1 2, 1

0 otherwise
ij

i j
i jε
= =

= − = =



 

采用 Taylor-Galerkin 法处理式(3.2) 

( )
1

2

2

n n

t tt
t o t

t
ω ωω ω

+ − ∆
= − − ∆

∆
                            (3.3) 

 

 
Figure 4. Comparison between exact solution and 
numerical solutions for wave equation by using third- 
order central spectral scheme and third-order central 
difference scheme 
图 4. 三阶有限谱法和三阶中心差分法计算波动方

程结果与精确解的比较 
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先用
1

2

n n

tt
t

t
ω ω ω

+ − ∆
−

∆
代替 tω  

1

, , ,
1

2 Rej i j j

n n

tt ij X X X X
t

t
ω ω ω ε ψ ω ω

+ − ∆
− + =

∆
                    (3.4) 

ttω 又可由式(3.2)得到 

, , ,
1

Re j j j itt X X ij X X
t

ω ω ε ψ ω = − 
 

                           (3.5) 

把式(3.5)带入式(3.4)，整理得 

( ) ( )
12 2

11 1 1 1 11 1
2 Re 2 Re 2

n n n n n
n n n n
j j j j

i i j j j j j

t tu u u u
x x t x x x x x

ω ω ω ω ω
+

−
−    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  − ∆ = − ∆ − + − −    

∂ ∂ ∆ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
  (3.6) 

式(3.6)的有限元积分表达式为 

( )

( )

12 2

1

1 1 1 11 d 1 d
2 Re 2 Re

1                                                                    d .
2

n n n n
n n

I j j I
i i j j j j

n
n n
j j I

j

t N tu u N
x x t x x x x

u u N
x

ω ω ω ω

ω

+

Ω Ω

−

Ω

−    ∂ ∂ ∂ ∂  − ∆ Ω = − ∆ − + Ω    
∂ ∂ ∆ ∂ ∂ ∂ ∂      

∂
− − Ω

∂

∫ ∫

∫
     (3.7) 

IN 是权函数，令 J JNω ω= ，其中， JN 为单元形函数， 1,2, ,J m=  ( m 为单元节点个数)，带入式(3.7)
有： 

( )1n n n n
IJ J IJ J IJ J IJ JA A t B Cω ω ω ω+ = + ∆ +                              (3.8) 

其中： 

( )1

1d d ,
2Re

1 1d d ,
Re 2

1 d .
2

JI
IJ I J

i i

n n nJ JI I I
IJ I j j j

j i i j j

n n J
IJ j j I

j

NNA N N t
x x

N NN N NB N u tu u
x x x x x

N
C u u N

x

Ω Ω

Ω Ω

−

Ω

∂∂
= Ω+ ∆ Ω

∂ ∂

 ∂ ∂∂ ∂ ∂
= − − Ω− ∆ Ω  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂
= − − Ω

∂

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

在计算域内将每个单元的有限元方程相加，合成总体有限元方程： 

( )1n n n nA A t B Cω ω ω ω+ = + ∆ +                              (3.9) 

此处， IN 和 JN 都取为有限谱插值基函数。 

4. 计算结果与分析 

方腔剪切流是一个有着典型流动现象和典型边界条件的流动问题。许多学者对它的流动规律做了包

括实验和数值模拟在内的大量研究。因此它常常作为一个标准算例被用来检验数值方法的有效性。方腔

流的上边界是以给定的速度运动，其余三个边界为固壁，上边界的运动带动腔内流体的流动。流动初始

时刻，腔内的流体处于静止状态，开始流动后，由于流体有粘性，相邻的流体层之间相互作用，用快速

液层带动慢速液层，慢速液层阻碍快速液层。 
方腔流的形状和边界条件如图 5 所示。 
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4.1. 涡量的边界条件处理：(图 6) 

平板处的涡量：
2u

x
ω =

∆
 

固体壁面处的涡量：
( )

2

2 w w
w

ψ ψ
ω +∆ −=

∆
， ∆这里为 x∆ 或 y∆  

内凹角点 D 的涡量： 0ω =  

外凸角点 C 的涡量：取相邻点的涡量的平均值 ( )1
2C A Bω ω ω= +  

4.2. 计算结果分析 

使用均匀网格，网格数为 30 × 30，节点数为 31 × 31，改变网格数对计算精度有较大的影响。利用上

述边界条件对式(3.1)和(3.2)进行计算，时间步长为 0.01 s，计算时方程的精度为 710− 。 
图 7，8，9 分别是雷诺数为 100，1000 和 5000 时的流线图，可以看出，雷诺数较小的时候，方腔的

主涡涡心位于右上方，在底部的两角处各产生了一个较小的二次涡，两个二次涡的大小不等，右边的二

次涡大一些。随雷诺数增加，底部的两个二次涡也随着增大，并且主涡涡心向方腔中心靠近。当雷诺数

增大到 5000 时，左上角又产生了一个二次涡。 
为了进一步与已有的结果进行对比，选用雷诺数 100 和 1000 两种情况的中线速度和已有的经典结果

[8]进行比较。通过对比，可以看出结果吻合比较好(图 10，图 11)。 

5. 结束语 

本文使用的有限谱基函数有以下优点： 
 

 
Figure 5. Shape and boundary conditions of 
cavity flow 
图 5. 方腔流的形状和边界条件 

 
 A C 

B 
 

 

D  
Figure 6. Boundry handle for voticity 
图 6. 涡量的边界处理 
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Figure 7. Streamlines, Re = 100 
图 7. Re = 100 时的流线图 

 

 
Figure 8. Streamlines, Re = 1000 
图 8. Re = 1000 时的流线图 

 

 
Figure 9. Streamlines, Re = 5000 
图 9. Re = 5000 时的流线图 
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Figure 10. Center-line velocity (Re = 100) 
图 10. 中线速度(Re = 100) 

 

 
Figure 11. Center-line velocity (Re = 1000) 
图 11. 中线速度(Re = 1000) 

 
1) 对于具有波动性质的函数，插值精度比拉格朗日插值基函数高，只需要很少的点就能够很好地模

拟出原函数。 
2) 基函数是无限光滑的三角函数的组合，无限可微，适用于湍流的高精度计算。 
3) 形式简单，与待插函数形式无关。 
本文使用有限谱基函数，推导出求解N-S方程的Galerkin积分表达式并通过计算方腔流来进行验算，

得到了较好的结果，证实了此格式的适用性。 
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