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Abstract 
Based on two hypothesis: a) eliminating the approximate condition that the thickness of film is far 
less than that of substrate adopted by Stoney model, and considering that the film thickness of GaN 
is comparable to that of Sapphire substrate; b) taking the GaN film as a film with non-uniform 
thickness which changes with r, we investigate the curvature and interface shear stress of GaN- 
Sapphire hetero-thick-film system. In addition, we take the film thickness of GaN as sinusoidal 
function of r, and study two types of film thickness variation, i.e. the thin-thick-thin model and 
thick-thin model. The results reveal that the system curvature is not a constant but a variable 
which changes with r. The interface shear stress shows a behavior of direction transition within 
the range of R, and transition point just corresponds to the extreme point of curvature, indicating 
that the curvature has a significant influence on the interface shear stress, which originates from 
our consideration of the non-uniform film thickness for GaN. 
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摘  要 

考虑两条假设：a) 去除Stoney模型中膜厚远小于基底厚度的近似条件，考虑GaN膜的厚度和基底蓝宝石

的厚度相当。b) 把GaN的膜厚考虑成非均匀的，随面内径向坐标r变化。在此两条假设基础上研究了GaN-
蓝宝石异质厚膜体系的曲率和界面剪切应力，其中将GaN的膜厚取为坐标r的正弦函数，且研究了从系统

中心到边缘膜厚的薄–厚–薄和厚–薄的两种变化模式，计算结果表明系统的曲率不再是常量而是随坐

标r变化的变量，界面剪切应力在整个半径R范围内出现方向的转变，转变点正好对应曲率取极值的点，

可见曲率对界面剪切应力有重要影响，根本原因来源于我们考虑了GaN膜厚的非均匀性。 
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1. 引言 

GaN 是一种具有重要应用价值的半导体材料，它有较宽的直接带隙，可以应用到蓝光照明 LED、半

导体激光器、高密度信息存储、高电子迁移率晶体管以及高性能探测等领域[1]-[3]。制备 GaN 常采用 GaN
衬底实现同质外延，这样可以解决缺陷密度高、难以解理以及器件可靠性差等问题。制备 GaN 单晶衬底

常用的方法主要有 MOCVD 和 HVPE 方法。目前，氢化物气相外延(HVPE)方法是公认的主流方法，其最

高生长速度达 800 μm/h，无裂纹厚度可达 300 微米以上，位错密度可降低到 106~107 cm−2。单晶 GaN 主

要在蓝宝石(α-Al2O3)基底上生长，由于 GaN 厚膜和蓝宝石基底间具有较大的晶格失配，并且两者的热膨

胀系数差别较大，所以在生长过程中会产生较大的应力，常常导致 GaN 厚膜的翘曲和开裂，而得不到完

好的样品，这显然与应力在厚膜内的积聚、分布以及演化特性有关。 
人们针对膜-基底系统的应力问题建立了许多力学模型，其中最著名的当属 Stoney 模型[4]，1909 年

Stoney 观察到金属薄膜沉积到厚的基底上会产生拉伸或者压缩，为了表达外延膜材料的剩余应力与基底

的翘曲曲率之间的关系，基于圆盘形的基底–膜体系提出了著名的 Stoney 模型，此模型基于几个基本假

设：1) 外延膜的膜厚远小于基底厚度。2) 体系产生的应变足够小。3) 基底材料和膜材料是均匀各向同

性的，满足弹性的线性特征。4) 沿厚度方向的所有应力分量是零。Stoney 模型是研究膜–基底体系的应

力特征较早的模型之一，其成功的建立了应力与曲率之间的联系，可以与实验上发展起来的曲率测量技

术[5]相结合有效的估算外延膜的剩余应力。但是，此模型只适用于薄膜，不能体现应力沿膜厚方向的演

化特点，而且没有包含膜材料的具体特性，如弹性特征以及尺度等，所以得到的应力相当粗略。此外，

还有 Freund 模型与 Timoshenko 模型，1993 年 Freund 等人在 Stoney 模型基础上，改进了其第(1)和第(2)
条假设，认为外延膜的厚度并非远小于基底厚度，而且形变足够大，将膜的厚度和弹性模量引入曲率表

达式，提出了 Freund 模型[6]。如果将模型中膜的厚度按远小于基底厚度处理则回到 Stoney 公式。1925
年 Timoshenko 基于条带形基底–膜体系提出了 Timoshenko 模型[7]，它假设在条带形的膜–基底体系中

取出一部分，由于失配应变等因素发生翘曲变形，产生的力和力矩保持平衡，由此推出曲率的表示式，

即 Timoshenko 模型，和 Freund 模型相似，在膜厚远小于基底厚度的极限下回到 Stoney 公式。因此，虽
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然 Freund 模型和 Timoshenko 模型是基于不同形状的基底–膜体系，但是它们本质上是等价的。然而，

这两个模型仍存在如下缺陷：没有考虑边界效应，忽略了垂直于 z 轴的面间的力，并由此假设曲率在整

个面间是均匀的，对于小的形变这些假设是合理的，得到的曲率也足够精确，但是如果形变较大则面间

的力不能忽略，那么此模型的计算结果将不再准确。 
虽然以往这些模型在描述膜–基底系统的应力特性方面都取得了不同程度的成功，但是一个普遍特

征是只考虑面间的的正应力，不考虑剪切应力。本研究在 stoney 模型基础上，考虑剪切形变，讨论 GaN
厚膜–蓝宝石基底界面的剪切应力特性以及系统的曲率变化特性。 

2. 剪切应力模型的建立 

2.1. 厚膜–基底体系的几何模型 

我们考虑一个厚膜–基底系统，如图 1 所示，坐标系统采用柱坐标 ( ), ,r q z ，界面的中心点选为坐标

原点。厚膜和基底的厚度分别为 fh 和 sh ，整个盘形系统的半径为 R 。假设厚膜和基底材料为各向同性的。

在这里，我们不再把膜的厚度作为常量来处理，而考虑为一个变量，即 ( )fh r ，这也符合实验规律，因为

在膜的外延生长过程中其厚度不能保证在整个半径 R 内是严格相等的，并且为了满足某种需求厚度在 R
范围内还是可以人为调节的。次外，我们去掉 Stoney 模型的第一条假设——膜的厚度远小于基底的厚度，

即 f sh h ,认为 fh 和 sh 是相当的。在以前的模型中常常不考虑基底的形变，只考虑膜的形变，而在这里，

我们将膜和基底的力学和几何特性考虑成对等的，都存在由于热膨胀不同导致的形变，且形变均为轴对

称的，即独立于极角θ 。因此，膜的面间位移 ( )fu r 和基底的面间位移 ( )su r 只是坐标 r 的函数。 

2.2. 厚膜–基底体系的力学连续性方程 

根据线性弹性连续力学方程，厚膜应力 f
rN 和 fNθ 以及基底应力 s

rN 和 sNθ 可以表示为 
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其中， fu 和 su 分别是厚膜和基底的面间位移， fE 和 sE 分别是厚膜和基底的杨氏模量， fν 和 sν 分别是厚

膜和基底的泊松比， fh 和 sh 分别是厚膜和基底的厚度。 
对于厚膜和基底，根据面间的力学平衡，可有如下方程成立 
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其中τ 为膜和基底的界面剪切力。 
根据线性弹性连续理论，厚膜与基底的弯矩可以表示为 
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Figure 1. Diagram illustrating the thick film-substrate 
system in cylindrical coordinates. fh  and sh  is the 
thickness for thick film and substrate, respectively. They 
both have the radius R  
图 1. 柱坐标下的厚膜–基底系统示意图。 fh 和 sh 分

别为厚膜和基底的厚度，整个盘形样品的半径为 R  
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其中， f
rM 和 fMθ 为厚膜的的弯矩， s

rM 和 sMθ 为基底的弯矩， fw 和 sw 分别为厚膜和基底沿 z 方向的位

移。 
垂直于面间的力和力矩平衡要求如下成立 
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在厚膜和基底的界面处位移的连续性要求 
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至此，我们得到五个微分方程(5)~(9)和五个未知数 fu ， su ， fw ， sw 和τ 。如果有足够多的边界条

件和初值条件，这些方程是可以解出来的。然而，实验上并没有足够多的边界条件和初值条件可供参考，

但是，我们可以将以上微分方程进一步简化获得某些量的解。我们只考虑(8)和(9)式，根据 L. B. Freund 

理论，膜 z 方向的位移 fw 可以表示为 21
2 f rκ ，其中κ 是厚膜的曲率[8]，即，曲率κ 为
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给定κ ， fw′ 和 sw′ 的初始条件，则(10)、(11)和(12)式的数值解可以计算出来。由于 f sw w rκ′ ′= = ，所

以， fw′ 和 sw′ 相等。系统界面处的剪切应力可以由(9)式推得，为 
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2.3. GaN 厚膜–蓝宝石基底系统的参数选择 

我们将 GaN 厚膜的膜厚 fh 随坐标 r 的变化取为正弦函数，但是从中心到边缘的薄厚变化分两种情况

进行研究：a) 薄–厚–薄模式，HVPE 方法生长的 GaN 厚膜一般为 500 微米左右，膜厚上下浮动约为

5%，圆盘形样品的半径为 1 英寸(0.0254 米)。因此，膜厚 fh 取如下形式 

6π500 25sin 10  mfh r
R

−  = + ×  
  

                               (14) 

其中，R 为厚膜的半径，在 2r R= 处膜厚取最大值 525 微米。在中心和边缘处均取最小值 500 微米。

b) 厚–薄模式，中心处取最大值 525 微米，边缘处取最小值 500 微米，膜厚 fh 取如下形式 

6π525 25sin 10  m
2fh r

R
−  = − ×  

  
                             (15) 

此外，GaN 厚膜和蓝宝石基底的其它参数取为如下： 9196 10  PafE = ×  [9]， 9425 10  PasE = ×  [9]，
6500 10  mfh −= × ， 6450 10  msh −= × ， 0.37fν =  [10]， 0.28sν =  [11]，其中 fE 和 sE 分别为 GaN 和蓝宝

石的杨氏模量。 fν 和 sν 分别为 GaN 和蓝宝石的泊松比。HVPE 方法生长的 GaN 厚膜曲率半径一般为 0.5
米，所以κ ， fw′ 和 sw′ 的初始条件分别设为 2.0 米−1， 1002.0 10−× 和 1002.0 10−× 。 
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3. GaN 厚膜–蓝宝石基底体系膜厚在薄–厚–薄模式下的界面剪切应力特性以及 
曲率变化 

按薄–厚–薄模式计算的曲率κ 和 fw′ 分别如图 2 和图 3 所示。从图 2 可以看出，曲率不再是常量，

而是随 r 变化的变量。坐标 r 在 0 0.0254 米范围内，曲率先下降然后上升，在 0.012r = 米处取最小值 1.82
米−1，在 0.0254r = 米处，即边缘处取最大值 2.1 米−1。曲率随 r 的这种变化特征实际上源于我们考虑了

GaN 膜厚随 r 的变化。从图 3 可以看出， fw′ 随 r 的变化几乎是线性的，实际上并非线性的，而是按照 rκ
变化的。 

GaN-蓝宝石系统界面剪切应力如图 4 所示，剪切应力在整个变化范围−1000 Pa~1000 Pa 内呈现单调

上升趋势，在系统的边缘取最大值，约为 1000 Pa。可见，界面剪切力比以往报道的面间应力小很多，例

如以往报道的面间应力有~0.1 GPa [1] [12]和~1.0 GPa [13]。剪切应力从负值变到正值表明在等于零的地

方应力方向发生了改变。与图 2 进行对比，我们很容易发现剪切应力为零的点实际上对应着曲率取最小

值的点，这表明曲率变化的特性对应力特性产生了重要影响。 
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Figure 2. The calculated curvature of GaN thick film as a function of coordinate 
r  in the whole sample radius R  at thin-thick-thin mode 
图 2. 计算得到的薄–厚–薄模式下的 GaN 厚膜在整个样品半径 R 范围内曲

率随坐标 r 的变化 
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Figure 3. The calculated first-order derivative of the displacement in z  direction, 
i.e. fw′  as a function of coordinate r  in the whole sample radius R  at thin-thick- 
thin mode 
图 3. 计算的薄–厚–薄模式下的 z 方向位移的一阶导数，也就是在整个半径

R 范围内 fw′ 随坐标 r 的变化 
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为了方便理解，我们把界面剪切应力的方向画在图 5 中，由于蓝宝石的热膨胀系数比 GaN 大，所以

在样品生长完成温度降到室温之后 GaN-蓝宝石系统会发生弯曲，弯曲形状如图 5 中所示，其凸面在 GaN
一方。剪切应力的方向如箭头所示，对于 GaN 厚膜，在半径范围 0 ~ 0.012r = 米，剪切应力的方向朝向

中心方向，在半径范围 0.012 ~ 0.025r = 米，方向朝向系统的边缘。而对于蓝宝石，剪切应力的方向和

GaN 厚膜完全相反，在半径范围 0 ~ 0.012r = 米，界面剪切应力的方向朝向体系的边缘，而在半径范围

0.012 ~ 0.025r = 米，方向朝向系统的中心。 

4. GaN 厚膜–蓝宝石基底体系膜厚在厚–薄模式下的界面剪切应力特性以及曲率变化 

在厚–薄模式下计算的 GaN 厚膜的曲率随坐标 r 的变化如图 6 所示，曲率在 0r = 的 2.00 开始逐渐

上升，在 0.023r = 米附近达到最大值 2.19，而从 0.023r = 米一直到样品边缘处 0.0254r = 稍微有下降，

但是变化很小。这里曲率的变化特性与薄–厚–薄模式下的曲率变化(如图 2)明显不同，原因在于采用了

不同的膜厚的变化模式。计算的 z 方向位移的一阶导数如图 7 所示，随坐标 r 变化看起来类似线性关系，

从 0.00 上升到 0.05 左右，其实是按 rκ 变化的，这里的结果与薄–厚–薄的结果非常接近(如图 3)。 
计算的体系界面处的剪切应力如图 8 所示，剪切应力τ 在 0r = 处取最大值 450 Pa，随半径 r 增大呈 
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Figure 4. The calculated interface shear stress between the 
GaN thick film and Sapphire as a function of coordinate 
r  in the whole sample radius R  at thin-thick-thin mode 
图 4. 计算的薄–厚–薄模式下的 GaN 和蓝宝石界面处

的剪切应力τ 在整个半径 R 范围内随坐标 r 的变化 

 

 
Figure 5. Diagram illustrating the shear stress τ  of interface 
between the thick film GaN and substrate sapphire at thin- 
thick-thin mode. The arrow indicates the direction of shear 
stress τ . The coordinate 0r =  denotes the center of GaN- 
sapphire system, and 0.012r =  denotes the place where the 
stress is equal to zero 
图 5. 薄–厚–薄模式下 GaN 厚膜-蓝宝石体系界面处的剪

切应力τ 的示意图。箭头代表剪切应力τ 的方向。坐标原

点 0r = 选在系统的中心处， 0.012r = 米处剪切应力为零 
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Figure 6. The calculated curvature of GaN thick film as a function 
of coordinate r  in the whole sample radius R  at thick-thin mode 
图 6. 计算得到的厚–薄模式下 GaN 厚膜在整个样品半径 R 范

围内曲率随坐标 r 的变化 
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Figure 7. The calculated first-order derivative of the displacement 
in z direction, i.e. fw′  as a function of coordinate r in the whole 

sample radius R  at thick-thin mode 
图 7. 计算的厚–薄模式下 z 方向位移的一阶导数，也就是在整

个半径 R 范围内 fw′ 随坐标 r 的变化 
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Figure 8. The calculated interface shear stress between the GaN 
thick film and Sapphire as a function of coordinate r  in the whole 
sample radius R  at thick-thin mode 
图 8. 计算的厚–薄模式下的GaN和蓝宝石界面处的剪切应力τ
在整个半径 R 范围内随坐标 r 的变化 
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单调下降趋势，在 0.023r = 米处下降为零，然后继续下降，一直到边缘处，即 0.0254 mr = ，达到最小

值−85 Pa。由此可见，剪切应力在 0.023r = 米处方向发生了转变，显然方向发生转变的点对应着曲率取

最大值的点，这种曲率的极值点与剪切力方向转变点对应的特点与薄–厚–薄模式是一致的。图 9 画出

了剪切应力的方向，对于 GaN 厚膜，在半径范围 0 ~ 0.023r = 米，应力方向朝向边缘，在半径范围

0.023 ~ 0.0254r = 米，方向朝向中心。而对于蓝宝石，剪切应力的方向和 GaN 厚膜完全相反，在半径范

围 0 ~ 0.023r = 米，剪切应力的方向朝向体系的中心，而在半径范围 0.023 ~ 0.025r = 米，方向朝向系统

的边缘。 

5. 结论 

本文做了如下两条基本假定：a) 去掉 Stoney 模型的近似条件——膜的厚度远小于基底的厚度，即

f sh h ，我们考虑 GaN 膜的厚度和基底蓝宝石的厚度可以相比。b) 我们把 GaN 厚膜的厚度考虑成非均

匀的，是面内径向坐标 r 的函数。以此两条基本假设为基础建立力学微分方程组，研究了 GaN 厚膜–蓝

宝石系统的曲率和界面剪切应力特性，其中将 GaN 厚膜的膜厚 fh 与坐标 r 的函数关系取为正弦函数，并

且研究了从样品中心到边缘的薄–厚–薄和厚–薄的两种膜厚的变化模式。计算结果表明：GaN 厚膜–

蓝宝石系统的曲率不再是常量，而是随坐标 r 变化，界面剪切应力在整个半径范围内出现方向的转变，

转变点正好对应曲率取极值的点。薄–厚–薄和厚–薄两种 GaN 膜厚的变化模式得到的曲率和剪切应力

随坐标 r 的变化特性不同，在薄–厚–薄模式下，半径 r 在范围 0 0.012 米，曲率逐渐下降，在 0.012r =

米处达到最小值，然后开始逐渐增大，在 0.0254r = 米，即系统的边缘处达到最大值。剪切应力从−1000 
Pa~1000 Pa 内呈现单调上升趋势，在系统的边缘取最大值，约为 1000 Pa， 0.012 mr = 处剪切应力为零，

对应曲率的最小值点。 
在厚–薄模式下，曲率在 0r = 的 2.00 开始逐渐上升，在 0.023r = 米附近达到最大值 2.19，而从

0.023r = 米一直到样品边缘处 0.0254r = 米稍微有下降，但是变化很小。剪切应力随半径 r 增大呈单调下

降趋势，在 0.023r = 米处下降为零，然后继续下降，一直到边缘处，即 0.0254r = 米，达到最小值−85 Pa。
总之，计算结果表明曲率对界面剪切应力有重要影响，根本原因来源于 GaN 的膜厚的非均匀性。 
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Figure 9. Diagram illustrating the shear stress τ  of interface between the thick 
film GaN and substrate sapphire at thick-thin mode. The arrow indicates the di-
rection of shear stress τ . The coordinate 0r =  denotes the center of GaN- 
sapphire system, and 0.023r =  denotes the place where the stress is equal to zero 
图 9. 厚–薄模式下 GaN 厚膜–蓝宝石体系界面处的剪切应力τ 的示意图。

箭头代表剪切应力τ 的方向。坐标原点 0r = 选在系统的中心处， 0.023r = 米

处剪切应力为零 
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