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Abstract 
The locking phenomenon will appear when the commonly used finite elements are applied to the 
solution of nearly incompressible problems in three dimensions. It is necessary to use some spe-
cial methods. The penalty function conforming finite element method is an effective method to 
overcome this locking phenomenon since it is simple for the realization of the resulting program 
and easy to determine the penalty number and it also does not change the functional stationary 
value properties. In this paper, the computing format of penalty function finite element method is 
carefully derived, the conditions for success of the resulting method is analyzed and the effective-
ness and robustness of this method are finally verified by some numerical experiments for nearly 
incompressible elasticity problems. The quality of the mesh used in three-dimensional finite ele-
ment analysis has a great effect on the accuracy and computational efficiency. If the isotropic grids 
can be used in the practical calculations, the method will have better convergence. 
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摘  要 

对三维近不可压缩弹性问题，利用常规有限元进行求解时会出现体积闭锁现象，需要采用某些特殊的方

法。罚函数协调有限元法具有程序实现简单、罚数易于确定以及不改变泛函驻值性质等特点，是克服体

积闭锁现象的一种有效方法。本文，针对混合边界条件的三维近不可压缩问题，详细推导了罚函数有限

元法的计算格式，分析该方法实施成功的条件，并通过数值实验验证了该方法对解决体积闭锁现象的有

效性和鲁棒性。在三维有限元分析中，剖分网格的质量将对计算精度和求解效率产生很大影响，实际计

算时若能采用各向同性网格，则对问题的分析将具有更好的收敛性。 
 
关键词 

近不可压缩问题，闭锁现象，罚函数有限元，网格质量，减缩积分 

 
 

1. 引言 

对弹性近不可压缩问题，利用常规有限元进行分析时会出现体积闭锁现象，求解所得位移值偏小，

甚至趋向于 0。解决体积闭锁现象的有效方法很多，它们按照变分原理可以大致分为两类，一类是基于

H-R 变分原理的混合有限元方法[1]-[3]，另一类是基于能量极小化原理的标准有限元方法，如非协调元法

[4]-[7]，高阶协调元法[8] [9]，罚函数法[10]，减缩积分法[11] [12]等。这两类方法中，基于能量泛函极小

的离散变分问题更容易被解决，并且有限元法形成的代数方程组的系数矩阵是正定的，将给数值求解带

来很大方便。解决体积闭锁现象一般采用非协调元法，但在实际应用时，非协调有限元尽管具有自由度

少的优点，但该方法对网格十分敏感。若采用高阶单元逼近原问题，则需要更多的计算机存储单元，具

有更高的计算复杂性，对三维情形尤为突出。减缩积分会使单元刚度阵秩降低，常引起多余的零能模式。

罚函数有限元法是解决体积闭锁现象的一种有效方法，它具有程序实现简单、罚数易于确定及不改变泛

函驻值性质等特点，但对三维情形还未见相关系统的研究工作。 
本文，针对混合边界条件的三维近不可压缩弹性问题，详细推导了罚函数有限元法的计算格式，分

析了该方法实施成功的条件，并通过数值实验验证了罚函数有限元法是解决体积闭锁现象的有效方法。

同时，我们还系统研究了有限元网格质量对计算精度的影响，数值结果表明：当采用基于曲面 CVT 网格

的 Delaunay 四面体网格时，罚函数有限元解具有更好的收敛性，求解所得位移值随单元数的增加而稳定

地收敛于理论解，具有更好的鲁棒性。 

2. 模型问题及体积闭锁现象 

考虑如下混合边界条件的三维弹性问题： 

( )

( )
0

1

div in 
                                 0 on  
                       on  

G G Vλ

σ

− ∆ − + ∇ =
= Γ

⋅ = Γ

u u f
u

u n g
                                 (1) 

其中， 3V ⊂ R ， 0 1V∂ = Γ ∪Γ 且 0 1 φΓ ∩Γ = 及 ( )0mes 0Γ ≠ ，u为位移向量， f 为外力， g 为边界 1Γ 上的
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面力， n为边界 1Γ 的单位外法线向量，拉梅常数 λ 和G 可用杨氏模量 E 和泊松比 ν表示为 

( ) ( )( )
 ,     

2 1 1 1 2
E EG νλ
ν ν ν

= =
+ + −

                           (2) 

这里，泊松比 [ )0,0.5ν∈ ，当 0.5ν→ 时，称相应的弹性力学问题为近不可压缩问题。 
问题(1)对应的变分问题可描述为： 

求 ( )( ){ }0

31 1: ,  HΓ Γ
∈ = ∈ Ω = 0u H v v v ，使得对任意的 1

Γ∈v H ，下式总成立： 

( ), ,a =u v f v ,                                        (3) 

其中， 

( ) ( )
1

T
1   

, d ,     , d  d
V V

a V V
Γ

= = ⋅ − ⋅ Γ∫ ∫ ∫u v Lv DLu f v f v g v , 

这里， L为线性微分算子， D 为弹性矩阵。 
设 hT 是区域Ω 上的四面体网格剖分，其中 h 为 hT 上所有剖分单元的最大直径。引入如下 p ( )1p ≥ 次

拉格朗日有限元空间： 
其中， pP 为单元τ 上次数不超过 p的多项式的全体。图 1 给出了剖分单元中四面体线性、二次和三

次元插值节点的分布情况。 
变分问题(3)的 p次元提法为：求 ( ) ( )p p

h h∈u V ，使得对任意的 ( ) ( ) 1p p
h h Γ∈ ∩v V H ，下式总成立： 

( ) ( )( ) ( ), ,p p p
h h ha =u v f v                                    (4) 

设变分问题(4)的 p次有限元离散化线性系统的矩阵形式为 
( ) ( ) ( )p p p
h h h=A U F                                      (5) 

由于 ( )0mes 0Γ ≠ ，利用 Korn 不等式，易于证明有限元方程(5)的解存在且唯一。但对近不可压缩问

题，通常的低阶协调元(如线性元、二次元)解不再收敛到原问题的解或达不到最优收敛阶，即出现所谓的

体积闭锁现象。下面，举几个例子来进行验证。 
算例 1(纯位移边界弹性力学问题)该数值例子取自文献[13]。设求解域 [ ]30,1V = ， 0 VΓ = ∂ ，选取精

确解为 ( )T, ,u v w=u ，其中： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

22 3 2 3 2

22 3 2 3 2

22 3 2 3 2

200 2 3 2 3 ,

100 2 3 2 3 ,

100 2 3 2 3 .

u G x x y y y z z z

v G y y x x x z z z

w G z z y y y x x x

= − − + − +

= − − − + − +

= − − − + − +

 

 

 
Figure 1. Nodes of three typical tetrahedron elements 
图 1. 四面体线性、二次和三次单元插值节点的分布情况 
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对区域V 进行一致四面体网格剖分，取  1G = 及不同的 λ 进行数值实验，表 1 列出了线性元解 ( )1
hu 和

精确解 u之间的绝对误差和相对误差，表 2 列出了二次元 ( )2
hu 和精确解 u之间的绝对误差、相对误差以及

相应收敛阶的比值。表格中的“TCR”表示理论收敛阶的比值，对二次元情形，它可写为： 3 3
1 2TCR :h h= ， 

“NCR”表示数值收敛阶的比值。从表中结果可知，当 λ →∞ 时，对线性元情形，我们有 ( )1

0,
0h V

→u 或 

 
Table 1. Error comparisons of the conforming linear solution ( )1

hu  and the exact solution u  

表 1. 协调线性元解 ( )1
hu 和精确解 u 之间的误差比较 

λ  h  0,V
u  ( )1

0,h V
u  ( )1

0,h V
−u u  

( )1

0,

0,

h V

V

−u u

u
 

1 

1/8 0.223725E-01 0.183192E-01 0.467032E-02 0.208753E+00 

1/16 0.244903E-01 0.231027E-01 0.162257E-02 0.662538E-01 

1/24 0.252351E-01 0.245659E-01 0.786033E-03 0.311484E-01 

310  

1/8 0.223725E-01 0.690616E-03 0.217598E-01 0.972617E+00 

1/16 0.244903E-01 0.264409E-02 0.221256E-01 0.903444E+00 

1/24 0.252351E-01 0.517540E-02 0.205576E-01 0.814645E+00 

510  

1/8 0.223725E-01 0.726258E-05 0.223660E-01 0.999713E+00 

1/16 0.244903E-01 0.314242E-04 0.244625E-01 0.998865E+00 

1/24 0.252351E-01 0.726267E-04 0.251708E-01 0.997452E+00 

810  

1/8 0.223725E-01 0.726640E-08 0.223725E-01 0.100000E+01 

1/16 0.244903E-01 0.314864E-07 0.244902E-01 0.999999E+00 

1/24 0.252351E-01 0.729464E-07 0.252350E-01 0.999997E+00 

 
Table 2. Error comparisons of the conforming quadratic solution ( )2

hu  and the exact solution u  

表 2. 协调二次元解 ( )2
hu 和精确解 u 之间的误差及收敛阶比较 

λ  h  ( )2

0,h V
u  ( )2

0,h V
−u u  

( )2

0,

0,

h V

V

−u u

u
 TCR NCR 

1 

1/4 0.215752E-01 0.159249E-02 0.711806E-01   

1/8 0.244270E-01 0.186260E-03 0.760549E-02 8 9.359 

1/12 0.252216E-01 0.448677E-04 0.177799E-02 3.375 4.278 

310  

1/4 0.145826E-01 0.112366E-01 0.502252E+00   

1/8 0.227207E-01 0.290831E-02 0.118753E+00 8 4.229 

1/12 0.245738E-01 0.113144E-02 0.448359E-01 3.375 2.648 

510  

1/4 0.141562E-01 0.119871E-01 0.535798E+00   

1/8 0.223500E-01 0.352364E-02 0.143879E+00 8 3.724 

1/12 0.242966E-01 0.158587E-02 0.628437E-01 3.375 2.289 

810  

1/4 0.141515E-01 0.119958E-01 0.536185E+00   

1/8 0.223446E-01 0.353306E-02 0.144264E+00 8 3.716 

1/12 0.242912E-01 0.159537E-02 0.632205E-01 3.375 2.282 
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( )1
0,0,h VV

− →u u u ，即使当 h 很小时，其相对误差总是接近于 1，无法得到任何收敛性结果；对二次元

情形，有限元解虽然收敛，但达不到最优收敛阶。这就是近不可压缩材料的所谓体积闭锁现象。 
算例 2(悬臂梁问题)考虑如图 2 所示细长梁，设长 10 ml = ，高度和厚度相等即 1 mh b= = 。弹性模

量 62.1 10  PaE = × ，在 0x = 端部固支，在悬臂梁上表面全长施加向下的分布载荷 2100 N/mq = ，不考虑

自重。采用四面体一致网格进行剖分，其中图 3 给出了两种类型的网格剖分图。由于 : 1h l ≤ ，采用材料

力学的解作为近似理论解，如对轴线上的 A 点和 B 点，它们在 z 方向上的位移解分别为 0.2530A
zu = 和

0.7143B
zu = 。分别采用 4 节点线性元和 10 节点二次元进行计算，数值结果总结如表 3 所示。 

 
 z 

q 
 y 

l 

h 

x 
b 

 
Figure 2. Geometry structure of the cantilever considered 
图 2. 悬臂梁几何结构示意图 

 

  
(a) 各向异性四面体网格                                (b) 各向同性四面体网格 

Figure 3. Two sample meshes used for the cantilever 
图 3. 悬臂梁网格剖分 

 
Table 3. Deflections of two typical points A  and B  on the cantilever axis (unit: m) 
表 3. 悬臂梁轴线上 A 点和 B 点挠度(单位：m) 

(a) 4 节点四面体线性元 

 0.3ν =  0.4ν =  0.49ν =  0.499ν =  

x y zn n n× ×  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  

16 16 16× ×  −0.1166 −0.4427 −0.1004 −0.3889 −0.0519 −0.2332 −0.0144 −0.0861 

24 24 24× ×  −0.1058 −0.3990 −0.0883 −0.3375 −0.0504 −0.2165 −0.0185 −0.1060 

40 4 4× ×  −0.1893 −0.5526 −0.1588 −0.4676 −0.0609 −0.1825 −0.0102 −0.0289 

80 8 8× ×  −0.1984 −0.6009 −0.1736 −0.5312 −0.1040 −0.3212 −0.0288 −0.0859 

160 16 16× ×  −0.1633 −0.5311 −0.1425 −0.4682 −0.1092 −0.3553 −0.0597 −0.1825 

(b) 10 节点四面体二次元 

 0.3ν =  0.4ν =  0.49ν =  0.499ν =  

x y zn n n× ×  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  

8 8 8× ×  −0.2494 −0.7042 −0.2389 −0.6826 −0.2096 −0.6234 −0.1972 −0.5973 

12 12 12× ×  −0.2522 −0.7095 −0.2451 −0.6951 −0.2268 −0.6581 −0.2202 −0.6448 

40 4 4× ×  −0.2549 −0.7148 −0.2519 −0.7087 −0.2466 −0.6979 −0.2449 −0.6943 

80 8 8× ×  −0.2553 −0.7156 −0.2528 −0.7105 −0.2492 −0.7031 −0.2484 −0.7014 
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算例 3(Cook 膜问题)考虑如图 4 所示的三维 Cook 膜问题，其左侧面固定，右侧面上作用有大小为
210 N/mmt = 且垂直向上的切应力，弹性模量 3 210  N/mmE = ，不计自重。采用两种类型四面体网格进

行剖分，分别采用 4 节点线性元和 10 节点二次元进行计算，相应的数值结果总结如下。 
Case 1：一致网格 
对区域V 进行一致四面体网格剖分。表 4 给出了特征点C 随问题规模及不同 ν下 z 方向上的线性元

和二次元解。 
Case 2：基于 CVT 网格的 Delaunay 四面体网格 
对V 作基于曲面 CVT 网格的 Delaunay 四面体网格剖分[14]，图 5 给出了含不同单元数的两种网格剖

分图。表 5 给出了特征点C 随问题规模及不同泊松比 ν下 z 方向上的线性元和二次元解。 
从上述算例 2 和 3 的数值结果可知，对于近不可压缩问题，当采用线性元时，即使采用各向同性网

格或 Delaunay 四面体网格，所求得的位移值均偏小，出现闭锁现象；当采用二次元时，特征点处的位移

能得到一定程度的改善，但对有些情形，如悬臂梁问题，计算结果还不是很令人满意，需要研究新的数

值方法。另外，实际计算时若能采用各向同性网格，对问题将具有更好的收敛性。 
本文，我们将利用罚函数有限元法来解决三维弹性材料的体积闭锁现象，该方法因其具有程序实现

简单、罚数易于确定及不改变泛函驻值性质等特点，是克服体积闭锁现象的一种有效方法。下面，我们

针对混合边界条件的三维近不可压缩弹性问题，详细推导罚函数有限元法的计算格式，分析该方法实施

成功的条件，并通过数值实验验证方法的有效性。 
 

 

V=conv{x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8} 
 
x1=(0,0,0)         x5=(0,0,44) 

x2=(48,0,44)       x6=(48,0,60) 

x3=(0,5,0)         x7=(0,5,44) 

x4=(48,5,44)       x7=(48,5,60) 

x5 
x7 

x1 

 x8 

x4 

C 

 
Figure 4. Three dimensional Cook’s membrane problems 
图 4. 三维 Cook 膜问题 

 
Table 4. Solutions of C

zu  for the typical point C  (unit: mm) 

表 4. 特征点C 在一致网格下的有限元解 C
zu (单位：mm) 

 线性元  二次元 

ν  0.33 0.499995  0.33 0.499995 

8 8 8× ×  3.5013 1.6660 8 8 8× ×  3.9514 3.8432 

16 16 16× ×  3.8057 1.7608 12 12 12× ×  3.9739 3.9085 

24 24 24× ×  3.8894 1.7964 8 2 8× ×  3.9483 3.8521 

16 2 16× ×  3.7912 2.4266 16 2 16× ×  3.9813 3.9459 

32 4 32× ×  3.9132 2.5471 16 4 16× ×  3.9823 3.9417 
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(a) 587 个单元                      (b) 9322 个单元 

Figure 5. Two Delaunay tetrahedral meshes based on CVT 
图 5. 两种基于曲面 CVT 网格的 Delaunay 四面体网格 

 
Table 5. Solutions of C

zu  on Delaunay tetrahedral meshes 

表 5. 特征点C 在 Delaunay 四面体网格下的有限元解 C
zu  

 线性元  二次元 

单元数 33.0  499995.0  单元数 33.0  499995.0  

3706 3.86795 1.01972 1395 3.98225 3.90509 

9322 3.91939 1.03131 3706 3.99084 3.95644 

16962 3.93797 1.07825 9322 3.99788 3.98667 

31725 3.95760 1.12203 16962 3.99787 3.98758 

3. 罚函数有限元分析 

3.1. 罚函数有限元格式的建立 

设三维近不可压缩弹性问题的能量泛函为 

( )
1

T T T1 d d d
2p V V

V V S
Γ

∏ = − −∫ ∫ ∫u ε Dε f u g u  

引入 

T1
3 3

x y zp
σ σ σ+ +

= − = − m σ和 T
V x y zε ε ε ε= + + = m ε  

其中， p是平均应力(也称体积应力)， Vε 是体积应变，在小变形下它们存在下述本构关系： 

V
p
K

ε = − 或 T
Vp K Kε= − = − m ε  

这里， [ ]T1 1 1 0 0 0=m ， K 是体积模量，它可用 E 和 v表示为 ( )( )3 1 2K E v= − 。于是，可

引入偏斜应力向量 S 和偏斜应变向量 e ，具体如下： 

T T T T

,     
3 3 3 3 3

Vp
ε   

= + = − = − = − = − = −   
   

mm mm mm mmS σ m σ σ I σ e ε m ε ε I ε  

而 S 和 e 之间又存在如下关系： 
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T
T

0 0 0
2

3 3
G G G

   = = − = −   
  

mmS C e C I ε C mm ε  

利用以上各式，弹性应变能可写为： 

T T T T T
0

1 1 2 1
2 2 3 2

G K = − + 
 

ε σ ε C mm ε ε mm ε                        (6) 

上式右端第一项和第二项分别表示偏斜应变能和体积应变能。将式(6)代入 ( )p∏ u ，可得： 

( )
1

T T T T T T
0

1 2 1 d d d
2 3 2p V V

G K V V S
Γ

  ∏ = − + − −    
∫ ∫ ∫u ε C mm ε ε mm ε f u g u  

假设V 已被划分为 e个单元，在每一个单元上，位移函数 u可用单元节点位移列阵 ed 表示，即 e=u Nd ，

而 e= =ε Lu Bd ，这里， N 为形函数矩阵， B 为应变矩阵。于是，我们可得到离散形式的总位能表达式

为： 

( )
( )

T T

T

1

T T T T T
0

T

1 2 1 d d
2 3 2

           d .

e e

e

e e e
p V V

e e

e

e

G K V V

V
Γ

    ∏ = − + −         

−

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

d B C mm B B mm B d d N f

d N g
 

设 e =d MU ，其中，M 为单元节点自由度和结构节点自由度的转换矩阵，U 为结构节点位移列阵。

令 T T T T
0

2 d d
3e e

e
V V

G C V K V = − + 
 ∫ ∫K B mm B B mm B 和

1

T Td de e
e

V
V V

Γ
= +∫ ∫P N f N g ，则有 

( ) ( )T T T T1
2

e e
p

e e
∏ = −∑ ∑U M K M U U M P                          (7) 

设 ( )T e

e
= ∑K M K M ， ( )T e

e
= ∑P M P ，我们有 

T T1
2p∏ = −U KU U P                                   (8) 

由 0pδ ∏ = 可得有限元求解方程： 

=KU P                                        (9) 

或 

( )1 2α+ =K K U P                                  (10) 

这里， Kα = 为罚函数法中的罚数，且当 0.5ν→ 时，α →∞；子块矩阵 1K 和 2K 分别为 

( )T T T T T T
1 0 2

2 d ,     d
3e eV V

e e
G C V V

   = − =   
   

∑ ∑∫ ∫K M B mm B M K M B mm B M  

当 0.5v → 时，为了使有限元方程(9)或(10)有非零解，子块矩阵 2K 必须是奇异的，则有：秩

( )
22 2e gN n d≤ ⋅ ⋅K ，其中， eN 是结构的单元总数，

2gn 是计算子块矩阵 2K 所采用的积分点数， 2d 是 2K 中

被积函数 T TB mm B 中独立行(或列)数，易知 2 1d = 。另一方面，为保证有限元方程(9)有解，系数矩阵 K  
必须是非奇异的，即 K 是满秩，则有： ( )1 21 2e g gN n d n d N⋅ ⋅ + ⋅ ≥ ，其中，

1gn 是计算 1K 的积分点数，它

可以不同于
2gn ， 1d 是 1K 中被积函数 T T

0
2
3

C − 
 

B mm B 中独立的行(或列)数，对于三维问题， 1 5d = 。

这样，罚函数有限元方法实施成功的条件是 
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2e gN n N⋅ <                                        (11) 

和 

( )1 2
5e g gN n n N⋅ ⋅ + ≥                                   (12) 

其中， N 是系统的总自由度数。有关罚函数有限元更为详尽的描述可参见文献[15]。下面，以四面体二

次单元为例，在计算 1K 和 2K 时为保证条件(11)和(12)成立，讨论相应积分点数的选取方案。 
为方便起见，考虑 0 狄利克雷边界条件的三维近不可压问题，求解区域 [ ]30,1V = ，对V 进行一致四

面体网格剖分，并设每个方向的剖分段数分别为 xn ， yn 和 zn ，取二次单元(如图 6 所示)进行分析，计算

1K 时 Hammer 积分点数为
1

4gn = ，计算 2K 时 Hammer 积分点数为
2

1gn = 。不妨设 x y zn n n= = ，整个结 

构的单元总数为 36e xN n= ， K 的阶次为 ( ) ( )3 23 2 1 2 12 1x xN n n = + − + ，取不同的 xn ，验算条件(11)(或 

eN N< )和条件(12)(或 21 eN N≥ )是否成立，具体如表 6 所示。一般地，若
1

4gn > 及
2

1gn > ，则条件(12)
显然成立；但若

2
4gn = ，则条件(11)已不再成立， 2K 非奇异。 

3.2. 数值实验及结果分析 

将上面建立的罚函数二次元应用于第二节中三个算例的分析，以验证其有效性和鲁棒性。对算例 1，
当 λ →∞时，在不同网格规模下罚函数二次元解 ( )2

hu 和精确解 u之间的误差及收敛阶比较总结如表 7 所

示。对算例 2，当 0.5ν→ 时，在不同网格规模下悬臂梁轴线上 A 点和 B 点的罚函数二次元解分别如表

8 所示。 
对算例 3，当 0.5ν→ 时，在基于曲面 CVT 网格的 Delaunay 四面体网格剖分下罚函数二次元解 C

zu 及

与其它几种方法的比较如图 7 所示，相应的位移场如图 8 所示。 
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10 

 
Figure 6.  Interpolation nodes •  Integral nodes for 1K  
∆ Integral nodes for 2K  
图 6.  单元插值节点 1•K 积分点 2∆K 积分点 

 
Table 6. Test for the conditions (11) and (12) with different xn  
表 6. 取不同的 xn ，条件(11)和(12)的验算结果 

xn  eN  N  21 eN  eN N< ？ 21 eN N≥ ？ 

2 48 81 1008 Y Y 

4 384 1029 8064 Y Y 

8 3072 10125 64512 Y Y 

16 24576 89373 516096 Y Y 

32 196608 750141 4128768 Y Y 
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Table 7. Comparisons of error and convergence order for the quadratic solution ( )2
hu  and the ex-

act solution u  
表 7. 罚函数二次元解 ( )2

hu 和精确解 u 之间的误差及收敛阶比较 

λ  h  
( )2

0,h V
u  ( )2

0,h V
−u u  

( )2

0,

0,

h V

V

−u u

u



 TCR NCR 

510  

1/4 0.213886E-01 0.283181E-02 0.126576E+00   

1/8 0.243472E-01 0.603636E-03 0.246480E-01 8 5.135 

1/12 0.251788E-01 0.259613E-03 0.102878E-01 3.375 2.396 

810  

1/4 0.213886E-01 0.283199E-02 0.126584E+00   

1/8 0.243472E-01 0.603736E-03 0.246521E-01 8 5.135 

1/12 0.251788E-01 0.259703E-03 0.102913E-01 3.375 2.395 

1110  

1/4 0.213890E-01 0.283186E-02 0.126578E+00   

1/8 0.243488E-01 0.603394E-03 0.246381E-01 8 5.137 

1/12 0.251770E-01 0.259974E-03 0.103021E-01 3.375 2.392 

  
Table 8. The penalty function quadratic solutions of two typical points A  and B  on the cantilever axis 
表 8. 悬臂梁轴线上 A 点和 B 点的罚函数二次元解 

ν  0.49 0.499 0.4999 0.49999 

x y zn n n× ×  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  A
zu  B

zu  

4 4 4× ×  −0.2225 −0.6504 −0.2228 −0.6520 −0.2228 −0.6522 −0.2228 −0.6522 

8 8 8× ×  −0.2330 −0.6692 −0.2333 −0.6709 −0.2334 −0.6710 −0.2334 −0.6710 

12 12 12× ×  −0.2384 −0.6801 −0.2389 −0.6821 −0.2390 −0.6823 −0.2390 −0.6823 

20 2 2× ×  −0.2587 −0.7295 −0.2598 −0.7330 −0.2600 −0.7333 −0.2600 −0.7333 

40 4 4× ×  −0.2508 −0.7069 −0.2520 −0.7103 −0.2521 −0.7106 −0.2521 −0.7107 

80 8 8× ×  −0.2493 −0.7026 −0.2505 −0.7060 −0.2506 −0.7063 −0.2506 −0.7063 
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Figure 7. Comparisons of several finite element solutions for the point C  
图 7. 特征点C 在 z 方向上的几种有限元解的比较 
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Figure 8. Displacements ( w  component) for Cook’s membrane problems 
图 8. Cook 膜问题位移场，其中：左图为线性元，右图为罚函数二次元 

 
从上述数值结果可知，对近不可压缩问题，罚函数二次元具有更好的收敛性。例如，对纯位移边界 

弹性力学问题，当 810λ = 和
1
8

h = 时，协调二次元解 ( )2
hu 的相对误差为 0.144264，数值收敛阶为 3.716， 

而罚函数二次元 ( )2
hu 的相对误差为 0.024652，数值收敛阶为 5.135；对悬臂梁问题，当 0.499v = 时，在

40 4 4× × 网格剖分下，协调二次元解 0.6943B
zu = − ，而罚函数二次元解 0.7103B

zu = − ；对 Cook 膜问题，

当采用基于曲面 CVT 网格的 Delaunay 四面体网格时，罚函数二次元解具有更好的收敛性，所选特征点

的位移值均随单元数的增加而稳定地收敛于理论解。 

4. 结语 

有限元方法是求解三维近不可压弹性问题的一类重要的离散化方法，若利用通常的低阶协调元方法

会出现体积闭锁现象。罚函数有限元法是解决体积闭锁现象的一种行之有效的数值方法。该方法由于将

一般罚函数方法中的罚数α 与体积模量 K 相关联，解决了罚数难以确定的问题，若计算时能确保与罚数

α 相关的子块刚度矩阵为奇异矩阵，则相应的有限元解一致收敛于精确解。另外，实际计算时，为提高

精度，应尽可能地采用各向同性网格，特别是基于曲面 CVT 网格的 Delaunay 四面体网格。 
本文仅对二次元进行了罚函数有限元实验及结果分析，若采用更高阶单元，则计算精度将会得到大

大改善，但其计算复杂性将增大。另外，对近不可压缩问题，体积闭锁现象解决之后，下一步将是如何

快速求解相应的有限元离散化代数系统，这是提高其有限元分析整体效率必须解决的问题之一。针对罚

函数有限元分析中形成的大型的、稀疏的和高度病态的正定方程组，如何设计高效求解算法是一个非常

困难的问题，这将是我们今后进一步研究的问题。 
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