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Abstract 
The combination of the differential quadrature method and potential energy principle is greatly 
helpful to solve mechanical problems with local particularity. This kind of solutions is not only re-
lated to differential calculation, but also to integral calculation. In order to simplify such kind of 
calculation process and improve the computational efficiency, this paper presents an unified dif-
ferential-integral quadrature method (D-IQM), based on the original concepts of differential/ 
integral quadrature method, to calculate weight coefficients of differential/integral quadrature in 
an unified format of mathematics. The results from D-IQM were compared with the analytical so-
lutions, demonstrating the advantages of this method in convergency, accuracy and stability, and 
robusticity on application. 
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摘  要 

传统微分求积法和势能原理相结合有助于解决具有局域特殊性的力学问题，因此，求解这类问题时不仅

涉及微分计算，还涉及积分计算。为简化计算流程，提高计算效率，本文基于微分/积分求积法的思想，

提出了统一化的微分/积分求积的权系数计算方法，从而形成统一化的微分–积分求积法，并将此计算方

法得到的结果与解析解进行比较，验证了该方法在收敛速度、求解精度、稳定性、应用范围方面的优势。 
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1. 引言 

微分求积法(DQM) [1]具有计算逻辑简明、程序过程紧凑、计算量少、计算精度高等优点，近年来已

经被广泛应用于众多研究领域[2] [3]。但是，DQM 在求解具有局域特殊性问题时，其计算收敛性和准确

性受到很大影响，为了改善这一问题，一些研究者将 DQM 与势能原理相结合[4]，使得求解过程中同时

存在数值微分和积分。对于势能泛函中的微分和积分计算，现有做法是利用微分求积法离散微分形式，

利用 Gauss-Lobatto 求积、积分求积法[5]及其他求积方法来离散积分形式[6] [7]。由于微分和积分需要分

开离散，且易受微积分计算节点不统一的约束，导致计算流程较为繁琐，计算效率降低。有鉴于此，本

文提出了基于 DQM 和积分求积法(Integral Quadrature Method，简称 IQM)思想的统一化的微分–积分求

积法(Differential-Integral Quadrature Method，简称 D-IQM)，建立计算微分求积法和积分求积法的权系数

的统一方式，进一步提高了势能原理框架下的新型数值方法 D-IQM 的计算效率，从而有利于解决局域特

殊性问题。 

2. 原理简介 

2.1. 微分求积法 

微分求积法(DQM)的基本原理：函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续可微，则其在给定节点处的导数值可以

表示为域内全部离散节点的函数值的加权和，即 

( ) ( ) ( )
1

N

i j i j
j

f x l x f x
=

= ∑                                   (1) 

其中， ( )jl x 是插值基函数，函数的高阶导数可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

N
k k

i ij j
j

f x A f x
=

= ∑                                   (2) 

式中， ( )k
ijA 为 k 阶导数加权系数。 

若基函数采用拉格朗日插值多项式，则一阶导数权系数表达式如下： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1 1
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i j j
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∑
                                (3) 
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其中， ( ) ( )
1,

N

i i k
k k i

x x xφ
= ≠

= −∏ 。已知一阶权系数，各高阶权系数 ( )k
ijA 可由下式推出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1

1 1 1
, 1, 2, ,

n n n
k k k k

ij ik kj ik kj ik kj
k k k

A A A A A A A i j N− − −

= = =

= = = =∑ ∑ ∑ 
                  (4) 

2.2. 统一化的微分–积分求积法(D-IQM) 

下面，基于 DQM 和积分求积法(Integral Quadrature Method，简称 IQM)思想，本文提出统一化的微

分–积分求积法(Differential-Integral Quadrature Method，简称 D-IQM)，建立计算微分求积法和积分求积

法的权系数的统一方式。 
设定在区间[a,b]上连续可微的函数 ( )F x 、 ( )f x ，对 ( )F x 进行 n 阶求导，有 

( ) ( )n
i iF x f x=                                    (5) 

式(5)结合 DQM，且设 ( )i if x f= ， ( )i iF x F= ，则 

( )

1

N
n

i ij j
j

f A F
=

= ∑                                     (6) 

一般的，设 

[ ] [ ]

( ) ( )
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ij
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N NN
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 
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

f F

A
                          (7) 

则式(6)可以表达为如下矩阵形式： 
( )n=f A F                                      (8) 

( ) 1n −
 =  F A f                                      (9) 

( )f x 的一次积分可以表达[2]为： 

( ) ( ) ( )2 2 1

1
d d di i i

i

x x x

x c c
f x x f x x f x x= −∫ ∫ ∫                           (10) 

其中，c 为积分区域外任意一点，由上述关系可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1
1 1

1
di

Nx nn n n
i i j jc

j
f x x F x F c A F F c−− − −

=

= − = −∑∫                    (11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11 1 1
2 2

1
di

Nx nn n n
i i j jc

j
f x x F x F c A F F c−− − −

=

= − = −∑∫                    (12) 

式(10)可进一步表示为： 

( ) ( ) ( )( )2

1

1 1
2 1

1
di

i

Nx n n
i j i j jx

j
f x x A A F− −

=

= −∑∫                               (13) 

一般的，设 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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式(13)的矩阵表达式如下 

( ) ( ) ( )( ) ( )2

1

11 1di

i

x n n n
II Ix

f x x
−− −  = −  ∫ A A A f                              (15) 

因此，可以利用微积分统一形式的权系数计算方法解决微分计算和积分计算。 
对于上述方法中 n = 1 的特殊情况，参看式(5)可知 ( )f x 的积分为原函数 ( )F x ，设插值基函数 ( )jl x ，

il 为插值函数的系数矩阵，则有 

( )
1

N

i ij j i
j

F x l F l
=

= =∑ F                                    (16)  

因此，由式(13)可知 

( ) ( ) ( ) ( )2

1
2 1 2 1di

i

x
i i i ix

f x x F x F x l l= − = −∫ F                            (17) 

结合式(9)， 

( ) ( ) ( ) ( )2

1

11
2 1 2 1

1
di

i

Nx
i i i i j jx

j
f x x l l l l C f

−

=

 = − = − = =  ∑∫ F A f Cf                     (18) 

式中 jC 为统一化的集成权系数。 

至此，我们得到了一套计算微分求积法和积分求积法的权系数的统一方式，即根据微分求积法方式

所确定的权系数，在求解积分问题时可以采用式(15)进行计算；特别是当 n = 1 时可以采用式(18)进行计

算。上述方式有助于提高新型数值方法 D-IQM 的计算效率，从而进一步拓展微分求积法的应用范围。 

2.3. 基于势能原理的微分–积分求积法(D-IQM) 

势能原理以变分形式表示物理定律[8]，即在满足一定约束条件的所有可能物体运动状态中，真实的

运动状态使某物理量(如势能泛函)取极值或驻值。对于复杂结构，特别是具有局部特殊性的问题，引进势

能泛函，应用 D-IQM 进行离散计算，有助于求解这类问题，改善计算结果的收敛性与准确性。 
一般来讲，一维梁结构的总势能泛函表达式[9]如下： 

22

20

1 d
2

L wEI qw x
x

  ∂ Π = − ∂   
∫                                  (19) 

根据 D-IQM，上式离散成如下表达形式： 

( )
2

2

0
1

1 d
2

nL
ij j

j
EI A w qw x

=

  
 ∏ = − 
   

∑∫                                (20) 

定义下列矩阵及向量： 
( ) [ ]2

1 2 1           , , , ,ij n nn n
A w w w w−

×
 = =  B w                             (21) 

那么势能泛函式（20）可以写成矩阵表达形式： 

T T T
0

d
2

LEI x Π = − ∫ w B Bw w q                                 (22) 

根据最小势能原理，结合式（21）中定义的权系数矩阵有 

( ) ( )T T T 0EI C Cδ δ δ∏ = − = − =w B Bw q w Kw Q                       (23) 
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其中，在一维问题中，梁的刚度矩阵 K 为 
TEI=K B CB                                        (24) 

梁的载荷矩阵 Q 为 

=Q Cq                                          (25) 

在微分–积分求积法中，仍然可以采用方程替代法将边界条件加入到刚度矩阵中去，在此不再详述。 
无论一维或是二维的局域性问题，结合势能原理的微分求积法具有良好的计算稳定性、收敛性及准

确性，这主要是因为在势能原理的框架下，不仅方程中需要求导的阶次降低，而且泛函的形式更有利于

局域载荷在求解中的处理，这些都有利于 DQM 更好地解决局域特殊性问题。 

3. 实例结果及分析 

3.1. 简单函数 

为了检验上述微分–积分求积法(D-IQM)的正确性，现以若干简单函数(参见表 1)为例进行对比。 
所求结果与精确解对比如图 1所示，可以发现以D-IQM所求结果与精确解近似，并随着节点的增多，

呈现出较好的准确性、收敛性，计算结果有着良好的稳定性。 

3.2. 力学问题 

本文提出的 D-IQM 沿承了传统 DQM 的计算逻辑，在势能原理的框架下同样可以更好的处理应用性

问题。为了进一步验证 D-IQM 的应用性，将其与势能原理结合(参见 2.3 节有关推导)求解具有局域特殊

性的实际问题，下面以梁为例。 
如图 2所示，梁的材料弹性模量为 100 GPaE = ，泊松比 0.3µ = ，梁长 1 ml = ，梁横截面高 0.02 mh = ，

宽 0.01 mb = ，坐标轴 x 以梁的左端为原点，梁的载荷类型及边界条件如表 2 所示，其中 q 为分布于全梁

的均布载荷。 
表 2 中“精确解”和“本文解”均指梁的最大挠度，其中，“本文解”即采用本文提出的 D-IQM 得

到的解。从表 2 可以看出，上述两种解对于表 2 所列各种梁问题都取得了较为一致的结果。图 3 显示了 
 
Table 1. Integrable function and integral interval 
表 1. 被积函数及积分区间 

CASE 被积函数 积分域 精确解 本文解 误差(%) 

1 f(x) = x [0,1] 0.5 0.4958 −0.84 

2 f(x) = x2 [0,1] 0.333 0.3298 −0.96 

3 f(x) = x3 [0,1] 0.25 0.2498 −0.08 

4 f(x) = x4 [0,1] 0.2 0.1975 −1.25 

5 f(x) = x2+2 [0,1] 2.333 2.3306 −0.10 

6 f(x) = sinx [0,π] 2 2.002 0.10 

7 f(x) = cosx [0,π] 0 0.0016 0.16 

8 f(x) = 2x [2,3] 5.771 5.7706 −0.007 
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Figure 1. Curve: Comparison of numerical results and numerical solutions 
图 1. 计算结果与数值解对比图 
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Table 2. Load type and boundary condition of beam 
表 2. 梁的载荷类型及边界条件 

CASE 载荷类型 边界条件 精确解 本文解 误差(%) 

1 q = 1 kN/m 两端简支 0.0195 0.0197 1.03 

2 q = 1 kN/m 两端固支 0.0039 0.0040 2.56 

3 q = 1 kN/m 左固支右简支 0.0081 0.0082 1.23 

4 P = 100 N 两端简支 0.0031 0.0032 3.23 

 

 
Figure 2. Simply supported beam of single concentrated force 
图 2. 单集中力作用下的简支梁 

 

 
Figure 3. Curve: maximum deflection of beam 
图 3. 梁最大挠度收敛情况 
 

本文 D-IQM 求解的收敛趋势，由该图可知，D-IQM 解随着节点数增多逐渐收敛于有限元值，并保持了

良好的稳定性。这些结果表明，统一化的微分–积分求积法在保持原有 DQM 计算逻辑的简明性前提下，

具有良好的数值计算性能，以及良好的应用性；同时，微分权系数计算方法和积分求积法计算方法的统

一有助于简化计算逻辑，提高计算效率。 
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4. 结论 

本文基于 DQM 和积分求积法，本文提出统一化的微分–积分求积法(简称 D-IQM)，建立了计算微

分求积法和积分求积法的权系数的统一方式，根据微分求积法的权系数计算积分权系数，从而简化了计

算逻辑。文中对基础函数积分进行计算，通过对比讨论证明了该方法在收敛速度、求解精度、稳定性、

应用范围方面的良好性能。进一步通过力学问题实例的求解，证明新型数值方法 D-IQM 可以有效提高势

能原理框架下相关问题的计算效率，从而有利于解决局域特殊性问题。上述应用实例从不同侧面说明了

本文提出的 D-IQM 的应用性和有效性。 
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