
International Journal of Mechanics Research 力学研究, 2017, 6(2), 114-130 
Published Online June 2017 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/ijm 
https://doi.org/10.12677/ijm.2017.62013  

文章引用: 卫振海, 王梦恕, 张顶立. 弹塑性材料全状态函数特征研究[J]. 力学研究, 2017, 6(2): 114-130.  
https://doi.org/10.12677/ijm.2017.62013 

 
 

Research on Characteristics of All State 
Function of Elastic-Plastic Materials 

Zhenhai Wei1, Mengshu Wang2, Dingli Zhang2 
1School of Rear Professional Service, Logistics Command Academy, Beijing 
2School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 

 
 
Received: Jun. 6th, 2017; accepted: Jun. 24th, 2017; published: Jun. 27th, 2017 

 
 

 
Abstract 
Elastic-plastic materials are a typical material researched in classic elastic-plastic theory, and it’s 
of great theoretical significance to verify the accuracy and applicability of theoretical method 
based on the research on elastic-perfectly plastic materials with the theories of structural all state 
function. With the theoretical method of structural all state function, the paper obtains control 
partial differential equations, path equation and constitutive relation as well as three analytical 
solutions under special states, namely plane-form solution, cylindrical-form solution and spheri-
cal-form solution, of all state function of elastic-perfectly plastic materials. According to the re-
search, it’s discovered that the all state function of elastic-perfectly plastic materials is consistent 
with strength theory of classic elastic-plastic theory in form completely, and moreover, the path 
equation obtained is consistent with the flow rule completely and the constitutive relation con-
forms to the form in classic elastic-plastic theory completely as well. So far, it’s proved that it’s 
able to obtain conclusions and results completely same with classic elastic-plastic theory by 
means of applying the theories of structural all state function to elastic-perfectly plastic materials. 
More importantly, the concepts, theories and methods of all state function unify the strength 
theory, flow rule and constitutive relation in classic elastic-plastic theory under a theoretical 
framework and endow them unified theoretical basis. 
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摘  要 

弹塑性材料是经典弹塑性理论所研究的一种典型材料，应用材料结构全状态函数理论研究这一对象，对

于验证理论方法的正确性和适用性具有重要理论意义。采用材料结构全状态函数的理论方法，获得了理

想弹塑性材料全状态函数的控制偏微分方程组、状态路径方程和本构关系，以及三组特定状态下的解析

解：平面形式、圆柱和球面形式的解。发现理想弹塑性材料全状态函数在形式上与经典弹塑性理论的强

度理论形式完全一致，所得到的路径方程与流动法则相似，本构关系也与经典弹塑性理论形式相同。至

此，证明了材料结构全状态函数理论应用于理想弹塑性材料，可得到与经典弹塑性理论完全相同的结论

和结果。更重要的是材料结构全状态函数的概念、理论及方法，将经典弹塑性理论中的强度理论、流动

法则和本构关系完全统一在一个理论框架之下，使其具有了统一的理论基础。 
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1. 引言 

材料的强度理论、流动法则和本构关系是经典弹塑性理论的基础和核心内容，但这些概念长期以来

是相互分离的，这使经典的弹塑性理论体系缺少了统一的理论基础。许多学者都在这方面做过认真、仔

细和大量的研究，也取得了不少的成果。强度准则是以 Tresca 和 Misses 理论为基础，虽然许多学者也提

出了不少新的准则[1]-[11]，但理论的基础和基本的概念并没有大的变化。流动法则以塑性势概念为基础，

不少学者在这方面也提出了新的思想[12]-[22]，但突破性成果罕有见到。至于本构关系的探讨和研究，成

果更是不计其数[13] [23]-[32]，但大都没有脱离应力-应变关系的传统概念。强度理论、流动法则和本构

关系在概念体系上基本是分离的，缺少相应的统一的理论基础。从已有的成果可以看到，对材料力学性

能研究工作的基础和实质，仍然是弹性理论的概念体系。在研究塑性材料时，还是在弹性理论的基础上，

引入局部的与材料塑性有关的新假定或定义，对弹性理论加以补充，以适应塑性材料的表观现象与特征。

材料结构全状态函数理论以一种新观点来看待塑性问题[31] [32] [33] [34]。认为塑性是材料几何形态变化

的一种外在表现，其实质是材料结构的变化。通过采用材料结构变化的概念，来分析影响材料结构变化

的特征量的关系，建立起描述材料结构状态的全状态函数，作为分析材料性能特征的基础。 
理想弹塑性材料，可以认为是结构性材料的一个特例，即材料的结构趋于均匀结构。本文试图用材

料的结构全状态函数理论和方法，来分析这一特殊性的结构材料。作为一种比经典弹塑性理论更具普遍

性的理论，材料结构全状态函数理论应能很好地解决和分析均匀结构的理想弹塑性材料这一特例。分析

的结果也很好地证明了这一点。 

2. 材料结构全状态函数模型及基本假定 

2.1. 材料结构全状态函数理论[31] [32] [33] [34]的分析思路 

材料的结构性是材料的一种普遍特性。结构性的强弱与材料特点，特别是我们观察材料的尺度直接
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相关。金属类材料由于其均匀性较强，结构性相对表现的不明显，但岩土类材料结构性就非常强。材料

在宏观上表现出来的变形特征可以分为弹性变形和塑性变形。从材料结构的角度来看，弹性变形可以认

为是材料结构在保持原有形态情况下的结构的弹性变形，塑性变形可以认为是材料的结构发生了变化，

也就是结构的形态从一种形态变化到另一种形态的变化。由此看到，弹性变形与塑性变形有着本质的区

别。 
一般性的材料，在一定尺度上观察其构成的结构情况，是相当复杂的。结构的各种参数也是不一致，

也就是不均匀的。可以认为材料特定结构形态下的强度、结构弹性模量和结构的形态变化的几何量是描

述材料结构的三个(类)基本参数。这三个(类)参数从三个不同的侧面描述了材料的结构状态。如果将材料

的所有这种结构状态的描述，放在由应力-刚度-应变构成的相空间中，每一种状态是相空间中的一个点。

将材料结构的所有可能的状态在相空间中都描述出来，根据材料结构全状态函数理论的假定，从宏观上

就构成了相空间中的材料结构的全状态函数(超曲面)。这一全状态函数实质上是材料所有可能结构状态的

集合，是材料结构特性的综合反映。全状态函数曲面的特征代表了材料的特性，所以也可以认为材料结

构全状态函数是材料特性在各种不同结构状态下的表现。 
基于材料结构全状态函数，可以分析材料在受到各种环境(荷载)影响时，材料结构可能的变化状态。

由于材料结构全状态函数包含了材料结构所有的可能变化状态，所以，任何特定的荷载作用的影响，只

能限于沿全状态函数曲面上进行变化。当给定了某一荷载作用时，材料结构为适应外部的影响，材料结

构将发生变化，这就构成材料结构状态变化的特定路径，而这一路径反映了材料的局部特性。状态路径

曲线的切线，实质上就反映了材料在这一变化路径上的，局部的应力-应变关系，也就是材料的本构关系。

但这里的本构关系是塑性本构关系。所以，求得材料结构全状态函数，是解决具有结构特性材料的关键

和核心内容。 

2.2. 基本假定 

对于一般的结构性材料，问题比较复杂，为了简化问题，将材料的结构认为是均匀的，可以认为是

一种理想结构状态，这样就很接近于经典理论中的理想弹塑性材料。要导出均匀结构的理想弹塑性材料

的全状态函数，主要基于如下假定： 
(1) 材料的结构均匀分布，且可近似认为连续和各向同性； 
(2) 材料结构的极限弹性能密度在应力-刚度-应变空间中的确定区域中是常量或有限量，并可描述； 
(3) 在应力-刚度-应变空间中，材料结构状态的强度-弹性模量-结构几何应变构成材料结构状态参数，

所有可能的结构状态构成结构状态函数，可称为全状态函数； 
(4) 理想弹塑性材料的结构全状态函数与结构的几何应变分量无关，且材料的结构刚度(弹性模量)为

常量； 
(5) 材料结构变化过程中具有保持其原有状态的趋势和特征，也可称之为状态贯性特性。在结构必须

变化时，有尽量保持少的变化的趋势； 
(6) 材料结构的强度-结构应变路径满足最小能量原理。 
结构性材料在受到力作用后，各向同性的特性会受到破坏，第一条假定是为了简化这一复杂的特性。

第二条假定是认为，材料结构状态在一定的变化区域内，材料结构在最大强度下，结构的弹性能总量对

于特定的材料是一个常量。第三条假定，认为存在一个函数面，这个函数面反映了材料结构所有可能的

结构状态。第四条假定是为了简化分析，只考虑材料结构强度的影响和变化，而使问题得到大大的简化。

在一般性问题中，由于材料的结构形态在不断变化，结构的弹性模量并不是常量，但对于宏观上完全均

匀的材料，从统计角度来讲，其结构的弹性模量是常量是符合实际情况的。第五条假定认为材料的结构
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受到外界作用时，总是努力保持原有状态不变，当不能不变时，以尽量少的变化来适应外部的作用。这

一条在本质上与第二条有相通之处。第六条认为受到外部作用时，沿全状态函数曲面的变化，总是选择

能量消耗最小的路径变化。 

2.3. 材料理想结构状态全状态函数模型及方程 

根据第(5)条假定，材料结构在变化的过程中，总是尽可能地保持材料结构的弹性状态，在环境(荷载)
作用下，材料结构发生变化时，可以认为结构性材料总是尽可能地保持其原有状态，这样，可以认为材

料结构的全状态函数面，是材料维持其弹性结构的极限面。在全状态函数面内部，材料维持其弹性状态。

在全状态函数面外部，材料结构发生破坏。在全状态函数面上，材料结构发生变化，从一种结构状态过

渡到另一种结构状态。 
根据第四条假定，由于与应变和刚度无关，用主应力来表示全状态函数。全状态函数则是主应力空

间中的一个曲面。因此，参数形式的材料结构全状态函数的形式可表达为： 

( )
( )
( )

1 1

2 2

3 3

,

,

,

u v

u v

u v

σ σ

σ σ

σ σ

=


=
 =

                                        (1) 

其中， 1σ 、 2σ 、 3σ 为三个主应力，u、v 为曲面参数。 
这一曲面包裹着材料的结构。函数曲面面积的大小随函数曲面的具体形态而变化，并考虑材料结构

弹性能的约束时，因此存在泛函： 

( )2 dEG F Uλ
Ω

∏ = − + Ω∫                                    (2) 

这里， 
22 2

31 2E
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λ为待定参数。 0dU C
Ω

Ω =∫ ， ( )1 2 3, ,U U σ σ σ= 为材料结构的极限弹性能密度函数。 

实际的材料结构全状态函数曲面，是这一泛函的极值面。这里设： 2H EG F Uλ= − + ,由变分原理可

知，满足式(2)的极值面的方程必然满足欧拉方程： 
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其中： 
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将 H 的表达式具体内容代入，整理后得欧拉方程： 
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                        (3) 

这就是参数形式的材料结构全状态函数的控制偏微分方程组。再加上合适的边界条件，就可以确定

具体的全状态函数的曲面方程形式。但由于这一方程组是一非线性方程组，求解其解析解是比较困难的，

只能求得一些特殊条件下的解析解。对于某些问题可以采用数值解法，这对于了解和掌握材料结构全状

态函数的性质是十分有意义的，为掌握结构性材料的性质有了一种新的方法。 

2.4. 状态路径方程 

根据材料结构全状态函数的假定，材料结构全状态函数反映的是材料性能的集合，对于在某环境因

素(荷载)作用下的状态具体变化，是在满足确定的约束条件下，沿全状态函数面局部的变化。其中内在的

约束条件，是材料状态总是以能量最小的方式进行变化。 
对于理想状态的结构性材料，材料结构全状态函数中，D 为常量，且与结构应变无关，因此可设全

状态函数的形式为： 

( )1 2 3, , 0σ σ σΦ =                                        (4) 

考虑能量最小原理和拉格朗日方法，存在泛函： 

( )( )1 1 2 2 3 3 1 2 3d d d , , d
s

sσ ε σ ε σ ε α σ σ σΓ = + + + Φ∫                           (5) 

这里α 为待定常数。如果设路径方程可以表达为参数形式，则有： 
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这里 s 为路径方程参数。则有： 

1 1 2 2 3 3d d , d d , d ds s sε ε ε ε ε ε′ ′ ′= = =  

( )1 1 2 2 3 3 d
s

sσ ε σ ε σ ε α′ ′ ′Γ = + + + Φ∫                                 (7) 

设： 1 1 2 2 3 3H σ ε σ ε σ ε α′ ′ ′= + + + Φ，求其变分方程，得，欧拉方程： 

( )d 0, 1,2,3
di i

H H i
sσ σ ′− = =  

( )d 0, 1,2,3
di i

H H i
sε ε′− = =  

代入 H 的具体内容，整体后有欧拉方程： 

( )0, 0 1,2,3i i
i i

iε α α σ
σ ε
∂Φ ∂Φ′ ′+ = − = =
∂ ∂

                             (8) 

显然这里有 0
iε

∂Φ
=

∂
，所以有 0iσ ′ = 。也就是说应力强度的增量为零。这样就得到： 

( )1,2,3i
i

iε α
σ
∂Φ′ = − =
∂

                                    (9) 

这实际是应变路径上的导数与全状态函数的关系。注意这里的应变实际是材料的结构状态变化时的

应变，也就是宏观上的塑性应变。 

2.5. 本构关系 

对于路径方程(6)，可以得到切线方程：
0

i i

i

kε ε
ε
−

=
′

。如果设 0d i i iε ε ε= − ，就得到： 

d i ikε ε ′=  

将式(9)代入，得： 

( )d 1,2,3i
i

k iε α
σ
∂Φ

= − =
∂

                                  (10) 

令 kλ α= − ，结构应变实质就是宏观上的塑性应变，也可以认为是经典理论中塑性应变，即

d p
i

i

ε λ
σ
∂Φ

=
∂

。这样就得到和经典弹塑性理论的流动法则完全一致的表达形式。 

另外，考虑全状态函数的切面方程，有： 

d 0i
i

σ
σ
∂Φ

=
∂

                                        (11) 

考虑材料的全应变为弹性应变和塑性应变之和，即： 

( )d d d 1,2,3p e
i i i iε ε ε= + =  

这里 d iε 为材料的全应变；d p
iε 为材料的塑性应变，也就是材料的结构应变；d e

iε 为材料的弹性应变。

所以，有： 

( )d d d d de p
i ij i ij i i ij i ij

i

D D D Dσ ε ε ε ε λ
σ
∂Φ

= = − = −
∂

                         (12) 



卫振海 等 
 

 
120 

将式(12)代入式(11)中，解得： 

d
ij

i
i

ij
i j

D

D

σ
λ ε

σ σ

∂Φ
∂

=
∂Φ ∂Φ
∂ ∂

                                     (13) 

再将式(13)代入式(12)中，得： 

d d
l

ij kl
j k

i il

mn
m n

D D
D

D

σ σ
σ ε

σ σ

∂Φ ∂Φ 
 ∂ ∂ = −

∂Φ ∂Φ 
 ∂ ∂ 

                               (14) 

这就是理想弹塑性材料的本构关系，其中 Dij 为材料的弹性模量。 
材料全状态函数、状态路径方程和本构关系这三部分构成问题的完整的解决方法和过程。 

3. 特定问题的解 

材料结构全状态函数的控制偏微分方程组(3)，是一组非线性偏微分方程，一般情况下，求得其解析

解是十分困难的。特别是在给定某种边界条件下，更是如此。根据前面的讨论可知，只有在求出全状态

函数的具体形式，才能求解状态路径方程和本构关系的具体形式。所以，求得全状态函数的具体表达形

式，是解决问题的关键。 
下面针对三种特殊情况，求解该问题。 

3.1. 平面形式的解答 

设结构极限弹性能密度函数的形式为： 

0U C=                                           (15) 

这里 C0 为常量，即结构极限弹性能密度函数为常量。另设解的形式为： 

( )1,2,3i i i ia u b v c iσ = + + =                                  (16) 

则有： 

( ), 1, 2,3i i
i ia b i

u v
σ σ∂ ∂

= = =
∂ ∂

                                (17) 

3 3 3
2 2

1 1 1
, ,i i i i

i i i
E a G b F a b

= = =

= = =∑ ∑ ∑                                (18) 

将式(15)、(17)和式(18)代入方程(3)中，方程(3)将自动满足。但这里存在 ai、bi、ci 共 9 个待定常数，

这 9 个待定常数需要边界条件来确定。 
下面针对一些简单边界条件进行讨论。 
设 1 2, , 1, 2,3i ia k b k i= = = 。这样方程的解为： 

( )1 2 1, 2,3i ik u k v c iσ = + + =                                  (19) 

由此，就得到： 

1 2 1 2 1

2 3 2 3 2

3 1 3 1 3

c c C
c c C
c c C

σ σ

σ σ

σ σ

 − = − =


− = − =
 − = − =

                                   (20) 
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可以证明，任意两个平面的交线的方向与等倾轴的方向一致，也就是说，这个方程组围成的图形是

一个与等倾轴平行的梭柱体。当 1 2 3C C C= = 时，并考虑对称性时，可得到经典理论中的 Tresica 强度理论。 
设 0i ia b= = ，这样方程的解为： 

( )1,2,3i ic iσ = =                                      (21) 

并考虑对称性，就得到一个将原点围于中心的矩形，这实质上是经典理论中的最大拉应力准则

(Rankine 准则)。当 ci 取不同的值时，图形围成的区域不同，可得到不同形式的强度准则。 
由此看到，不同的边界条件，可以得到不同的全状态函数图形，在这里也可以认为是不同的强度准

则。 

3.2. 圆柱面形式的解答 

设材料结构极限弹性能密度函数为： 
2 2
1 2U

D
σ σ+

=                                        (22) 

这里 D 为材料弹性模量。 
设解的形式为： 

1 2 3sin , cos ,R v R v uσ σ σ= = =                                (23) 

这样有： 

1 1

2 22 2

3 3

0 cos
1

0, sin , ,
0

1 0

R v
u v E

R v G R EG F R
u v

F

u v

σ σ

σ σ

σ σ

∂ ∂ = = ∂ ∂ = 
∂ ∂  = = − = − =  
∂ ∂   = ∂ ∂

= = ∂ ∂ 

                      (24) 

代入方程(3)中，有： 

( )cos 2 sin 2sin , cos , 0R v R vv v R
v R D v R D v

λ λ∂ ∂ ∂   = = =   ∂ ∂ ∂   
                    (25) 

如果
2
D
R

λ = − ，则方程两边相等，所设定的解满足方程(3)。实际上，所有圆心通过原点的柱面方程，

都可以满足偏微分方程(3)，只是材料结构极限弹性能密度函数的形式要作相应的变化。下面推导与经典

理论中的 Misses 准则相同形式的全状态函数。 
设全状态函数的形式为： 

1 11 12 13

2 21 22 23

31 32 333

sin
cos

k k k R v
k k k R v
k k k u

σ
σ
σ

     
     =     
        

                                (26) 

设强度能量密度函数为： 

( ) ( ) ( )2 22
1 2 2 3 3 1U

D
σ σ σ σ σ σ− + − + −

=                              (27) 

由此得： 
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( ) ( ) ( )

31 2
13 23 33

31 2
11 12 21 22 31 32

, ,

cos sin , cos sin , cos sin

k k k
u u u

R k v k v R k v k v R k v k v
v v v

σσ σ

σσ σ

∂∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
∂∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂

         (28) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
13 23 33

22 22 2 2
11 12 21 22 31 32

2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 21 31 11 12 21 22 31 32 12 22 32

13 11 12 23 21 22 33 31

cos sin cos sin cos sin

cos 2 cos sin sin

cos sin cos sin cos

E k k k

G R k v k v R k v k v R k v k v

R k k k v k k k k k k v v k k k v

F R k k v k v k k v k v k k

= + +

= − + − + −

 = + + − + + + + + 
= − + − + ( )

( ) ( )
32

11 13 21 23 31 33 12 13 22 23 32 33

sin

cos sin

v k v

R k k k k k k v k k k k k k v








 −  


 = + + − + +  

        (29) 

如果设矩阵[K]的三个列向量为单位向量，且相互垂直，则有： 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

11 21 31 12 22 32 13 23 33

11 12 21 22 31 32 11 13 21 23 31 33 12 13 22 23 32 33

1, 1, 1
0, 0, 0

k k k k k k k k k
k k k k k k k k k k k k k k k k k k

+ + = + + = + + =

+ + = + + = + + =
 (30) 

这样就有： 
2 21, , 0,E G R F EG F R= = = − =                              (31) 

同时有： 

( ) ( ) ( )1 2 3 2 1 3 3 1 2
1 2 3

1 1 12 , 2 , 2U U U
D D D

σ σ σ σ σ σ σ σ σ
σ σ σ
∂ ∂ ∂

= − − = − − = − −
∂ ∂ ∂

 

将式(28)和式(31)代入方程(3)，并比较方程两边，得： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 11 21 31 12 12 22 32 13 23 33

21 21 11 31 22 22 12 32 23 13 33

31 31 21 11 32 32 12 22 33 13 23

2 22 , 2 , 2 0

2 22 , 2 , 2 0

2 22 , 2 , 2 0

k k k k k k k k k k k
D D

k k k k k k k k k k k
D D

k k k k k k k k k k k
D D

λ λ

λ λ

λ λ

− = − − − = − − − − =

− = − − − = − − − − =

− = − − − = − − − − =

              (33) 

方程(30)和方程(33)联合求解： 

由方程组(33)的最后一组，可解出 13 23 33k k k k= = = ，代入方程(30)中得到 1 3k = 。令
2a
D
λ

= ，方

程(33)化为： 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

11 21 31 12 22 32

11 21 31 12 22 32

11 21 31 12 22 32

2 1 0 2 1 0

2 1 0, 2 1 0

2 1 0 2 1 0

a k ak ak a k ak ak

ak a k ak ak a k ak

ak ak a k ak ak a k

+ − − = + − − = 
 
− + + − = − + + − = 
 − − + + = − − + + = 

                    (34) 

该方程组有非零解的条件为： 

2 1
2 1 0

2 1

a a a
a a a
a a a

+ − −
− + − =
− − +

                                  (35) 

解得
1
3

a = − ，则得
6
Dλ = − 。 
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通过化简，从方程(33)可以得到： 

13 23 33 12 22 32 11 21 31, 0, 0k k k k k k k k k= = + + = + + =                         (36) 

与方程(30)联立求解： ( )32 12 22k k k= − +  

( ) ( ) ( )11 12 21 22 31 32 11 12 21 22 31 12 22 12 11 32 22 21 31 0k k k k k k k k k k k k k k k k k k k+ + = + − + = − − + =  

得： 21 31
12 22

11 31

k kk k
k k

−
= −

−
，代入： 

( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2
12 22 32 12 22 12 22 12 22 12 222 1k k k k k k k k k k k+ + = + + + = + + =                     (37) 

得： 

( )
( )

2
21 31 221 31

222
11 3111 31

1 1
k k k k k

k kk k

 − −
 − + =

− − 
                               (38) 

同理有： 

( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2
11 21 31 31 21 31 21 31 21 31 212 1k k k k k k k k k k k+ + = + + + = + + =                     (39) 

如果将 k31 看作已知量，则有： 

2 231 31
21 31 11 31

1 12 3 , 2 3
2 2 2 2

k kk k k k= − ± − = − −                          (40) 

显然，必须有 2
312 3 0k− ≥ ，即 31

2
3

k ≤ ，为方便取 31
2
3

k = ，则可得： 

1 1 1
6 2 3

1 1 1
6 2 3

2 10
3 3

ijk

 
− − 
 
 

  = −  
 
 
 
  

                                 (41) 

实际上这是一个旋转矩阵，就是经过坐标轴的旋转，将轴心与 3σ 轴重合的圆柱曲面转换到了等倾轴

上，也就是圆柱面的轴与等倾轴重合。 
可以证明，任意方向的圆柱面的轴只要通过原点，其结构极限弹性能密度函数，只要在与圆柱轴垂

直的平面上的投影为圆，则该曲面都是方程(3)的解。这告诉我们，理想弹塑性材料的全状态函数是一个

圆柱面，且这个圆柱面的方向，可随复杂应力条件下的材料特性而变化。 
状态路径方程： 
对于理想弹塑性材料其路径方程为： 

( )
0

1,2,3
0

i
i

i
i

i
ε α

σ

α σ
ε

∂Φ ′ + = ∂ = ∂Φ ′− =
 ∂

 

由于 0
iε

∂Φ
=

∂
，所以有 0iσ ′ = ，则有： 
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( )1,2,3i is C iσ = + =                                    (42) 

将式(26)整理，将消去参数后，由路径方式中的第一式并结合式(42)，可得： 

( )1,2,3i i iB s C iε = + =                                   (43) 

这里的 B1、B2、B3 这常量。 
由此可以看到，强度和结构应变均为线性变化。 
这里的全状态函数是一个圆柱面轴与等倾轴重合的柱面，和经典理论中 Misses 理论具有完全相同的

形式。 

3.3. 圆球曲面形式的解 

设解的形式为(这实际上一个球面)： 

1

2

3

sin cos
sin sin
cos

r
r
r

σ θ ϕ
σ θ ϕ
σ θ

=
 =
 =

                                     (44) 

材料结构极限弹性能密度函数为： 
2 2 2
1 2 3U

D
σ σ σ+ +

=  

相应有： 

31 2cos cos , cos sin , sinr r rσσ σ
θ ϕ θ ϕ θ

θ θ θ
∂∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂

 

1 2 3sin sin sin cos 0r rσ σ σθ ϕ θ ϕ
ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂
= − = =

∂ ∂ ∂
， ，  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

cos cos cos sin sin

sin sin sin cos sin

cos cos sin sin cos cos sin sin 0

E r r r r

G r r r

F r r

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

= + + − =

= − + =

= − + =

 

1 2 3
1 2 3

2 2 2sin , sin , sinU U U
D D D
λ λ λ
σ θ σ θ σ θ

σ σ σ
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 

将以上各式代入方程(3)，得： 

( ) ( )

( ) ( )

( )2

2sin cos cos sin sin cos

2sin cos sin cos sin sin

2sin cos

r r r
D

r r r
D

r r
D

λ
θ θ ϕ ϕ θ ϕ

θ ϕ
λ

θ θ ϕ ϕ θ ϕ
θ ϕ

λ
θ θ

θ

∂ ∂ + − =∂ ∂
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 ∂
− =

∂

                      (45) 

整理后，发现如 sinDλ θ= − ，则方程两端自动满足。所以，所假定的解是方程的一个解。 
由此看到，由于方程(3)是一个非线性的偏微分方程组，求得其解析形式的解是比较困难的。但在一

些特殊条件下，可以求得一些特定解。这些特定的解也能反映出材料结构全状态函数的某些特征，特别

是理想状态的结构性材料的全状态函数特征，可以从前面的平面形式的解、圆柱面和球面形式的解反映

出来。另外，解的边界条件是影响解的形态的另一个重要因素。还有一个反映材料特征，并影响解的特
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征的重要因素就是材料结构极限弹性能密度函数。材料结构极限弹性能密度函数反映了材料的重要特性，

和材料的微观或细观上的结构、联接形态和连接性能有着密切关系。 

4. 几点讨论 

通过前面的分析，得到了材料结构在理想弹塑性状态下的全状态函数的控制方程，并依据全状态函数求

得了状态路径方程和本构关系。通过对控制方程的分析，求得了某些特殊形式的解析解，如平面形式、圆柱

面形式和球面形式的解。由此加深了对材料结构全状态函数理论的认识。主要可以表现在以下几个方面。 

4.1. 理想材料全状态函数的特征 

理想弹塑性材料的全状态函数，具有一些独特的特征，这些特征主要可以表现在以下几个方面： 
(1) 曲面特征 
可以发现对于理想弹塑性材料，根据控制方程组(3)求得的平面解、圆柱面解和球形解，都具有凸曲

面特征。分析控制方程组(3)和形成控制方程组的泛函方程(2)，以及其物理本质，可以发现材料结构的变

化，应遵守一条原理：也就是状态变化的惯性原理。材料结构在受到外部环境作用时，总是在努力地保

持其原有的状态，在不能保持其原有状态的情况下，将以最小的变化来适应外部环境的影响。对于理想

弹塑性材料，结构的变化主要发生在全状态函数面上，全状态函数面的内部为材料的弹性结构状态。在

外力的作用下，材料将尽可能大的保持这个弹性结构，而使全状态函数面达到最小，也就是尽可能小地

发生变化。也可以理解为，在全状态函数面一定的情况下，使材料的弹性内核尽可能地大。由此可知，

全状态函数面在一定的条件下为凸曲面函数。这与经典弹塑性理论中，假定材料的强度曲面为凸曲面的

思想是一致的。 
(2) 应力坐标旋转、平移的影响 
根据控制方程(3)，得到的平面形式、柱面和球面形式的解，在应力坐标旋转、平移的变换下，其状

态曲面的形态并不发生改变，将仍然保持其平面、柱面和球面形态。对于控制方程组(3)中，发生变化的

主要是材料结构极限弹性能密度函数 U 的形式。在不同的变换下，U 的形式将发生变化。通过分析可以

发现，只要保持 U 函数在变化中其形态不发生改变，其解的形态将也不发生变化，只要将原解的形式， 

转换到新方向上即可。如圆柱面形式的解，圆柱的轴心平行于 3σ 轴时，
2 2
1 2U

D
σ σ+

= 函数是一平行于 1 2-σ σ

平面的圆，当将圆柱面轴转到与等倾轴重合时，在等倾面上
( ) ( ) ( )2 22

1 2 2 3 3 1U
D

σ σ σ σ σ σ− + − + −
= 函数应

该还是一个圆。如果坐标进行平移变换，则
2 2
1 2U

D
σ σ+

= 变换为
( ) ( )2 2

1 2a b
U

D
σ σ− + −

= ，新的平移后的 

圆柱面仍然是方程(3)的解。这揭示出一个信息：方程组(3)中的材料结构极限弹性能密度函数，其实质不

是由材料的绝对强度值所决定，而是强度能量密度的变化值或相对值。这一特点使我们联想到材料的刚

度位移，并不产生应变的道理。也就是说，应力强度值的变化，如果是统一增加，均匀变化，将不引起

强度能量密度函数的形态变化，对方程的解也将不发生影响。所以，材料结构极限弹性能密度函数其实

质是弹性能密度的变化率函数。另外也告诉我们，材料的结构特征不变，特别是理想弹塑性材料，材料

结构极限弹性能密度函数在形态上不应变化。如前面讨论到的常数特征和圆柱特征，这种形态特征，在

坐标的平移和旋转中是不变的。对于具有相同形态特征的材料结构极限弹性能密度函数的材料，可以通

过各种不同的坐标变换，适用不同的强度边界条件，从而得到不同表达形式的全状态函数解。也可以说，

这就是我们可以构造出无数材料的强度准则的原因。 
(3) 对称轴和对称点特征 
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由于理想结构性材料具有各向同性，强度为常量的特点，对全状态函数必然存在一个对称轴或对称

点。在复杂应力状态下，全状态函数的曲面可能有两种形态：一种是开口形态，如棱柱面或圆柱面；另

一种是封闭形态。对于开口形态，要保持其“强度”不变，只能是剪应力强度。这样就形成不同形态的

柱面形态，而由于材料的各向同性，柱面形态必然是对称的，必然存在一个对称轴，只能是对称形式的

柱面。对于封闭的全状态函数，由于各向同性会存在一个对称原点，对于平面形式的解，在应力空间中

就是立方体形态，曲面形式的解可以是圆球面形态。 

4.2. 影响全状态函数特征的因素 

从前面的分析可知，影响全状态函数特征的因素主要有三个：一是控制偏微分方程组(3)；二是材料

结构极限弹性能密度函数；三是边界条件。 
(1) 控制偏微分方程组 
控制偏微分方程组(3)是一组非线性偏微分方程。这类方程一般情况下，很难求得其解析形式的解。

只有在一些特殊情况下，可以得到一些特定的结果。从方程组(3)中可以看到，方程的左边只与函数的一

级导数有关，而与具体的坐标无关。在方程的右边，是材料结构极限弹性能密度函数的偏微分。不同形

态的材料结构极限弹性能密度函数，使方程组的解必然有着不同的形态。对于不同的结构性材料，材料

结构极限弹性能密度函数会有所不同，其解自然也会有所不同。就是理想状态的结构性材料，对于更复

杂的材料结构极限弹性能密度函数，只能通过其他方法，求得其近似解析形式的解或数值解。 
(2) 材料结构极限弹性能密度函数 
根据前面的讨论可知，材料结构极限弹性能密度函数和相对的能量密度变化有关。对于不同结构性

材料，能量密度函数也不同。能量密度函数的形态，反映了结构性材料的重要特征。对于理想弹塑性材

料，目前所掌握的主要有两种形态：一种是可导致全状态函数在形态上为开口的能量密度函数；另一种

是全状态函数的解的形态为封闭形式的解。可以这样认识这一特征：开口形态的解，反映的是材料的剪

切强度特性，与静水压力无关。而封闭形态解的材料结构极限弹性能密度函数，却反映是与静水压力有

关的材料的性质(如 Rankine 准则)。材料结构极限弹性能密度函数的形态特征，往往与全状态函数的特征

密切相关。当然边界条件也是影响全状态函数特征的重要因素。 
材料结构极限弹性能密度函数影响到全状态函数的特征，其实质是材料特性的反映。而材料的特性

又和材料的结构特征密切相关。所以，要掌握材料结构极限弹性能密度函数的形态特征，就需要研究材

料的结构特性，特别是材料结构演化过程中的能量密度的变化规律。 
(3) 边界条件 
影响全状态函数特征的另一重要因素是边界条件。控制偏微分方程组(3)解决的是曲面族的问题，而

对于特定的材料，其全状态函数是一特定的曲面，这就要靠边界条件来确定。在多变量，即强度-刚度-
结构应变空间中，强度条件可以作为一般性的全状态函数的边界条件，即 

( )0 0
1 2 3, , , , 0ijkl ijkl ij ijD D ε ε σ σ σ= = Φ =  

而对理想弹塑性材料，其边界条件可以进一步简化，因为这时的全状态函数在形式上是与强度准则

一致的。只要给定某些局部的条件，就可确定相应的函数的具体形式。但由于控制偏微分方程组(3)是一

组非线性偏微分方程组，求解曲面族的解析表达式是相当困难的，只有在某些特定的条件，才可能得到

封闭解的结果。对于这些特殊形式的解，可以通过若干个点来作为其边界条件，来确定其解的具体形式。

如平面形式的解，可以通过每个平面三个点的方式来确定，再利用对称原理，就可以将整个的全状态函

数面确定下来。对于曲面形式的柱面或球面解，需要的条件更为复杂一些。但无论那种形式的解，边界
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条件都不会过于复杂，特别是通过实验来确定时，可大大减少实验的数据。 
当然边界条件的确定，可以通过理论分析，也可以通过实验来获得。 

4.3. 全状态函数理论的意义 

本文依据材料结构全状态函数理论的思路与方法，分析了经典弹塑性理论中的典型材料：理想弹塑

性材料问题。得到了一些特定情况下特殊解，由此证明了这一理论的作用和意义。使我们大大加深了对

这一理论的认识，这主要表现在以下几个方面： 
(1) 为解决结构性材料问题提出一套新的概念、理论和方法 
经典弹塑性力学理论由于是建立在均匀、连续、无限可分的材料假定之上，这是继承了弹性力学的

概念。经典理论忽略或简化掉了材料的一个重要特性：结构性。但如果考虑结构性，就完全破坏了弹塑

性力学的基础。由于两者的矛盾，经典弹塑性力学理论不可能简单地解决结构性材料的问题。经典弹塑

性材料由于其均匀性可以称其为简单材料，具有结构性材料可以称为复杂材料。简单材料与复杂材料的

力学基础是矛盾的，但也存在着关联性，这就是复杂材料的极限状态就是简单材料。也可以认为简单材

料是复杂材料的一个特例。过去长期以来，我们一直试图以简单材料的理论与方法去解决复杂材料的问

题，这相当于用特殊理论与方法去解决一般性问题，这显然是行不通的。 
材料结构的强度、弹性模量和几何形态的变化规律，就构成了材料结构在应力-刚度-应变空间中的材

料结构全状态函数。材料结构全状态函数全面和整体地反映了材料的力学性能。材料结构全状态函数的

实质是在所有可能的状态中，材料弹性结构状态和结构破坏的交界面函数。在这一界面的内部，材料保

持了结构的弹性状态。在界面之外，材料的结构破坏，并不复存在。在界面之上，材料的结构发生演化，

从一种状态演化到另一种状态。全状态函数曲面，从目前掌握的知识，推断是一个一定条件下的紧曲面。

在掌握了全状态函数的特征后，就可以容易地解决状态路径问题和本构关系问题。 
本文用材料结构全状态函数理论，分析经典理论中的弹塑性材料的意义在于证明全状态函数理论的

概念与方法，在解决最简单，也就是理想结构状态的材料时，其结论与经典弹塑性理论是一致的和正确

的。也就证明了作为一种一般性的理论和方法，可以解决弹塑材料这种特殊问题。从而从某一方面证明

了材料结构全状态函数理论的正确性。 
(2) 强度、流动法则和本构关系有了统一的理论基础 
材料结构全状态函数全面和整体地反映材料性能，对于经典弹塑性理论中的强度理论、流动法则和

本构关系也应该能够反映。通过对理想弹塑性材料的分析，完全证实了这一点。材料结构全状态函数是

一个应力-刚度-应变空间构成的多维空间的函数。当我们单独考察应力子空间中的全状态函数特征时，全

状态函数反映的是材料在复杂应力状态下的强度变化规律。当材料受特定的环境作用时，变化的过程就

是结构状态的变化过程。因此，变化是沿全状态函数曲面上进行的一条路径。这条路径的变化，实际上

反映的是在特定环境作用下，材料强度和材料的几何状态变化之间的关系。这一点类似于经典弹塑性理

论中的流动法则。根据路径的变化，可以进一步分析强度应力和结构应变之间的变化规律，特别是在增

量形式下，可以通过路径的切线方程，得到应力强度和结构应变之间的近似关系，这实质上就是增量形

式的本构关系。对于某些特定的材料，如本文分析的理想弹塑性材料，可以得到与经典弹塑性理论完全

形式上一致的结果。由此可以看到，全状态函数理论将经典弹塑性理论中的强度理论、流动法则和本构

关系统一在了一个理论框架之下。 
(3) 全状态函数的控制方程、状态路径方程和本构关系构成了理论的核心内容和方法 
全状态函数理论在材料结构具有保持其状态不变趋势的假定上，建立了全状态函数的控制偏微分方

程组，从而为材料结构全状态函数的求解奠定了基础。在此基础上，通过结构对外界响应假定其遵守最
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小能量原理，获得了材料结构在特定环境作用下的状态路径方程，为材料各参量的变化规律，建立了约

束条件。在路径方程的基础上，通过采用路径切线方程的分析方法，可得到增量形式的本构关系。通过

建立起的这样一个完整的分析步骤，使我们对结构性材料的分析，有了完整的分析方法。 
通过对理想弹塑性材料的分析，在获得的平面形式、圆柱面形式和球面形式的特定解的特征，得到

了与经典弹塑性理论中强度理论完全一致的结果。在路径分析中，得到了与经典弹塑性理论流动法则完

全一致的结果。在路径切线方程的分析中，得到了与经典理论中的本构关系完全一致的结果。由此证实，

全状态函数的控制方程、路径方程和本构关系构成的这一理论方法是完整的。另外，通过分析可以发现，

与经典理论一致的这些结论和结果，分析中都给予了某些特定的约束条件，这告诉我们，约束条件的改

变，将可能得到另外一些结果。也就是说，经典理论中的某些结论和结果，是某种情况下的特例。这从

另一角度证实了，全状态函数理论具有的普遍意义。 
(4) 形成了一条新的分析问题的思路 
传统的经典理论的分析方法，大多以具体问题做为分析的出发点，往往局限于材料的某一种状态。

全状态函数理论着眼于材料结构状态变化的整体集合，以考察材料结构变化所有的可能状态为出发点，

了解和分析结构材料的变化规律和特征。通过建立起这样一种分析的新思路，跳出了过去分析材料特性

的方法限制，从而为建立新的分析方法奠定了基础。在掌握了整体的材料结构状态变化规律的基础上，

对于材料受到的某环境的特定作用，就可以理解为是结构状态变化的某种特例。具体讲，任何特定环境

的作用，导致的材料结构的变化，必然受限于整体的材料结构变化规律。材料结构全状态函数理论建立

起了这样一条新的分析思路：全状态函数-----状态路径方程-----本构关系。这实际上是一条从整体到局域，

再到点的分析的过程。这一思路类似于数论中集合论，通过对数的大类分析，来掌握具体数的性质。 

5. 结论 

通过以上对理想结构的弹塑性材料的分析，对材料结构全状态函数理论有了一个总体、深入的了解，

由此可以得到以下几点结论： 
(1) 全状态函数理论作为一种解决材料结构性的方法，即解决复杂材料的理论体系，对于解决理想弹

塑性材料这类简单材料，是完全有效可行的。可以得到几乎与经典弹塑性理论完全一致的结论和结果，

但其实质性概念已完全不同。 
(2) 证明了全状态函数理论在解决结构性材料问题上，已形成了一套完整的概念体系和方法，这主要

体现为材料结构全状态函数的控制方程、状态路径方程和本构关系方程。这三项内容构成了全状态函数

理论的核心内容和方法。 
(3) 全状态函数理论以统一的概念和方法，将经典弹塑性理论中的强度理论、流动法则和本构关系统一

了起来，并赋予了三项概念新的意义：复杂应力情况下的强度理论只是全状态函数在应力子空间中的体现，

流动法则是特定环境作用下，材料在全状态函数面上的特定路径，本构关系是路径曲线上点的增量关系。 
(4) 全状态函数理论提供了一种新的分析和考虑问题的思路：从整体到局部。 
总之，材料结构的全状态函数理论作为解决材料结构性的一种方法，通过对理想弹塑性这类材料的

分析，已初步体现出了他特有的可行性和优越性。对于更复杂材料或复杂情况的分析，还需要我们做进

一步的工作，这里也希望有更多的有识之士加入到这一领域的研究中来。 
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