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Abstract 
A Highly Accurate Fox-Goodwin time Integration Method (HAFIM) is presented in this paper. 
HAFIM creates the highly accurate Jacobi matrix by multi-sub-step notion and uses the highly ac-
curate Jacobi matrix for recursive procedure. In the process of constructing the matrix, the expo-
nential matrix operation techniques are employed to reduce the computational efforts and the 
computer rounding error. The analysis on properties indicates that the proposed method pos-
sesses higher amplitude and phase accuracy compared with the Precise time Integration Methods 
(PIMs). Moreover, the proposed method is very practical given its simplicity. 
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摘  要 

本文建立了高精度Fox-Goodwin时间积分法。这种方法采用等分步的思想，连乘每分步的Jacobi矩阵建

立高精度Jacobi矩阵，然后利用高精度Jacobi矩阵进行递推求解。在构造高精度Jacobi矩阵的过程中，用
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指数矩阵运算技巧来达到降低计算量，用存贮增量矩阵策略来减小舍入误差的影响。性能分析表明，这

种方法与精细积分法相比，具备较高的幅值和相位精度，且格式简单，便于应用。 
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1. 引言 

时间积分法是求解结构动力学响应强有力的方法之一，它的基本思想是将时间域离散，通过迭代格

式求出各离散时刻的物理量近似值。经典时间积分法有 Houbolt 方法[1]，Newmark 方法[2]，Wilson-θ方
法[3]，Hilber-Hughes-Taylor-α 方法[4]和 Wood-Bossak-Zienkiewicz-α 方法[5]等，上世纪九十年代以来也

出现了诸多新颖的时间方法，例如 Zhai 方法[6]，广义-α方法[7]，Bathe 方法[8]和基于加权残量思想的方

法[9]等。但这些方法大都只有二阶精度，需要使用非常小的步长才能实现高精度要求，导致大量的计算

量。 
对于线性定常系统，钟[10]提出了精细积分方法(Precise Integration Method, PIM)，以其高精度，高效

率等优点得到了广泛应用。PIM 的基本思想是对微分方程的解析解进行精确数值计算，对于齐次方程，

PIM 可以给出计算机精度的解。而对于非齐次方程，需要求解非齐次项产生的 Duhamel 积分，钟[11]和
林[12]就非齐次项分别为多项式、弦函数、指数函数以及它们的组合形式时，推导了相应的精细积分递推

格式，后来又发展了很多种非齐次项的积分方法，例如直接对非齐次项 Duhamel 积分进行数值积分求解

[13]，或者增维精细积分方法[14]等。当用于求解结构动力学响应时，PIM 是一种条件稳定算法[15]，它

的精度会随着展开项的增多而提高。 
本文借助 PIM 中使用的指数矩阵乘法和存储增量的技术，基于 Fox-Goodwin 方法[16]构造高精度时

间积分法 Highly Accurate Fox-Goodwin time Integration Method (HAFIM)。Fox-Goodwin 方法是一种辛几

何算法，对于无阻尼系统可实现四阶精度，并且具有足够的稳定区间。对于收敛的算法来说，当步长趋

近于 0 时，数值解趋近于解析解。HAFIM 的思想是将每个时间步长 N 等分，在每一个分步内使用

Fox-Goodwin 方法，通过连乘每分步的 Jacobi 矩阵计算出单步的高精度 Jacobi 矩阵，利用该 Jacobi 矩阵

进行迭代求解。在构造高精度 Jacobi 矩阵的过程中，2m 算法和增量算法分别被用来减少计算量和降低舍

入误差。与 PIM 相比，HAFIM 具有更简单的矩阵形式和更优秀的数值性能。 

2. 算法格式 

2.1. 动力学方程 

结构动力学方程的一般形式为 

( )t+ + =Mx Cx Kx R�� �                                      (1) 

式中，M，C，K 分别为质量，阻尼和刚度矩阵， x��， x�，x 分别为加速度，速度和位移向量，R(t)为外

部激励。若 R(t)可表示为一系列基本函数的组合，且这些函数可以用其本身和一阶和二阶导数线性表出，
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即 

( ) ( ) ( ){ }, | , ,t t t= ∈ + + =R Tf f f f Bf Df B D�� � 为常矩阵0                       (2) 

则可使用增维的方式将外载荷函数转化为待求变量，从而将非齐次方程(1)转化为齐次方程 

−             
+ + =             

             

M O x C O x K T x
O I f O B f O D f

�� �
�� �

0
0

                         (3) 

式中，I 为单位矩阵，O 为零矩阵。下面给出最一般的转化方式。 
在有限时间内，任意连续函数都可展开成傅里叶级数的形式，则 R(t)可近似表示为 

( ) 0
1 0 0

2 π 2 πcos cos
q

n n
n

n t n tt
T T=

    
≅ + +         

∑R a a b                            (4) 

式中，T0 为 R(t)的基本周期，a0，an 和 bn 为傅里叶系数，q 为展开项数。若令 
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则任意函数均可近似转化为方程(2)的形式。特别地，如果外激励函数本身是二阶齐次常微分方程的解，

如常激励，简谐激励，或它们的组合形式等，方程(2)可严格满足。 
基于以上讨论，本文仅关注齐次方程的求解，即 

+ + =Mx Cx Kx�� ��� �� � � 0                                      (6) 

式中 

, , ,
−       

= = = =       
       

x M O C O K T
x M C K

f O I O B O D
�� ��                       (7) 

2.2. 求解格式 

时间积分法求解方程(6)的简明递推格式为 

( )1k kh+ =z A z                                        (8) 
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式中，A 为 Jacobi 矩阵或称为传递矩阵，zk 为在时间点 0kt t kh= + 的状态向量，h 为时间步长。本文采用

Fox-Goodwin 方法，其差分格式为 

1 1 1

2
1 1

1 1

5 1
12 12

1 1
2 2

k k k

k k k k k

k k k k

h h

h

+ + +

+ +

+ +

+ + =

 = + + + 
 

 = + + 
 

Mx Cx Kx

x x x x x

x x x x

�� ��� �� � �

� �� ��� � � � �

� � �� ��� � � �

0

                             (9) 

则对应的 Jacobi 矩阵为 

( )

2 3 2 3
2 2

1 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2

2 2
2 2

1 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2

2TT T 1 1
1 2 3

2 12 2 2 12 2

2 2 2 2

,  ,  ,  
2 12k k k

h h h h h hh
h

h h h hh h

h h
−

− −

    − + + − − − −    
    =

    − + + − − − −    
    

 
 = = = = + +  

 
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A
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z x x A M K A M C A M C K� � �� � � � �� �
1

M�

        (10) 

HAFIM 用多分步的思想，将步长 h 等分为 N 份，在每个分步内使用时间积分法，则其递推格式可写

为 

( )1 Hk kh+ =z A z                                      (11) 

式中，AH 为高精度 Jacobi 矩阵，可由各分步的 Jacobi 矩阵连乘得到，即 

( ) ( ) ( )H ( ) N
N N N

N

h h h h= =A A A A�
�������                            (12) 

式中，分步长 Nh h N= 。在构造 AH 的过程中，2m 算法和增量算法可分别用来减小计算量和计算机舍入

误差。 
1) 2m 算法 
取 2mN = ，如 20m = ， 1048576N = ，则仅需 m 次迭代就可得到 AH，相当于执行下列语句 

( ) ( ) ( ) ( )for 0; ;  N N Ni i m i h h h= < + + = ×A A A                       (13) 

2) 增量算法 
当 hN 很小时，A(hN)与单位矩阵十分接近，可写为 

( ) ( )N Nh h= +A I S                                   (14) 

式中，S(hN)为增量矩阵 

( )

2 2
2 2

1 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2

2 2
1 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2

12
1 1

1 2 3

2 12 2 2 12 2

2 2 2 2

,  ,  
2 12

N N N N N N

N N
N N N N

N N

h h h h h h

h h
h h h h

h h
−

− −

    − + + − − − −    
    =

    − + + − − − −    
    

 
= = = + + 

 

A A A A A I A A A A A A
S

A A A A A A A A A A A

A M K A M C A M C K M� �� � � � � �

      (15) 

可以看出，当 hN 趋近于 0 时，S(hN)接近于零矩阵。由于一般台式计算机仅有 16 位有效数字，S(hN)
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的精度可能会在迭代过程中丧失殆尽。为避免精度损失，在构造 AH 的过程中，要单独存储 S(hN)，而不

是 A(hN)。又因为 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2N N N N Nh h h h h+ × + = + + ×I S I S I S S S                   (16) 

则需执行的语句变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )for 0; ;  2N N N Ni i m i h h h h= < + + = + ×S S S S                   (17) 

经过 m 次乘法后，S 不再是一个很小的矩阵，此时 AH 可由下式得到 

( ) ( )H Nh h= +A I S                                   (18) 

综上所述，表 1 给出了 HAFIM 求解线性定常系统的执行步骤。在计算过程中，HAFIM 与 PIM 有两

处不同：首先，HAFIM 直接给出了增量矩阵 S(hN)的形式，而 PIM 的增量矩阵需由系数矩阵进一步计算

得到；其次，HAFIM 无需对结果进行变换，可直接求得位移、速度和加速度，而 PIM 的速度和加速度

需由进一步变换得到，所以说 HAFIM 计算更为简便，所需时间成本也更低。 
实际上，任意一种时间积分法都可按照同样的方式来构造相应的高精度方法，本文选取 Fox-Goodwin

方法是由于其具备良好的精度和稳定性，下面我们将说明这种方法的性能优势。 
 
Table 1. Solution procedures of the highly accurate Fox-Goodwin time integration method  
表 1. 高精度 Fox-Goodwin 时间积分方法的执行步骤 

A. 初始化 
1) 若方程为非齐次，按照方程(4)和(5)将外载荷函数转化为变量，形成相应的齐次方程的质量矩阵 M� ，阻尼矩阵 C� 和刚度矩阵

K� ； 
2) 给出初始位移和速度 

TT T
0 0 0 =  z x x�� � ； 

3) 选取合适的步长 h 和分步数 N (N = 2m)，并计算分步长 2m
Nh h= 以及常量矩阵 

12
1 1

1 2 3, ,
2 12
N Nh h

−

− −  = = = + + 
 

A M K A M C A M C K M� �� � � � � � ； 

4) 计算增量矩阵 

( )

2 2
2 2

1 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2

2 2
1 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2

2 12 2 2 12 2

2 2 2 2

N N N N N N

N N

N N N N

h h h h h h

h h
h h h h

    − + + − − − −        =
    − + + − − − −    

    

A A A A A I A A A A A A
S

A A A A A A A A A A A
； 

5) 更新增量矩阵 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )for 0; ;  2N N N Ni i m i h h h h= < + + = + ×S S S S ； 

6) 计算高精度 Jacobi 矩阵 AH 

( ) ( )H Nh h= +A I S 。 

B. 递推过程 
1) 计算第 k + 1 步的位移和速度 

1 H ( ) ,  k k k k kh+
 = =  z A z z x x�� � ； 

2) 计算第 k + 1 步的加速度 

1 1 1 2 1k k k+ + += − −x A x A x�� �� � � . 
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3. 算法性能 

衡量算法性能优劣的指标主要有稳定性和精度两个方面。对于线性定常系统，由于模态正交性，可

以通过对单自由度系统问题的分析来说明算法的特性，即振动方程为 
22 0x xξω ω+ + =��                                     (19) 

式中，ξ和 ω分别为阻尼率和固有频率。为避免参数 N 的影响，这里仅研究 Fox-Goodwin 方法本身的性

质，并与梯形法则(Trapezoidal-Rule, TR)，中心差分法(Central-Difference-Method, CDM)和 PIM 进行对比。

TR 和 CDM 是结构动力学中常用的时间积分法，对无阻尼系统不具有数值阻尼，精度较高。 

3.1. 稳定性 

稳定性要求算法的谱半径 ( ) { }1 2max , 1ρ λ λ= ≤A 。对于单自由度方程(19)，Fox-Goodwin 方法的 Jacobi
矩阵为 

[ ]
3 2 2 2

T
F 2 4 2 3 2

4 5 12 12 8 121 ,
12 12 2 12 4 5 12 12 k k kx hx

ξτ τ ξτ ξ τ
τ ξτ τ τ ξτ τ ξτ

 − − + + − +
= = + + − − − + 

A z �       (20) 

式中， hτ ω= 。类似地，TR 和 CDM 的 Jacobi 矩阵分别如下 

[ ]
2

T
T 2 2 2

4 4 41 ,
4 4 4 4 4 k k kx hx

τ ξτ
τ ξτ τ τ ξτ

 − + +
= = + + − − − + 

A z �               (21) 

[ ]
3 2 2 2

T
C 4 2 3 2

2 2 4 4 4 41 ,
4 4 4 2 2 4 4 k k kx hx

ξτ τ ξτ ξ τ
ξτ τ τ ξτ τ ξτ

 − − + + − +
= = + − − − + 

A z �           (22) 

而 PIM 的性质随着展开项数的增多而不同，这里给出最常用的两种情况： 
1) L = 3 

2 3
2 3

3 2 6
h hh= + + +A I H H H                              (23) 

2) L = 4 
2 3 4

2 3 4
4 2 6 24

h h hh= + + + +A I H H H H                          (24) 

式中 L 表示截断阶数，而 

[ ]T2 2 2

1
, k k k kx x x

ξω
ξω

ξ ω ω ξω
− 

= = + − − 
H z �                      (25) 

图 1 和图 2 分别给出了无阻尼情况和阻尼率为 0.1 时这几种方法的谱半径曲线。可以看出，TR 为无

条件稳定算法，其余方法均为条件稳定方法，Fox-Goodwin 方法的稳定区间介于两种精细积分法之间。

为方便应用，表 2 给出了这三种方法的稳定极限 τcr，当 crτ τ≤ 时，算法可以给出稳定的结果。 

3.2. 精度 

考虑单自由度系统(19)，该问题的解析解为 

( ) ( )1 d 2 de cos sintx t c t c tξω ω ω−= +                            (26) 

式中，c1 和 c2 为由初始条件确定的常数， 2
d 1ω ω ξ= − 。而数值解的形式为 
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( )1 d 2 de cos sinkt
k k kx c t c tξω ω ω−= +                           (27) 

式中 
 

 
Figure 1. Spectral radius (ξ  = 0) 
图 1. 谱半径曲线(ξ  = 0) 

 

 
Figure 2. Spectral radius (ξ  = 0.1) 
图 2. 谱半径曲线(ξ  = 0.1) 
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Table 2. The stability limits of these methods 
表 2. 算法的稳定极限 

τcr ξ  = 0 ξ  = 0.1 

Fox-Goodwin 2.4495 2.4495 

TR ∞ ∞ 

CDM 2.0000 2.0000 

PIM (L = 3) 1.7320 2.1541 

PIM (L = 4) 2.8284 2.9509 

 
( )
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di
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A B

B A
h

A B
h

ξω ωλ

ω

ωω
ξ

ξ
ω

− ±= ± =

=

=
−

+
= −

                                (28) 

在稳定区间内，λ1,2 为一对共轭复根。将数值解的形式与解析解对比，我们可以用 ξ 来表示数值耗散

的程度，称为幅值衰减率。而数值弥散一般用周期延长率来表示，定义为 

d d

2π 2π, ,T T T T
T

η
ω ω

−
= = =                               (29) 

图 3 和图 4 分别给出了这几种格式的幅值衰减率和周期延长率曲线，结果表明无阻尼情况下，PIM
的幅值精度较差，TR 和 CDM 方法的相位精度较差，而 Fox-Goodwin 方法的幅值和相位精度皆优于其它

方法，因此本文选用 Fox-Goodwin 方法来构造高精度时间积分法。特别地，由于 Fox-Goodwin 方法的辛

几何特性，其幅值衰减率为零，这意味着幅值误差不会随着步数的增多而累积，对长期仿真十分有利。 

4. 数值仿真 

考虑三自由度无阻尼质点-弹簧系统，如图 5 所示。弹簧的刚度系统均为 k = 1 N/m2，质点的质量均

为 m = 1 kg，质点 1 处受到简谐激励 R = 10sin5t N 作用，系统的运动方程为 

1 1

2 2

3 3

1 0 0 2 1 0 10sin5
0 1 0 1 2 1 0
0 0 1 0 1 2 0

x x t
x x
x x

−         
         + − − =         
         −         

��
��
��

                    (30) 

令 4 sin5x t= ，则方程(28)可转化为齐次方程 

1 1

2 2

3 3

4 4

1 0 0 0 2 1 0 10 0
0 1 0 0 1 2 1 0 0
0 0 1 0 0 1 2 0 0
0 0 0 1 0 0 0 25 0

x x
x x
x x
x x

− −        
        − −        + =
        −
        

        

��
��
��
��

                   (31) 

初始条件为 

[ ] [ ]T T
0 00 0 0 0 , 0 0 0 5= =x x�                         (32) 
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Figure 3. Amplitude decay ratio ( ξ  = 0) 
图 3. 幅值衰减率曲线(ξ  = 0) 

 

 
Figure 4. Period elongation ratio ( ξ  = 0) 
图 4. 周期延长率曲线(ξ  = 0) 

 
在本例中，由于激励为简谐函数，齐次方程(29)与原方程(28)的解析解完全相同。 
简谐激励周期为 2π 1.2 sT ω= = ，因此采用的时间步长选为 10 0.1 sh T= = ，令 5m = ，应用 HAFIM

和 PIM (L = 3, L = 4)计算了该系统在[0, 40 s]内的位移，速度和加速度响应。质点 1 的结果如图 6~8 所示，

其中精确解由模态叠加法得到。可以看出，由于 HAFIM 的保辛特性，其幅值误差不累积；而经过一段 
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Figure 5. Mass-spring system 
图 5. 质点–弹簧系统 

 

 
Figure 6. Displacement and the absolute errors of the methods at node 1 
图 6. 质点 1 的位移响应和数值方法的绝对误差 

 

 
Figure 7. Velocity and the absolute errors of the methods at node 1 
图 7. 质点 1 的速度响应和数值方法的绝对误差 
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Figure 8. Acceleration and the absolute errors of the methods at node 1 
图 8. 质点 1 的加速度响应和数值方法的绝对误差 

 
时间后，PIM 的幅值耗散会大大降低结果的精度，尤其是位移和加速度响应更加明显，因此 HAFIM 对

长期仿真十分有利。此外，虽然 PIM 的位移精度较高，但其速度精度较差，即使是截断到第 4 阶(L = 4)，
其速度误差也远大于 HAFIM 给出的结果。 

5. 结论 

本文构造了高精度 Fox-Goodwin 时间积分法。它的基本思想是将每个时间步等分为 N 份，连乘每个

分步的 Jacobi矩阵构造高精度 Jacobi矩阵，然后使用高精度 Jacobi矩阵进行递推求解。在构造高精度 Jacobi
矩阵的过程中，2m 算法和增量算法被用来提升计算效率，减小舍入误差。 

相比较于精细积分法来说，本文提出的方法结合了时间积分法本身的优势，使得其在计算量和性能

上得到优化。首先，这种方法的增量矩阵无需进一步计算，可采用文中给出的形式，并可直接得到位移

和速度的数值解；其次，Fox-Goodwin 方法的辛几何特性使得该方法具备较高的幅值精度，且应用于无

阻尼系统时是一种四阶格式；最后，数值结果证实了高精度 Fox-Goodwin 时间积分法的精度优势。 
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