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Abstract 
The compliance calculation formula of half right circular flexure hinge was derived on the Castig-
liano’s theorem. The influence of geometric parameters on compliance is studied. The correctness 
of the formula was verified by adopting the finite element simulation software. The results show 
that the relative errors of the half right circular flexure hinge are all less than 10%; the theoretical 
analysis is in agreement with the simulation results, which verifies the correctness of the pro-
posed formula. These results will play a key theoretical basis for the structural design of half right 
circular flexure hinge in practical applications.  

 
Keywords 
Half Right Circular Flexure Hinge, Compliance, Castigliano’s Theorem, Finite Element  

 
 

单边直圆柔性铰链的柔度计算与分析  

于月民，丁元柱，于丽艳，盖芳芳  

黑龙江科技大学理学院，黑龙江 哈尔滨 
 

 
收稿日期：2019年6月4日；录用日期：2019年6月18日；发布日期：2019年6月25日 

 
 

 
摘  要 

以卡式定理为理论基础，推导了单边直圆柔性铰链的柔度计算公式，分析了单边直圆柔性铰链的结构参

数对其柔度性能的影响。利用有限元方法对单边直圆柔性铰链的柔度计算公式进行校验，结果表明：公

式计算值相对误差均小于10%，理论分析与仿真结果基本吻合，验证了单边直圆柔性铰链柔度计算公式

的正确性。本文的研究内容为单边直圆柔性铰链的工程设计提供理论基础。  
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1. 引言 

柔性铰链是一种体积小、结构紧凑且灵敏度高的传动结构，在高精度传动的场合被广泛应用[1] [2] [3]。
柔度是评价柔性铰链动力学性能的重要指标之一，柔度能反映出载荷与变形间的解析关系。Paros 和

Weisbord 利用积分法得到了圆弧形柔性铰链的柔度计算公式，并在铰链半径远远大于铰链最小厚度的条

件下，得到了圆弧形柔性铰链柔度的近似解[4]。Smith 研究了一种叶状形的柔性铰链，并把它应用到快

速响应的高精度运动控制的柔性机构中[5]。Lobonitu 等推导出了导角形柔性铰链的刚度公式和转动精度

公式，并利用有限元方法和实验进行了验证[6]。Lobontiu 基于能量原理研究了双轴柔性铰链的旋转能力

和旋转精度[7]。陈贵敏引入椭圆离心角作为积分变量，推导了椭圆柔性铰链的柔度计算公式[8]。杨春辉

等推导了直梁型柔性球铰和圆弧形柔性球铰柔度的解析公式[9] [10]。邱丽芳等人分析了表示柔性铰链运

动性能的柔度矩阵，以柔性铰链的结构参数为设计变量，建立了多目标优化模型[11]。姚建涛等通过引入

比例系数，得到了直圆柔性球铰柔度矩阵各子元素的解析柔度计算公式[12]。陈应舒等对曲梁柔性铰链的

柔度以及精度进行了分析[13]。单边柔性铰链的结构更为紧凑，在空间受限的柔性机构中有着更广泛的应

用前景[14] [15]。本文针对单边直圆柔性铰链，基于线弹性和小变形假设理论，利用能量法提出单边直圆

柔性铰链的柔度解析计算公式，用有限元验证柔度公式的正确性，并对单边直圆柔性铰链的结构参数对

其柔性能的影响规律进行深入研究。 

2. 单边直圆柔性铰链柔度模型 

单边直圆柔性铰链的结构见图 1 所示，R 为柔性铰链的切割半径，t 为柔性铰链的最小厚度，柔性铰

链的宽度为 w。单边直圆柔性铰链受力如图 2 所示，柔性铰链左端固定，右端为自由端，受到水平方向

力 Fx，竖直方向力 Fy 和力偶 Mz 作用。 
 

 
Figure 1. Half right circular flexure hinge 
图 1. 单边直圆柔性铰链 

 

 
Figure 2. Loads of half right circular flexure hinge 
图 2. 单边直圆柔性铰链受力分析 
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基于线弹性和小变形假设理论，在载荷作用下的单边直圆柔性铰链自由端的位移–载荷方程为： 
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式中： ( )T
x y zθ∆ = ∆ ∆ 为单边直圆柔性铰链自由端沿 x、y 的线位移和绕 z 的角位移。 

( )T
x y zF F F M= 为作用于单边直圆柔性铰链自由端的载荷，下标 x，y，z 表示载荷的矢量方向， 3 3C R ×∈

为单边直圆柔性铰链的柔度矩阵。 
单边直圆柔性铰链自由端受水平方向力 Fx，竖直方向力 Fy 和力偶 Mz 共同作用时，柔性铰链的变形

能由轴向拉伸变形能和弯曲变形能组成。 
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式中：E 是材料的拉压弹性模量，A(x)是柔性铰链横截面面积，I(x)是柔性铰链横截面的惯性矩。 

3. 单边直圆柔性铰链柔度计算 

任意 x 处铰链的厚度： 

( ) sint x R t R ϕ= + − , ( )0,πϕ ∈                                (3) 

任意 x 与角度 φ 的关系 

cosx R R ϕ= − , d sin dx R ϕ ϕ=                                (4) 

任意横截面的面积： 

( ) ( )A x wt x=                                         (5) 

任意横截面的惯性矩为： 

( ) ( )3

12
wt x

I x =                                        (6) 

单边直圆柔性铰链在 Fx 作用下，沿 x 轴产生的线位移 Δx 为： 

( ) ( )
π
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由式(7)可知，单边直圆柔性铰链受沿 x 向的力 Fx 作用时，自由端沿 x 方向的线变形柔度 C11 为： 
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式中： 2 1N t l= + 。 
单边直圆柔性铰链在 Fy 和 Mz 作用下，产生沿 y 方向的线性位移 Δy 为： 
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由式(9)可知，单边直圆柔性铰链受沿 y 向的力 Fy 作用时，自由端沿 y 方向的线变形柔度 C22 为： 
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单边直圆柔性铰链受沿 z 向的力偶 Mz 作用时，自由端沿 y 方向的线变形柔度 C23 为： 
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单边直圆柔性铰链在 Fy 和 Mz 作用下，产生沿 z 方向角位移 θZ 为： 
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由式(12)可知，单边直圆柔性铰链受沿 z 向的力偶 Mz 作用时，自由端沿 z 方向的角变形柔度 C33 为： 
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单边直圆柔性铰链受沿 y 向的力 Fy 作用时，自由端沿 z 方向的角变形柔度 C32 为： 
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4. 柔度的实例计算及有限元验证 

4.1. 结构参数对柔度性能影响 

通过分析柔性铰链的柔度公式(8)、(10)、(11)和(13)可知：柔度均与弹性模量 E 和铰链宽度 w 成反比。

当单边直圆柔性铰链的弹性模量 E 和铰链宽度 w 确定时，为进一步分析柔性铰链的结构参数 t 和 R 对其

柔度性能的影响，利用 MATLAB 编写程序计算不同结构参数 t 和 R 下的单边直圆柔性铰链柔度，利用

Origin 软件绘制单边直圆柔性铰链的柔度与结构参数 t 和 R 的关系曲线，见图 3~10 所示。 
 

 
Figure 3. The relation between C11 and t 
图 3. C11随参数 t 的变化 

 

 
Figure 4. The relation between C22 and t 
图 4. C22随参数 t 的变化 

 

 
Figure 5. The relation between C23 and t 
图 5. C23随参数 t 的变化 
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Figure 6. The relation between C33 and t 
图 6. C33随参数 t 的变化 

 

 
Figure 7. The relation between C11 and R 
图 7. C11随参数 R 的变化 

 

 
Figure 8. The relation between the C22 and R 
图 8. C22随参数 R 的变化 
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Figure 9. The relation between C23 and R 
图 9. C23随参数 R 的变化 

 

 
Figure 10. The relation between C33 and R 
图 10. C33随参数 R 的变化 

 
图 3~6 给出了不同切割半径 R 下，单边直圆柔性铰链的柔度与铰链最小厚度 t 之间的关系曲线，通

过观察可以发现，柔度与最小厚度 t 呈非线性递减关系，切割半径 R 越大，柔度的非线性关系程度的越

大。图 7~10 给出了不同铰链最小厚度 t 下，单边直圆柔性铰链的柔度与切割半径 R 之间的关系曲线，通

过观察可以发现，柔度与切割半径 R 呈非线性递增关系，铰链最小厚度 t 越小，柔度的非线性关系程度

的越大。 

4.2. 有限元分析 

利用 ANSYS 软件仿真计算，验证上述单边直圆柔性铰链柔度解析计算公式的求解精度。单边直圆

柔性铰链的结构参数为：截面宽度 w = 4 mm，铰链最小厚度 t 分别取 0.4 mm，0.6 mm，0.8 mm，1.0 mm，

1.2 mm，柔性铰链切割半径 R = 5 mm。对单边直圆柔性铰链自由端参考点分别施加沿 x 向、y 向和 z 向
的单位载荷，从而得到单边直圆柔性铰链的柔度，单边直圆柔性铰链的材料参数见表 1 所示，有限元分

析的结果和柔度公式计算结果见表 2 所示。 
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Table 1. Material parameters of half right circular flexure hinge 
表 1. 单边直圆柔性铰链的材料参数 

材料参数 参数值 材料参数 参数值 

弹性模量 E (GPa) 210 密度 ρ (kg/m3) 7200 

泊松比 μ 0.3 许用应力[σ] (MPa) 340 

 
Table 2. The results contrast between compliance computation and finite element analysis 
表 2. 解析计算结果与有限元分析结果对比 

t/mm 
C11/(×10−8 m∙N−1)  C22/(×10−5 m∙N−1) C23/(×10−3 m∙N−1∙m−1) C33/(×10−1 rad∙N−1∙m−1) 

解析 有限元 误差(%) 解析 有限元 误差(%) 解析 有限元 误差(%) 解析 有限元 误差(%) 

0.4 2.596 2.78 6.91 2.206 1.98 9.95 4.226 4.33 2.41 8.452 8.00 5.31 

0.6 2.054 2.20 7.21 0.805 0.73 8.73 1.517 1.59 4.82 3.034 3.07 1.16 

0.8 1.734 1.89 8.84 0.393 0.36 6.77 0.731 0.80 7.79 1.462 1.50 2.31 

1.0 1.517 1.66 9.28 0.225 0.21 5.25 0.414 0.44 8.49 0.828 0.79 3.89 

1.2 1.358 1.49 9.85 0.143 0.13 4.14 0.259 0.28 8.84 0.519 0.55 6.85 

 
由表 2 中数据可知，由于 ANSYS 网格划分精度以及加载位置的偏差，导致计算结果出现了误差。

有限元结果和柔度公式计算结果的误差在 10%以内，公式所得的结果与有限元分析结果基本一致，从而

验证了单边直圆柔性铰链柔度计算公式的正确性。 

5. 结论 

本文对单边直圆柔性铰链的柔度性能进行了分析，利用卡氏二定理推导出了单边直圆柔性铰链的柔

度解析式，分析了结构参数对单边直圆柔性铰链柔度性能的影响关系，并用有限元的方法对其柔度公式

进行了验证，和有限元法相比公式计算值的相对误差均在 10%以内，公式所得的结果与有限元分析结果

基本一致，从而验证了单边直圆柔性铰链柔度计算公式的正确性，为单边直圆柔性铰链的工程设计和计

算提供了有价值的参考。 
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