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摘  要 

基于一种半解析区域分解法，对石墨烯增强泡沫圆柱壳的自由振动进行分析。该方法沿旋转轴将壳体分

解成若干个壳段，采用改进的变分原理和最小二乘加权残差法将壳段界面势能引入到壳体的能量泛函，

使壳体的自由振动分析问题归结为无约束泛函变分问题。壳段位移变量采用Fourier级数和Chebyshev
多项式函数展开，对运动控制方程进行离散并求其自由振动频率，将计算结果与已有成果进行了对比，

验证了本文计算方法的正确性，并分析了孔隙系数、石墨烯质量分数以及几何参数对圆柱壳自由振动固

有频率的影响。 
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Abstract 
Free vibration of a porous graphene-enhanced cylindrical shell is analyzed based on a semi- 
analytical domain decomposition method. According to this method, the shell is decomposed into 
several shell segments along the axis of rotation. The improved variational principle and the least 
square weighted residual method are used to introduce the shell interface potential energy into 
the energy functional of the shell so that the free vibration analysis of the shell is reduced to an 
unconstrained functional variational problem. The shell displacement variable is expanded by the 
Fourier series and Chebyshev polynomial function. The motion control equation is discretized and 
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the free vibration frequency is calculated. The calculation results are compared with the existing 
results to verify the correctness of the calculation method in this paper, and the influence of po-
rosity, graphene mass fraction and geometric parameters on the natural frequency of the free vi-
bration of a cylindrical shell is analyzed. 
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Graphene Reinforced Cylindrical Shell, Free Vibration, Domain Decomposition Method,  
Least Squares Weighted Residual Method 
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1. 引言 

研究表明[1]，石墨烯及其衍生物是开发高性能复合材料一种极好的增强材料，聚合物基体中加入极

少量石墨烯，其力学性能得到显著提高。圆柱壳体是航空航天领域常采用的主要结构之一，其振动特性

分析是学术界和工程科学界一致广泛关注的问题。 
对石墨烯增强复合材料壳体的自由振动，国内外学者在算法求解方面开展了大量的研究。Ton-That

等[2]采用一种新的四节点五自由度四边形单元对固支或简支边界条件下功能梯度石墨烯增强泡沫板壳进

行了自由振动分析，克服了网格粗糙或不规则时，没有用于线性分析的平坦元素的不足；Dong [3]等给出

了简支边界条件下石墨烯增强泡沫圆柱壳自旋振动特性的解析解；Qin 等[4]运用人工弹簧技术与

Rayleigh-Ritz 方法结合，提出三种弹性地基上功能梯度石墨烯增强复合材料泡沫厚圆柱壳自由振动分析

的六种不同位移函数的统一解；Wang 等[5]采用 Navier 方法和伽辽金方法，对简支边界条件下的三维石

墨烯增强聚合物泡沫壳体的自由振动进行分析，研究表明，近中平面减薄三维石墨烯增强聚合物泡沫壳

体是最佳增强性能的有效途径。 
本文基于区域分解方法[6] [7] [8] [9]，采用改进的变分原理以及最小二乘加权残差法，分析了不同边

界条件下石墨烯增强泡沫圆柱壳体的自由振动。为了验证方法的有效性和可靠性，计算石墨烯增强圆柱

壳在简支边界条件下的振动频率，并与已有结果进行了比较。在此基础上，分析了不同边界条件下孔隙

系数、石墨烯含量、几何参数对其自由振动的影响。 

2. 石墨烯增强泡沫圆柱壳的区域分解模型 

石墨烯增强圆柱壳示意图如图 1(a)，在圆柱壳的中面上建立曲面坐标 ( ), , zα β  (如图 1(b))，其中α 和

β 是沿中面的曲率线方向，z 与 ,α β 垂直。 Rα 和 Rβ 分别为沿α 和 β 轴的中面主曲率半径。 
对于非均匀的对称孔隙分布的石墨烯增强圆柱壳体的外壳，壳体的等效材料参数杨氏模量 ( )E z 、质

量密度 ( )zρ 以及泊松比 ( )zµ 可以表示为[10]： 

( ) ( ) ( )01 cos , 1 cos ,m
z zE z E e z e z

h h
ρ ρ µ µ∗ ∗ ∗ π   π    = − = − =            

                (1) 

式(1)中， , ,E ρ µ∗ ∗ ∗ 是石墨烯增强复合材料的杨氏模量、质量密度和泊松比， 0e 是材料的孔隙系数， me 表

示材料的质量密度系数[11]。 
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Figure 1. Schematic diagram of cylindrical shell and shell coordinate system 
图 1. 圆柱壳示意图以及壳体坐标系 
 

由一阶剪切变形理论[12]，圆柱壳体上任意一点变形后的位移向量 

( ) ( ) ( )( )T
, , , , , , , , , , ,r u z t v z t w z tα β α β α β= ，表达如下 

r r z= + Ψ                                      (2) 

式(2)中， ( ) ( ) ( )( )T
, , , , , , , ,r u t v t w tα β α β α β= ， ( ) ( )( )T

, , , , , ,0t tα βψ α β ψ α βΨ = 。 
其中 , ,u v w分别是该点在变形后沿 , , zα β 轴方向位移分量； , ,u v w分别表示圆柱壳体中面上任一点沿

, , zα β 轴的位移分量； ,α βψ ψ 分别表示中面横向法线沿α 和 β 轴的转角；t 是时间变量。 
沿圆柱壳体母线方向将壳体等距分为 0N 个壳段，根据区域分解思想[13]，使用改进的变分原理，构

造出圆柱壳体的能量泛函Π为 

( )
0

1 1

0 01 , 1
d d

Nt t
i i Bt t

i i i
T U t t

= +

Π = − + Π∑ ∑∫ ∫                          (3) 

式(3)中， ,i iT U 分别为第 i 个壳段的动能和应变能； BΠ 为相邻壳段 i 和 1i + 之间的界面附加势能。 
根据薄壳理论，石墨烯增强圆柱壳体的第 i 个壳段的最大动能表示为 

( )T T T
0 1 2

1 2 d d
2 i

i i i i ii i iS
T r r r ABρ ρ ρ α β= + Ψ + Ψ Ψ∫∫   

                     (4) 

式(4)中， ⋅表示对时间 t 的微分；

TT
,,, , , , ,0iii i i

i i
u v w

r
t t t t t

βα ψψ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = Ψ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
。 

其中， , ,i i iu v w 是第 i 个壳段上任一点在变形后沿 , , zα β 轴方向位移分量； iS 为第 i 个壳段的表面积；

A 和 B 是壳体参考面的拉梅系数； 0 1 2, ,ρ ρ ρ 是惯性项，表示为 

( ) ( ) ( )2 2 2

2 2
2

0 2 2
d , d , d

h h
z

h

h h h
z z z z z z z zρ ρ ρ ρ ρ ρ

− − −
= = =∫ ∫ ∫  

其中， h 为壳体的厚度； ( )zρ 为壳体的质量密度。 
根据薄壳理论，第 i 个壳段的应变能为 

T1 d d
2 i

i S
U ABσ ε α β= ∫∫                             (5) 

式(5)中，应力 ( )T
, , , , , , ,N N N M M M Q Qα β αβ α β αβ α βσ = ，应变 ( )T

, , , , , , ,z zα β αβ α β αβ α βε ε ε ε χ χ χ ε ε= 。 
其中， , ,α β αβε ε ε 为中面的膜应变； , ,α β αβχ χ χ 表示壳的曲率； ,z zα βε ε 是横向剪切应变； , ,N N Nα β αβ

是单位长度的面内合力； , ,M M Mα β αβ 表示弯矩和扭矩合力； ,Q Qα β 是横向剪切力合力。 
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圆柱壳中面的力和力矩与应变和曲率的本构方程为 

11 12 11 12

12 11 12 11
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    
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66
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0

Z

Z

Q A
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Q A
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β β

ε
ε

    
=    

    
 

其中，参数 ks为剪切修正系数，取
5
6
； ijA 为拉伸刚度矩阵； ijB 为拉伸弯曲耦合刚度矩阵； ijD 为弯曲刚 

度。假设在厚度方向连续光滑地变化，则分别表示为 

2

2
2

1
d , , 1, 2,6

ij

ij j

i

h

j

h i

A
B Q z z i j
D z

−

   
   = =   

     

∫ 。 

其中， ijQ 是弹性模量、泊松比关于厚度坐标 z 的函数，表述为 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )( )11 12 66 2 21 1 2 1

E z z E z E z
Q Q Q

u z u z z
µ

µ

 
=   − − + 

 

令 ( )T
, , , ,q u v w α βψ ψ= ，(5)式中， 

qε φ=                                         (6) 

其中，

T10 0 0 0 0 0

1 10 0 0 0 0

1 10 0 0 0 0

10 0 0 0 1 0

10 0 0 0 0 1

R

R R

R R

R

R

α β

β α

φ
α β

α β

β α

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

∂ ∂ − ∂ ∂ 
∂ ∂ 

=  ∂ ∂ 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

。 

为了给出任意边界条件下圆柱壳区域分解的能量泛函表达式，本文采用广义变分和最小二乘加权残

差组合法来构造(3)式中的分区界面附加势能 BΠ  [14]，即 

( )

( )2 2 2 2 2

d

1 d
2

i

i

B u u v v w wl

u u u v v v w w wl

N N Q M M l

l

α αβ α η α α ϑ αβ β

η η α ϑ θ β

ς ς ς ς ς

ς κ ς κ ς κ ς κ ς κ

Π = Θ + Θ + Θ + Θ + Θ

− Θ + Θ + Θ + Θ + Θ

∫

∫
               (7) 

式(7)中，用分区广义积分获得(7)式第一项积分，放松界面连续性的约束。第二个积分表达式由最小二乘

加权残差法引入，保证计算的收敛性、稳定性以及处理壳体的非经典边界约束。 1u i iu u +Θ = − ， 1v i iv v +Θ = − ，

1w i iw w +Θ = − ， , , 1i iα α αψ ψ +Θ = − ， , , 1i iβ β βψ ψ +Θ = − 。 
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( ), , , ,u v wσκ σ η ϑ= 为预先给定的加权参数； ( ), , , ,u v wσς σ η ϑ= 是定义不同界面连续性条件的参数，

如表 1 所示。 
 
Table 1. Values of ( ), , , ,u v wσς σ η ϑ=  for different boundary conditions 

表 1. 不同边界条件对应的控制参数 ( ), , , ,u v wσς σ η ϑ=  

边界 必要条件 uς  vς  wς  ης  ϑς  

自由 无 0 0 0 0 0 

软简支 0v w= =  0 1 1 0 0 

简支 0u v w βψ= = = =  1 1 1 0 1 

固支 0u v w α βψ ψ= = = = =  1 1 1 1 1 

3. 离散动力学方程 

取坐标 β 为壳体周向坐标 ( )β θ= ，且 [ ]1,i iα α + 坐标线性转换 [ ]1,1ξ ∈ − ，对于周向变量采用 Fourier
级数展开，经向变量用第一类 Chebyshev 正交多项式函数展开，圆柱壳上各位移变量和转角变量展开如

下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,
1 1 1

, , = , ,
N Q N

i qn i qn
i q n

C t T f t F q tξ θ ξ θ ξ θ
= = =

=∑∑∑                    (8) 

式(8)中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
, , , , , , , , , , , , , , , ,C t u t v t w t t tα βξ θ ξ θ ξ θ ξ θ ψ ξ θ ψ ξ θ= ， ( ),i qnT ξ 为 q 阶第一类 

Chebyshev 多项式，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))

, , , , ,

, , , , , ,

T
, , , ,

, cos sin ,cos sin ,

cos sin ,cos sin ,

cos sin

i qn i qn i qn i qn i qn

i qn i qn i qn i qn

i qn i qn

f t n u t n u t n v t n v t

n w t n w t n t n t

n t n t

α α

β β

θ θ θ θ θ

θ θ θ ψ θ ψ

θ ψ θ ψ

= + +

+ +

+

 





， 

( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )), , , , , , , , , ,F ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ= U V W α βΨ Ψ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
, , , ,q t t t t t t= u v w ψ ψα β 。 

其中 n 为周向波数； ,Q N 为多项式、级数的最高阶数； , , , ,, , , , , , , , ,qn qn qn qn qn qn qn qn qn qnu v w u v wα β α βψ ψ ψ ψ   

为广义坐标变量； ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ ξ θU V W α βΨ Ψ 为允许函数向量； , , , ,u v w ψ ψα β 为广义坐

标向量。对于反对称位移展开式，需将 Fourier 级数正弦与余弦符号对调。 
将式(4)~(8)代入式(3)中，得到圆柱壳体的自由振动方程为 

[ ] 0M K K Kλ κ+ − + =q q                               (9) 

式(9)中，q 为广义坐标向量， ( )0 0 0 0 0

T T T T T T T T T T
1 1 1 ,1 ,1 , ,, , , , , , , , , ,N N N N N=q u v w u v wα β α βψ ψ ψ ψ ；M 为广义质量矩阵；

K 为广义刚度矩阵； ,K Kλ κ 为广义变分项和最小二乘加权残值引入的分区界面附加刚度矩阵。设

( )sin tω ϕ= +q q ， q 为广义坐标幅值，代入(9)式，得到 

[ ]2 0M K K Kλ κω− + − + =q q                              (10) 

式(10)若要有非零解，则系数行列式 ( )2det 0M K K Kλ κω− + − + = ，从而求得圆柱壳体自由振动的固有频

率ω 。 

4. 自由振动算例 

以不同边界条件下石墨烯增强泡沫金属圆柱壳为研究对象，基于区域分解法分析其自由振动。其金 
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属基体材料参数：弹性模量 200 GpaME = ，质量密度 37850 kg mMρ = ，泊松比
1
3Mµ = ；圆柱壳长度 

20 mL = ，厚度 0.002 mh = ，底面半径 1 mR = 。石墨烯材料参数： 1010 GpaGE = ， 31060 kg mGρ = ，

0.186Gµ = ； 2.5 umGl = ， 1.5 nmGh = ， 1.5 umGw = ， 1%GW = 。为方便画图进行力学分析，边界条件

简化如下：四边简支，记为 S-S；四边固支，记为 C-C；四边自由，记为 F-F。 
表 2 给出了简支边界条件下泡沫纯金属圆柱壳(长度 0.2 mL = ，厚度 0.01 mh = ，底面半径 1 mR = )

在不同孔隙系数以及不同周向波数下的无量纲固有频率，并与已有成果进行了比较，结果的一致性验证

了区域分解算法的有效性和可靠性。 
 

Table 2. The comparison of dimensionless natural frequencies of foam metal cylindrical shells with different pore coefficients (m = 1) 
表 2. 不同孔隙系数的泡沫金属圆柱壳无量纲固有频率比较(m = 1) 

e0 

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 

Wang 
et. [15] 

A.Bagh
lani et. 

[16] 
Present Wang 

et. [15] 

A.Baghl
ani et. 
[16] 

Present Wang 
et. [15] 

A.Baghl
ani et. 
[16] 

Present Wang 
et. [15] 

A.Bagh
lani et. 

[16] 
Present 

0 1.2429 1.2628 1.3242 1.2387 1.2506 1.3239 1.2325 1.2498 1.3214 1.2256 1.2411 1.3152 

0.2 1.2155 1.2423 1.2803 1.2118 1.2244 1.2800 1.2064 1.2314 1.2779 1.2006 1.2264 1.2802 

0.4 1.1893 1.2017 1.2325 1.1862 1.2168 1.2323 1.1818 1.2022 1.2304 1.1772 1.1915 1.2196 

0.6 1.1677 1.1869 1.1806 1.1653 1.1730 1.1804 1.1620 1.1673 1.1789 1.1590 1.1695 1.1670 

 
从图 2 可以看出，固定孔隙系数 0 0.5e = ，不同边界条件下石墨烯增强圆柱壳体的固有频率随着石墨

烯质量分数的增加而增加，这是因为石墨烯含量越高，圆柱壳体的刚度越大。 
图 3 列出简支边界条件下石墨烯增强圆柱壳的固有频率与孔隙系数的关系，随着孔隙系数增大，固

有频率呈下降趋势，这是因为孔隙系数越大，圆柱壳的刚度越低。 
图 4 给出了简支边界条件下石墨烯长厚比、长宽比对圆柱壳固有频率的影响。从图上可以看出，在

石墨烯长厚比一定的情形下，圆柱壳的无量刚固有频率随着长宽比的增加而减少；在石墨烯长宽比一定

的情形下，随着石墨烯长厚比增加，固有频率呈上升趋势。 
 

 
Figure 2. Variation of natural frequency of cylindrical shell with graphene mass fraction under different boundary conditions 
( 0 0.5e = ) 
图 2. 不同边界条件下圆柱壳固有频率随石墨烯质量分数的变化( 0 0.5e = ) 
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Figure 3. Variation of natural frequency of cylindrical shell with pore coefficient under simply supported boundary 
图 3. 简支边界下圆柱壳固有频率随孔隙系数的变化 

 

 
Figure 4. Variation of natural frequency of cylindrical shell with length-to-thickness and length-to-width ratio of graphene 
under simply supported boundary ( 0 0.5e = ) 
图 4. 简支边界下圆柱壳固有频率随石墨烯长厚比、长宽比的变化( 0 0.5e = ) 

5. 结论 

本文基于半解析的区域分解方法和能量守恒原理，对不同边界条件下的石墨烯增强泡沫圆柱壳的自

由振动进行建模与数值分析。数值实验结果表明，本文所用的区域分解方法可靠高效，且能适用于不同

的边界条件。石墨烯增强圆柱壳体的无量纲固有频率随着孔隙系数的增大而减小，随着质量分数的增加

而增加；且长厚比、孔隙系数和质量分数一定的情形下，随着长宽比的增加呈单调递减趋势。数值结果

的规律，对不同边界石墨烯增强圆柱壳结构的振动分析具有一定的工程指导意义。 
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