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摘  要 

本文研究了奇异Lagrange系统(后文统称“奇异力学系统”)的Hesse矩阵求逆、泛函极值、Jacobi场共

轭点等问题，利用矩阵分析、变分学及微分几何等一系列数学方法，创造性地推导了奇异力学系统的矩

阵解法，获得了该类系统测地线的某些邻域行为以及测地线的极值特性等结论。相关结果推广了矩阵分

析、微分几何等有关理论在动力学系统中的应用，使矩阵分析与几何研究相融合，为进一步研究奇异力

学系统提供了参考的基础。 
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Abstract 
In this paper, we study the inverse of Hesse matrix, functional extremum and Jacobi conjugate 
point of singular Lagrange system, by using a series of mathematical methods such as matrix 
analysis, variational calculus and differential geometry, the matrix solution of singular mechanical 
system is deduced creatively, and some conclusions about the neighborhood behavior of geodesic 
and the extreme value characteristics of geodesic are obtained. The related results extend the ap-
plication of the theories of matrix analysis and differential geometry in the field of dynamical sys-
tem mechanics, and make the matrix analysis and geometry research merge, which provides a 
reference for the further study of singular mechanical systems. 
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1. 引言 

在实际应用中，力学系统的 Lagrange 函数不仅高度非线性，常常还具有高度复杂性，奇异 Lagrange
函数即是其中一种。奇异 Lagrange 函数指对广义速度 iu 的二阶偏导的 Hesse 矩阵是退化的，故导致由

Lagrange 系统过渡到 Hamilton 系统时会出现广义动量 ip 之间的约束条件，进而成为约束 Hamilton 系统。 
目前对奇异力学系统的研究，已取得大量成果，尤其针对约束 Hamilton 系统，Dirac-Bergmann 算法

理论已相当成熟，并且其对称性与守恒量研究已解决量子化的许多问题。通过引入 Lagrange 乘子，

Hamilton 正则方程得以修正，再进一步以共轭变量的关系反推出奇异力学系统的部分解[1]。而对于一般

非量子的奇异力学系统，目前仍少有人探究，以至于系统的大部分区域长期处在未知状态。 
本文基于奇异力学系统的本身进行研究，不回避任何奇异性质，旨在将其所具有的微妙特性呈现出

来。在讨论奇异 Hesse 矩阵时，只考虑自治系统的 Lagrange 函数，这样能更方便去处理 Hesse 矩阵本身，

而略去无关项；在研究作用量的二阶变分时，则考虑非自治系统，因为这样更具有普适性。文中凡涉及

指标 i，j 的，取值皆分别是1, 2, , n� ，且推导使用 Einstein 求和约定。 

2. 奇异 Hesse 矩阵与解的关系 

奇异力学系统中的 Hesse 矩阵对于方程而言具有深刻的数学意义，传统的求解方式是“间接”地通

过共轭变量的关系进行的，然而只能求解出部分的广义速度，是“局部”求解。这里将从另一个角度进

行全局考虑，进行“整体”求解而非局部。 
设 M 为正规 Lagrange 系统的位形空间流形，且 dim M n= ，则 Lagrange 函数 ( )dim M ,i inL qL u= = ，

是速度相空间 TM 上的实值函数，即 TM → � ，且 dim TM 2n= 。流形 M 上有由局部坐标系

( )1 2 1 2U, , , , , , ,; ,n nq q q u u uϕ � � 诱 导 出 的 切 坐 标 系 ， 我 们 任 取 切 丛 TM 上 的 一 个 切 坐 标 系

( )1 2 1 2TU, , , , , , ,; ,n nq q q u u uϕ∗ � � ，其中ϕ∗为切映射。在此切坐标系上即可将 Euler-Lagrange 方程的二阶

常微分形式展开为 2n 个一阶常微分方程： 
d
d
d
d

i i

i i

q u
t

L L
t u q

 =
 ∂ ∂ =
 ∂ ∂

                                    (2.1) 

此方程组同时在 TM 上定义了 Lagrange 向量场。现对
d
d i

L
t u
∂
∂

进行展开，有： 

2 2d
d

j j j j
i i i i i j i j

L L L L L Lq u q u
t u u q u q u u u

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

� � � �                   (2.2) 

从而得到方程组的矩阵形式： 
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记等号左侧第一个矩阵(含方块矩阵 i ju u
L )为 A，将 A 移项，可得到方程的以下形式： 

11 1 1 1 1 1

1 1

1
11

1

1 0
0

0 1

n n

nn n n n n n

nn

qu q u q u u u u

n
qu q u q u u u u

uq

uq
LL L L Lu

u LL L L L

−
                            =                                       

�
� � � ��
�

� �

� �� � � �
�

�

��
�

�
�

�

                       (2.4) 

其中 i iq

LL
q
∂

=
∂

，
2

i j i ju q

LL
u q
∂

=
∂ ∂

，
2

i j i ju u

LL
u u
∂

=
∂ ∂

，由于 i iq u=� ，故方程最终化为求解 iu� 即广义加速度的问

题。可见，矩阵 A 的行列式就等于矩阵块 i ju u
L 的行列式，即

2

det det i j

LA
u u
∂

=
∂ ∂

，若
2

det 0i j

L
u u
∂

≠
∂ ∂

，则

(2.4)式成立，那么所定义的 Lagrange 向量场在切坐标系下的表达式是存在的。记 Hesse 矩阵
2

i j i ju u
n n

LL
u u ×

 ∂
=  ∂ ∂ 

为 ijH ，那么我们所研究的奇异力学系统即是
2

det 0i j

L
u u
∂

=
∂ ∂

的情况，也就是A不可逆，

故(2.4)式不成立。 
由(2.4)式转为微分方程形式： 

2
j j

ij i j i

L LH u u
q q u
∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

�                                 (2.5) 

由(2.2)式可得： 
2 d

d
j j

ijj i i

L Lu H u
tq u u

∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
�                                (2.6) 

将(2.5)式变形后代入上式，有： 

d
d

j j
ij iji i

L LH u H u
tq u

∂ ∂
− = −

∂ ∂
� �                               (2.7) 

则(2.7)式证明了(2.5)式恒成立，且 Euler-Lagrange 方程无论力学系统是否奇异都是存在的，无关乎 ijH
是否可逆。(2.5)式既然恒成立，那么应该是有解而非“无解”的，但局限于理论而不可常规求解。所以，

Hesse 矩阵的奇异性与解的存在性无必然联系。我们可立足于奇异力学系统的本身，不必借助与约束

Hamilton 系统中的共轭关系进行间接求解，而从系统自身条件去直接求解。 

3. 奇异 Hesse 矩阵的广义逆求解 

考虑(2.5)式中
2

j
i j i

L L u
q q u
∂ ∂

−
∂ ∂ ∂

的量纲组成，其中 i

L
q
∂
∂

是所谓“广义力”，与广义动量随时间变化率的
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量纲相同，具有向量性质；而
2

j i

L
q u
∂

∂ ∂
则是一个线性变换所表示的二阶混合矩阵， ju 为广义速度，同样具

有向量性质，那么
2

j
j i

L u
q u
∂

∂ ∂
则是向量的数乘，仍为向量。所以

2
j

i j i

L L u
q q u
∂ ∂

−
∂ ∂ ∂

为向量之间运算，结果仍

为一向量，记作 K。同理，(2.5)式中 j
ijH u� 是向量的数乘，仍为向量。由于等号两边量纲一致，故可将(2.5)

式看为一个线性方程组，即 j
ijH u K=� ， ijH 则是一个线性映射的表示矩阵， ju� 为一列向量。 

由于奇异力学系统的 ijH 不满秩，现假设矩阵的第α 列到第 β 列的列向量(含第α 、 β 列)共有 s 列，

是与第 λ 列的列向量是线性相关的，即 1 sβ α− + = ，1 nλ α β≤ < < ≤ ，因此从第α 列到第 β 列共 s 列的

列向量都可由第 λ 列线性表示。 

1 1 1 1 1 1

1

n

i j

n n n n n n

u u u u u u u u u u

ij u u

u u u u u u u u u u

L L L L L

H L
L L L L L

λ α β

λ α β

 
 

= =  
 
 

� � � �

� � � � � � � � �
� � � �

              (3.1) 

将上式写成列向量组的形式，有： 

( )1ij nH a a a a aλ α β= � � � �                              (3.2) 

其中 ijH 的每个元素 i ju u
L ∈，则可对矩阵进行初等行、列变换，记为 1 lf f� ，从而得到 ijH 的行最简型，

将这样的行最简型记为： 
1
1 1 1 1 1

1

n

ij
n

n n n n n

H

λ α β

λ α β

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

 
 

=  
 
 

� � � �
� � � � � � � � �
� � � �

                     (3.3) 

根据(3.3)式可看出， ( )rank 0ijH r= > ，又因 ( )1
o o

na a a a aλ α β� � � � 为列向量组的最大线性无关组

( o oa aα β� 表示去掉这些列)，那么(3.2)式中的列向量都可以由这个最大线性无关组表示： 

( ) ( )

1 1

1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

o o
n n

n n

x x

a a a a a a a a a a x x

x x

α β

α β
λ α β λ α β λ λ

α β

 
 
 
 =
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� � � �

� � � � � � � � � � � �

� � �
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�
� �

      (3.4) 

其中 1 nx x xα β α β α β
λ

� � �� � 即为关于最大线性无关组的系数，有： 

( ) ( )

1 1

1
o o

n

n n

x x

a a a a a a ax x

x x

α β

α β
λ α β α βλ λ
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  =
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1 1

1 1

n n

n n

a x a x a x a

a x a x a x a

α α α
λ λ α

β β β
λ λ β

+ + + + =

+ + + + =

� �
�

� �

                            (3.5) 

进而可写出增广矩阵，将上述初等行、列变换 1 lf f� 操作在 ( )1 na a a a aλ α β� � � � 上，得到系数

1 nx x xα β α β α β
λ

� � �� � 的线性方程组，从而解出未知系数。 
由此，矩阵 ijH 可进一步写成： 
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                 (3.6) 

将(3.6)式中等号右侧第一个矩阵记为 G，是一个 n r× 矩阵，此时 r n s= − ；将等号右侧第二个矩阵记

为 P，是一个 r n× 矩阵，则有 ijH GP= ，且 ( ) ( )rank rankG P r= = 。当然 ijH 的满秩分解并不唯一，只要

存在 r 阶可逆矩阵 T，满足G GT∗ = ， 1P PT∗ −= 即可获得新的满秩分解关系式[2]。 
这一过程说明奇异 Hesse 矩阵 ijH 的等价标准型是存在的，且与普通矩阵一样，可写成分块矩阵： 

[ ] ( )0
0

rr
ij r n n

E
H D DGP B E BE ×

 
= = = 

 
 

( ) [ ]0
0

0 0 0
r r r

n n r

E E
E E×

   
= =   
   

                            (3.7) 

其中 B、D 是可逆矩阵， ( )r
n nE × 为 r 阶 n n× 矩阵。 

基于上述结果，我们可运用 Moore-Penrose 广义逆矩阵理论，寻找 ijH 的广义逆 ijH + 。已知 ijH 为 r 阶
n n× 实矩 阵， 则一 定存 在 n n× 的实 矩阵 ijH + 且满 足四 条 Penrose 方程 或 T T

ij ij ij ijH H H H+ = 与

( )T T
ij ij ij ijH H H H+ + += 这两个条件。根据 ijH GP= 这一满秩分解，那么广义逆： 

( ) ( )1 1T T T T
ijH P PP G G G

− −+ =                             (3.8) 

所以针对 j
ijH u K=� 这一线性方程组，需考虑其是否有解。 

由于 ( )1ij nH a a= � ，故由 ijH 作为列向量组所张成的子空间为 ( ) { }1Ran spanij nH a a= � ，且

( )( )dim Ran ijH r= 。从几何角度看，如果方程有解，则向量 K 可由向量组 ( )1 na a� 来线性表示， ju� 为

适配的系数，即 ( )Ran ijK H∈ ；若方程无解，则 ( )Ran ijK H∉ 。 

这里并不能预知向量
2

j
i j i

L L u
q u

K
q

∂ ∂
= −
∂ ∂ ∂

与 ( )Ran ijH 之间的关系，更不能直接断定其在 ( )Ran ijH 中。

现需将 K 投影到 ( )Ran ijH 这一列空间上，得到向量 p。因为 ( )Ran ijp H∈ ，故 ( )1 np y a a= � ，再按照一

般情况，定义从 p 指向 K 的向量 e K p= − ，则 ( )Ran ije H⊥ ，有： 

( )( )T
1 0nK p a a− =�  

( )( )( )T
1 1 0n nK y a a a a− =� �  

( )( ) ( )T T
1 1 1n n ny a a a a a a K=� � �                           (3.9) 

已知 ijH 是非满秩的，故取其广义逆，有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )T T T T
1 1 1n n n ij ij ij ijKy a a a a a a H H H HK K

+ + += = =� � �              (3.10) 

那么 

( )1 n ij ijp y a a H KH += =�                             (3.11) 

这样便得到所要的投影矩阵为 H
ij ijp H H += ，由于 ( ) ( ) ( )rank rank rankij ij ij ijH H H H+ += = ，同时

( ) ( )Ran Ranij ij ijH H H+ = ，则印证了 ( )Ran ijp H∈ ，所以： 
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( ) 0ij ijp H HK K K+= × =×                             (3.12) 

即表明 K 与 p 共线或平行，又 ( )Ran ijp H∈ ，则 ( )Ran ijK H∈ ，所以方程 j
ijH u K=� 有解！至此可得

出奇异力学系统的方程(2.5)式在广义逆的描述下是有解的。 
如此就得到 j

iju H K+=� 是方程的特解，则在 0
uu �� 处有 0

u
ijH u K=�� ，故 

0
u

ij ij ij ij ijH H H u H H K+ +=��                               (3.13) 

又 ij ij ij ijH H H H+ = ，所以 

ij ijK H H K+=                                   (3.14) 

因为 K、 ( )Ranij ijH H∈ ，则有： 

( ) ( )TRan Ranij ij ijKH H H+ ∈ =                            (3.15) 

设 Y 是齐次方程 0ijH Y = 的解，即对任意 K，有： 

( )TT T T, , 0ij ij ij ijK KY H K Y H H Y H Y K= = ==                   (3.16) 

即有 T 0ijH Y = ，所以有 ( )Ran ijH 的正交补 ( ) { }Tan : 0R ij ijH K H K
⊥
= = ； ( )TRan ijH 的正交补

( ) { }T : 0Ran ij ijH K H K
⊥
= = ，从而得到 ( )Ran ijY H

⊥
∈ ，即 ijY KH +⊥ ，方程的通解可写成： 

j
ij KH Yu += +�                                  (3.17) 

进而有 ju� 的范数平方
2 2 22j

ij iju H K Y H K+ += + ≥� ，所以 j
iju H K+=� 为方程的最小范数解，可进一

步将其展开为： 

( ) ( )1 1T T T Tju P PP G KG G
− −

=�                          (3.18) 

以上即为奇异力学系统利用奇异 Hesse 矩阵的广义逆来求解的过程，在一般性解法无法实现时，广

义逆求解是精确而非近似的。 

4. 奇异力学系统的邻域行为 

观察流形 M 上的切丛 TM，并考虑 Lagrange 形式的 1-形式 Lθ 与 2-形式 Lω ，直接使用 Legendre 变换

的拉回计算可从辛势θ 及辛形式ω 得到。 
由 d i

ip qθ = ，有： 

( )* d i
L i

LL q
u

θ θ ∂
= =

∂
                             (4.1) 

由 d d i
ip qω = ∧ ，有： 

( )
2 2

* d d d dj i i j
L j i i j

L LL q q q u
q u u u

ω ω ∂ ∂
= = ∧ + ∧

∂ ∂ ∂ ∂
                (4.2) 

可知 Lω 是一个 2 2n n× 的反对称矩阵 

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1

0

n n

n n n n n n

n

n n n

u q u q u u u u

u q u q u u u u
L

u u u u

u u u u

L L L L

L L L L

L L

L L

ω

    
    
    
    
    =  
  
  
  
    

� �

� � � � � �
� �

�

� � �
�

                     (4.3) 
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其中矩阵块
2

i j i ju q

LL
u q

 ∂
=  ∂ ∂ 

只存在反对称部分。从矩阵形式可见， Lω 的行列式是否为 0 同样取决于方块

矩阵 i ju u
L 即 Hesse 矩阵的行列式。 

所以在奇异力学系统中，Lagrange 形式从 2-形式退化到 1-形式，最后仅存在 1-形式。广义速度 ju 的

外微分 d ju 与广义坐标 iq 的外微分 d iq 之间的体积形式是奇异的，故无法张成 d di jq u∧ 的形式。因此纤维

导数 L 是不可逆的，即在任意的邻域上，切丛 TM 与余切丛 T M∗ 之间不是微分同胚的。在此几何情况

下，从约束 Hamilton 系统反解奇异力学系统并非精准。 
同时，从 TM 出发，将丛映射 : TM Mπ → 看作是流形间的映射，从而在 TM 上引入曲线 J，与 M 上

的曲线 ( ]: 0, Maγ → 所对应，即若 J 为 TM 上的切向量场 X 的积分曲线，则 Jγ π= � 是 M 上的测地线[3]。
这里的切向量场 X 是二阶系统， ( ): TM T TMX → ，切映射 ( )* : T TM TMπ → ，由于 ijH 是不满秩的，即

有部分切向量场 X 是满足 * TMX iπ =  (TM 上的切向量场)，另一部分则不满足。然而测地线是处于一阶系

统的描述，所以奇异力学系统积分曲线的所对应的测地线仍是存在的。 
测地线的几何性质不能直接从存在性得知，因为奇异力学系统所在的位形空间流形 M 与之适配的度

量仍未获得，故仍需借助正规 Lagrange 系统进行研究。在 M 上适配 Riemann 度量 ( )( )i
ijg g q t= ， ijg 是

一个 n n× 的对称正定矩阵，则形成 n 维 Riemann 流形(M, g)。选定 M 中处于同一坐标卡 U M⊂ 中的两个

点 P1 、P2 ，此时 U 与 n� 中的开集微分同胚， ψ 为同胚映射，则 ( )1 * 1 1 2, , , nP P x x xψ= �� ，

( )2 * 2 1 2, , , nP P x x xψ= �� ，有： 

2 2 2 2
1 2

2 2
1 2 1 21 1 1 2 2 2

1 2 1 2

2
1 2

1 2

d d d d

d d d d d d

d d d

d d

n

n n
n n

nn n n
n

i j
ij

s x x x

x x x x x xq q q q q q
q q q q q q

x x x
q q q

q q q

g q q

= + + +

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂
+ + + + + ∂ ∂ ∂ 

=

�

� �

� �

         (4.4) 

则 

( ),i i i j
ijL q u g u u=                                 (4.5) 

进一步有 

( )

( ) ( )

( )

( )

12
2

1 2

2

2

1 2
2

1 1
4 4
1 1
4 4

1
4

i j
i j j i

ij ij iji j i j iu u

i j i j i
ij ij ij

ij i

ij

i

L L L LL g u u g u u g
u u u u u

g g u u g u u u

g
L u

L

g L
L u

−

− −

 ∂ ∂ ∂ ∂ = = = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

= −

= −

 
 = −  
 

             (4.6) 

在奇异力学系统下，进一步得到： 

( )2 0ij

i

g L
L u
− =  
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( )22 i
ijL g u=  

i i i
ij ijL g u g u u= =                                 (4.7) 

即当 i j= 时，判定 Lagrange 函数是奇异的，因为 i j≠ 的部分已退化掉。将(4.7)式的奇异 Lagrange
函数改用 Lγ 表示，适配的度量用 ijgγ 表示，指标 i 和 j 仍然都保留，使用 ijδ 进行约束，则有： 

i j
ij ijL g u uγ δ= ， ijL Lγ δ= ， ij ij ijg gγ δ=                         (4.8) 

将 ijgγ 展开后，有： 
2

11 1 1

2
1

0

0

n

ij ij

n nn n

g g h
g

g g h

γ δ
  
  = =   
     

� �
� � � � � �
� �

                         (4.9) 

其中 ih 为 Lame 系数，可见 ijgγ 是一个对角阵， { }2 2 2
1 2diag , , ,ij ng h h hγ = � 。所以，奇异力学系统的切空间由

Lγ 的梯度张成，只沿着变化率的最大方向延展。这里的 ijδ 可看成是 Euclid 度量，即奇异力学系统的度量

与正规 Lagrange 系统的度量仅相差一个 ijδ 。但我们并不把 ij ij ijg gγ δ= 看作是一个乘积度量，因为整个位

形空间流形 M 并不改变，只是 Riemann 流形改为(M, gγ )， gγ 显然是一个新的 Riemann 度量，形式上

却更加简单。由于 ijδ 又可认为是一个线性变换，所以 gγ 保持了切空间的夹角不变，故奇异力学系统的

度量 gγ 是关于正规 Lagrange 系统度量 g 的共形变换。 
由测地线方程 k k i j

iju u u= −Γ� ， 1,2, ,k n= � ，联立(3.18)式与(4.8)式，再令 j i= ，可得奇异力学系统下

的 Christoffel 符号： 

( ) ( )

2
k i
ii ii i i i

i i
ii ii i

ii i i i

i
ii iii i

ii ii i i i

i

ii ii i

L LH u
q q u

g u g u
H u

q q u

g guH g u u
q q q

uH g
q

γ γ
+

+

+

+

 
 
 
 
 
  
 
 
  
 

∂ ∂
−Γ = −

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂∂  = −
 ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂∂
= + −

∂ ∂ ∂

 ∂
=  ∂ 

                   (4.10) 

在没有给定的前提条件下，我们不能判断(4.10)式是否为 0，需对带负号的 Christoffel 符号自身进行

展开，有： 

1 1
2 2

k ki kiik ik ii ii
ii i i k k

g g g g
g g

q q q q
∂ ∂ ∂ ∂

−Γ = − + −
 
 


=
∂ ∂ ∂ ∂

                   (4.11) 

因此，在 Lγ 所适配的度量下，分成两种情况，有： 
1) 若 ij ij ij n ng g Iγ δ ×= ≠ 时，即在完整基下， 

当 k i≠ 时，由于 0kig = ，所以 

1 0
2

i
k k i i ki i i i iii

ii ii iik i

g uu u u g u u H g u u
q q

+  ∂ ∂
= −Γ = = = ∂ ∂ 

�                (4.12) 

也就是在完整基下，测地线 γ 在邻域 U M⊂ 上表现为一条直线段的形态，即法坐标系存在于邻域 U
中的 P 点上。 
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当 k i= 时，有： 

2

ln1 1 ln
2

i ii i
ii iii i i

i

g h
g

h q q q
∂ ∂∂

−Γ = − ⋅ = − = −
∂ ∂ ∂

                    (4.13) 

所以得出以下结果： 

ln
0

i
k i i i i i i i ii

ii ii iii i

h uu u u u u u H g u u
q q

+  ∂ ∂
= = −Γ = − = ≠ ∂ ∂ 

� �               (4.14) 

即在邻域 U 上，测地线 γ 仍然是曲线状态。 
2) 若 ij ij ij n ng g Iγ δ ×= = ，即在非完整基下，则 Christoffel 符号转化为形式 Christoffel 符号。 
当 k i≠ 时，有： 

( )( )
( )

2

2 2 2 2

2 ln ln1 1 1 1
2 2

k kk k k i i i i
iii i k k k k

ki i k i k

h h h h h h h
hh h h q h h q q S

 ∂ ∂ ∂ ∂
−Γ = − Γ = − − ⋅ = ⋅ = = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
        (4.15) 

其中 kS 为弧长参数的第 k 个方向的分量，故 

( )( )
( ) ln

0
i

kk i i i i i ii
ii iii i k i

h uu u u u u H g u u
S q

+  ∂ ∂
= −Γ = = ≠ 

∂ ∂ 
�               (4.16) 

即测地线 γ 在邻域 U 上呈现出曲线形态。 
当 k i= 时，有： 

( )( )
( )

( )( )
( )

2

ln ln1 1 1 1 0k i i i i i
iii i i i i i i

k k ki

h h h
h h hh q q q

   ∂ ∂ ∂
−Γ = −Γ = − Γ − = − − =   

∂ ∂ ∂  
          (4.17) 

所以有： 

( )( )
( ) 0

i
ik i i i i i

ii iii i i

uu u u u H g u u
q

+  ∂
= = −Γ = = 

∂ 
� �                     (4.18) 

此时已转化为 Euclid 空间，在邻域 U 上，测地线 γ 表现为一条直线段，即法坐标系存在于邻域U 中

的 P 点上。 
所以，奇异力学系统在邻域中的行为，从不同的坐标基上观察会有不同结果。当 k i≠ 时，在完整基

上观察，系统的积分曲线 J 所对应的测地线是一条直线段；而从非完整基上观察，则仍是曲线形态。当 k i=
时，完整基上的测地线是曲线，而在非完整基下则是呈现出直线形态。 

从奇异力学系统的积分曲线本身上看，流形 M 上的完整基空间记为 F，非完整基空间记为 Z，则二

者互为正交补，即 F, Z, 0 f zf z
∈ ∈

= 。当积分曲线 J 所对应的测地线的曲率出现在一个空间中时，则另一

个空间中的曲率为零，曲率不可能同时出现在两个空间中。可见，奇异力学系统测地线的邻域行为，对

基底所在的空间具有“选择性”。这是由度量 ijgγ 是否是单位的所决定，可单位化则出现非完整基的现象，

不可单位化则出现完整基的现象。 
以物理学的意义而言，系统的上述邻域行为，体现了选用不同坐标对运动进行观察，则所观察运动

的情形是分段而非连续的，总体上是加速运动与匀速运动的组合。 

5. 奇异力学系统的极值特性 

设奇异力学系统的作用量为 ( )( ) ( ) ( )( )0
, , di ia iS q t L t q t u t tγ= ∫ ，由泛函取极值需推出变分 0Sδ = ，但

在极值函数或极值曲线上，泛函并不一定能取得极值[4]。对任意 ( )1C 0, aϕ ∈ ， 1ε < ，在 0q 处有一阶变分 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 00
, , d

a
g t S q t t L t q t t u t t tγδ εϕ εϕ εϕ′ = + = + +∫ �               (5.1) 
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以及二阶变分 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ){ ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )}
( )

2
0

2
0 0 0 00

2
0 0 0 0

2 2
0 0 00

,

, , , ,

, , , , d

2 d

i i i i

i i i i

q q q

q

a

a

u

u u u

g t S q t t

L t q t u t t L t q t u t t t

L t q t u t t t L t q t u t t t

A B C t

γ γ

γ γ

δ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ

′′ =

= +

+ +

= + +

∫

∫

�

� �

� �

            (5.2) 

其中 ( ) ( )( )0 0 0, ,i iu u
A L t q t u tγ= ； ( ) ( )( )0 0 0, ,i iqu

B L t q t u tγ= ； ( ) ( )( )0 0 0, ,i iq q
C L t q t u tγ= 。 

泛函取极值的必要条件是二阶变分 ( ) ( )( )2
0 , 0S q t tδ ϕ ≥ ，由于奇异力学系统的 ijH 退化，但

det 0i iu u
L  =  仍是非负定，仍符合 Legendre-Hadamard 条件，即使是非严格的。如此(5.2)式便退化为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
0 0 00

, 2 d
a

g t S q t t B C tδ ϕ ϕϕ ϕ′′ = = +∫ �                    (5.3) 

那么评估数量级的对象只剩下 0B 与 0C 两项。假设在τ 点考虑ϕ 导数的平方积分为 1，与普通情况一

样，构造函数 ( ) 0v s = ，当 1s ≥ ， ( )2 d 1v t s
+∞

−∞
=∫ � 。取 ( ) tt v τϕ ξµ

µ
 −

=  
 

， nξ∀ ∈ ，则有： 

( ) tt v τϕ ξ
µ

 −
=  

 
� �  

( ) ( ) 2
0

d
a

i j i jt t t cϕ ϕ ξ ξ µ= ⋅∫ �  

( ) ( ) 3
0

d
a

i j i jt t t dϕ ϕ ξ ξ µ= ⋅∫                               (5.4) 

其中
0

d
a

Const tc v v t tτ τ
µ µ

   − −
= =   

   
∫ � ，

0
d

a
Cot td v nstv tτ τ

µ µ
   − −

= =   
   

∫ ，所以 ( )0 0g ≥�� 取决于 0B 的数量

级，即： 

( ) ( )( ) 2
0 0, , 0i i i ju q

L t q t u t cγ ξ ξ µ ⋅ ≥                            (5.5) 

因此奇异力学系统作用量的极值必要条件与正规Lagrange系统是不一样的，从而 Jacobi算子随之退化为： 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
d d
d d

B B C B C
t t

γ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + = −�                     (5.6) 

故 Jacobi 方程不再是关于ϕ 的微分方程，而是代数方程： 

( )0 0γ ϕ = ， 0 0
d 0
d

B C
t

ϕ − = 
 

                         (5.7) 

当 0 0
d
d

B C
t

= 时， nϕ∀ ∈ ，(5.7)式恒成立，Jacobi 场处处存在，填满整个空间；当 0 0
d
d

B C
t

≠ 时， 0ϕ = ，

故 Jacobi 场是平凡的。 
考虑非平凡的 Jacobi 场，则： 

d
d i i i iu q q q

L L
t

γ γ= ，
2 2d

d i i i i

L L
t q u q q

γ γ ∂ ∂
= 

∂ ∂ ∂ ∂ 
                      (5.8) 

然而由 Euler-Lagrange 方程
d
d i i

L L
t u q

γ γ∂ ∂
=

∂ ∂
，得到： 

2d
di i i i i i

L L L
tq u q q q q

γ γ γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                       (5.9) 
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所以(5.8)式可由 Euler-Lagrange 方程推导而来，即(5.8)式恒成立，证明奇异力学系统中的 Jacobi 场在

解空间的每一点中都有定义。 
若 0ϕ 是沿 0q 的一个 Jacobi 场，则 ( ) ( )( )2

0 , 0S q t tδ ϕ = ，表明奇异力学系统的泛函极值的 Jacobi 方程

仍然成立，即泛函极值依然存在。一般而言，沿测地线 γ 的 Jacobi 场是由初值 ( )0γ 和 ( )d 0
dt

γ 唯一确

定的。由于 ( )0 0γ ϕ = 这一奇异力学系统的 Jacobi 方程中关于ϕ 的微分项已退化，所以 0ϕ 在局部邻域上

是任意阶光滑可微都是允许的。 
假设 ( )0 pγ = ， ( ]0 0,t a∈ ， ( )0t qγ = ，且 ( )0 0γ = ，考虑 ( )0 0tγ = 使得 q 为 p 的共轭点，则

( ) ( ), 0t tγ γ ′ = 。 对 任 意 两 个 切 向 量 , T Mpv w∈ ， 测 地 线 ( ) ( )exp pt tvγ = ， 且 t ε< ， 又 有

( ) ( ) ( )exp p tv
t d twγ = ，其中 T Mp tv

tw = ，所以 ( )tγ 正交于 Lagrange 向量场。根据上文的邻域行为，

有： 
1) 在 k i≠ 的情况下，若在非完整基 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , ne t e t e t� 上观察， ( ) ( ),i j ije t e t δ= ，那么 Riemann

曲率算子 ( ) ( )( ), 0t tγ ϕ′= ≠  ， ( ) ( ) ( )i it f t e tγ = ，因此由 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2

d , 0
d

t t t t
t

γ γ ϕ γ′ ′+ =  ，得到 

( ) ( ), 0t tγ γ ′ =                                  (5.10) 

所以 ( ) ( )T Mptγ ⊥
= ，有 Gγ ′ =  ，G 为流形的 Gauss 曲率，且为常数。此时对应的 Jacobi 场有

以下三种情况： 

( ) ( )

( )

, 0
1 sinh , 0

1 sin , 0

t G

t G G
t G

t G G
G

γ

=

 − <

−

 >


                           (5.11) 

当 0G ≤ 时，测地线上没有共轭点，假设条件与此矛盾。但一般而言多考虑曲率非负定的情况，即 0G >

时，则存在一对共轭点 ( )0,0 和 ,0
G
π 

 
 

，符合假设条件。这时 Jacobi 场沿测地线变化，共轭点 p 与 q

存在，故测地线 ( )tγ 的长度不能取得极小值。此时 Jacobi 场的线性子空间的维数为 1n − ，且点 ( )0 0 0v t γ ′=

为指数映射 exp p 的临界点。 

若 在 完 整 基 ( ) ( ) ( ){ }1 2, , , ng t g t g t� 上 观 察 ， ( ) ( ),i j ijg t g t δ≠ ， 则 Riemann 曲 率 算 子

( ) ( )( ), 0t tγ ϕ′= =  ， ( ) ( ) ( )i it y t g tγ = ，因此由 ( )
2

2

d 0
d

t
t

γ = ，从而有： 

( )d
d

t Const
t

γ =                                (5.12) 

所以 Jacobi 场沿测地线是恒定的、单调的变化，故与 ( )0 0tγ = 矛盾，即不存在 p 的共轭点 q。测地

线 ( )tγ 的长度能取得极小值，且 ( ) ( ), 0t tγ γ ′ ≠ ，即 ( )tγ 不正交于 Lagrange 向量场，

( ) ( ) ( )
0

exp 0p v
t d twγ = ≠ ，满足非共轭点的要求，因此点 0v 不是指数映射 exp p 的临界点。 

2) 同理，在 k i= 的情况下，非完整基的现象与(5.12)式一致，完整基的现象则与(5.10)相同。在此不

需赘述。 
所以，奇异力学系统的积分曲线 J 所对应的测地线，它的极值特性与其邻域行为相互对应。 
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6. 结论 

本文运用矩阵、变分、几何等数学工具，立足奇异力学系统的本身进行研究，首次系统性地讨论了

奇异力学系统的矩阵解法，及其邻域行为与极值特性，得到了如下结论： 
1) 由 Euler-Lagrange 方程微分形式的推导可知，Hesse 矩阵的奇异性与解的存在性无必然联系。方

程的存在无关乎 ijH 是否可逆，方程的解理应存在。 
2) 由奇异 Hesse 矩阵的分解以及 Moore-Penrose 广义逆矩阵理论，推导出奇异力学系统的特解与通

解的形式，再次证明方程解的存在性。 
3) 从几何角度出发，在奇异力学系统的情况下，纤维导数 L 是不可逆的。然而奇异力学系统积分

曲线的所对应的测地线仍然存在，即奇异力学系统的度量与正规 Lagrange 系统的度量仅相差一个 Euclid
度量 ijδ ，并且奇异力学系统的切空间由 Lγ 的梯度张成，只沿着变化率的最大方向延展。 

4) 奇异力学系统测地线的邻域行为，对基底所在的空间具有“选择性”。当 k i≠ 时，在完整基上观

察，系统的积分曲线 J 所对应的测地线是一条直线段；而从非完整基上观察，则仍是曲线形态。当 k i= 时，

完整基上的测地线是曲线，而在非完整基下则是呈现出直线段的形态。若积分曲线 J 所对应的测地线的

曲率出现在一个空间中时，则另一个空间中的曲率为零，曲率不可能同时出现在两个空间中。这是由度

量 ijgγ 是否是单位的所决定的。 
5) 奇异力学系统测地线的极值特性，与其邻域行为相互对应。当 k i≠ 时，流形的 Gauss 曲率非负定，

从非完整基上观察，则存在一对共轭点，测地线长度不能取得极小值；在完整基上观察，无共轭点对，

测地线长度能取得极小值。同理，当 k i= 时相反。 
由于奇异力学系统的复杂性之高，研究范围应继续扩展。本文力求使矩阵分析与几何研究相融合，

旨在为进一步研究奇异力学系统提供参考。 
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