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摘  要 

本文以人字齿行星齿轮传动系统为研究对象，采用集中质量法建立了含齿面摩擦、时变啮合刚度、齿侧

间隙、综合啮合误差以及负载激励的干摩擦状态下人字齿行星齿轮传动系统纯扭转动力学模型，研究了

系统的周期运动和分岔。通过数值仿真，得到了系统全局分岔图、相图和Poincaré图，识别了系统的啮

合状态。结果表明，系统在低频域，内外啮合表现为完全啮合状态和稳定周期1运动；随着啮合频率增加，

内外啮合的啮合周期的分岔图中表现出了丰富的动力学行为，周期运动、概周期运动、混沌运动相继涌

现。 
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Abstract 
This article takes the herringbone planetary gear train (HPGT) as the research object, and uses the 
concentrated mass method to establish a pure torsional dynamic model of the HPGT under dry fric-
tion conditions including tooth surface friction, time-varying meshing stiffness, tooth side clearance, 
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comprehensive meshing error, and load excitation. The periodic motion and bifurcation of the sys-
tem are studied. Through numerical simulation, the global bifurcation diagram, phase diagram, and 
Poincaré diagram of the system were obtained, and the meshing state of the system was identified. 
The results indicate that in the low-frequency domain, the internal and external meshing of the sys-
tem exhibits a fully engaged state and stable periodic motion; As the meshing frequency increases, 
the bifurcation diagram of the meshing period of internal and external meshing exhibits rich dy-
namic behavior, with periodic motion, quasi periodic motion, and chaotic motion emerging succes-
sively. 
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1. 引言 

人字齿行星齿轮系统中的摩擦和接触现象是一种常见的机制性故障，会导致系统动力学特性的变化

和性能下降，例如振动、噪声和寿命等。行星轮系结构复杂，齿面摩擦对封闭行星轮系有重要的影响。

周金阳等[1]建立了考虑齿面摩擦的人字齿纯扭转动力学模型。分析考虑齿面摩擦(EHL)和不考虑齿面摩

擦情况下封闭行星轮系振动位移响应及输入转速、输入功率和摩擦系数变化对均载特性的影响。Luo 等

[2]建立了包含时变啮合刚度(TVMS)、滑动摩擦力和力矩的动力学模型，研究滑动摩擦对行星齿轮组动态

特性的影响。Wang 等[3]基于考虑摩擦与弹流润滑耦合作用的行星齿轮传动系统，建立了考虑摩擦、油

膜、时变啮合刚度、啮合阻尼、齿轮侧隙的扭转动力学模型。Luo 等[4]提出了一个动力学模型来研究具

有剥落缺陷和滑动摩擦的行星齿轮组的动力学。Jian 等[5]考虑了变位系数和时变啮合刚度的影响，考察

了行星轮系内啮合齿轮在振动作用下的热弹流润滑特性，基于齿轮系统动力学理论，建立了行星轮系的

动力学模型。分析了修形齿轮系统在振动和静载荷作用下的润滑性能。Xiao 等[6]以两级行星齿轮箱为研

究对象，建立了考虑时变啮合刚度、摩擦力和级间耦合因素的系统耦合扭转动力学模型。同时对摩擦状

态和润滑状态进行分类，综合分析不同工况下摩擦系数的计算。Wang 等[7]基于集中质量法建立了考虑

摩擦、时变啮合刚度、齿侧间隙、综合误差等非线性因素的行星齿轮系统扭转振动模型。采用 Runge-Kutta
数值方法分析了系统在各种参数下的运动特性以及齿摩擦对系统分岔和混沌特性的影响。董皓等[8]研究

了齿面摩擦对两级五分支行星齿轮传动系统分岔特性的影响。花志锋和赵荣珍[9]针对风电增速箱故障率

偏高的问题，在对风电机组传动系统的振动响应机理进行分析的基础上，提出一种同时考虑齿根裂纹与

齿面摩擦 2 种因素耦合情况下计算风电增速箱行星轮系动态响应的方法。Liu 等[10]对带弹性环齿轮和滑

动摩擦的两级行星齿轮(TSPG)系统进行了非线性动力学研究，以扩展前人的研究。Xu 等[11]通过摩擦动

力学条件下的迭代数值方法，提出了一种新的含摩擦效应的人字齿行星齿轮耦合动力学模型，并讨论了

考虑齿面摩擦时的动力学特性。Yang 等[12]基于啮合理论，推导了行星齿轮系统内外啮合齿轮副的综合

曲率半径、相对滑动速度和齿面接触应力的计算公式。结合均载理论和热弹流润滑分析方法，求解了油

膜厚度、油膜承载比和摩擦系数，研究了粗糙度和输入功率对摩擦系数的影响。徐凡等[13]建立了含摩擦

的风电齿轮传动系统的纯扭转非线性动力学模型。Li 等[14]建立了考虑局部故障的平扭耦合非线性摩擦

动力学模型。 
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干摩擦状态下的齿轮系统是一种复杂的非线性动力学系统。王靖岳等[15]研究了干摩擦对行星齿轮

传动系统分岔特性的影响分析。刘森等[16]考虑干摩擦、时变啮合刚度、传递误差、齿侧间隙和阻尼，建

立了含一级定轴齿轮断齿故障的风电齿轮传动系统动力学模型，并对计及干摩擦的风电齿轮进行断齿故

障动力学分析。 
通过深入研究干摩擦状态下人字齿行星齿轮系统的摩擦机制和非线性动力学特性，可以更好地理解

和预测潜在故障的发生机理和现象。 

2. 齿轮传动系统非线性动力学建模与计算 

2.1. 齿轮传动系统的动态激励 

齿轮传动系统的动态激励包括齿侧间隙、时变啮合刚度、综合啮合误差与齿面摩擦力等非线性因素，

在这些非线性因素的作用下，使得齿轮传动系统区别于其他的机械系统。 

2.1.1. 齿面啮合冲击状态 
由于齿轮系统在运行过程中需要润滑油去润滑系统，这样在设计齿轮系统时就需要留有一定的间隙

让润滑油在齿轮系统中流动，如果系统中没有留有间隙，那么齿轮在传动过程中会发生卡死的现象，这

个间隙称为齿侧间隙。齿侧间隙的存在导致轮齿产生振动冲击，影响齿轮传动的平稳性。齿侧间隙作为

系统重要的非线性因素，对系统的非线性动态特性有着巨大影响。 
 

 
Figure 1. Schematic of the lateral gap function and impact state 
of the system 
图 1. 系统齿侧间隙函数和冲击状态原理图 

 
系统齿侧间隙函数和冲击状态原理见图 1，在研究行星齿轮系统时，内啮合与外啮合的齿侧间隙的表

达式相同，齿侧间隙采用非线性的分段函数来表示： 
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式中 H 表示为齿侧间隙的一半。 
齿轮传动系统运行过程中，齿轮副的齿面会出现反复交替接触和分离的情况，致使齿轮系统呈现出

不同的啮合冲击状态。根据图 1 所示齿轮传动系统表示了五种啮合状态，具体为； 
1) “Ⅰ”区域内表示齿轮传动：系统处于脱啮状态，即一个啮合周期时间内被动轮不受驱动力而处于

一种惯性运动状态，用 I = −2 表示； 
2) “Ⅱ”区域内表示齿轮传动：系统处于齿面冲击状态，即系统一直处于“齿面分离——齿面接触——

齿面分离”状态，用 I = 1 表示； 
3) “Ⅲ”区域内表示齿轮传动：系统处于齿背冲击状态，即系统一直处于“齿背分离——齿背接触

——齿背分离”状态，用 I = −1 表示； 
4) “Ⅳ”区域内表示齿轮传动：系统处于双边冲击状态，即啮合运动过程中，齿面冲击与齿背冲击

同时存在，系统一直周期处于“齿面接触——齿面分离——齿背分离——齿背接触”状态，用 I = 2 表示； 
5) “Ⅴ”区域内表示齿轮传动：系统处于完全啮合状态，即在啮合运动过程中，齿轮传动系统的齿轮

副的驱动面与被驱动面始终接触不发生分离的状态，用 I = 0 表示。 

2.1.2. 时变啮合刚度 
齿轮啮合的重合度通常大于 1，啮合过程中同时参与啮合的齿轮的齿对数会随时间发生周期性变化，

因此一对齿轮啮合副的啮合刚度也会随时间周期性变化，所以产生了齿轮啮合副的时变啮合刚度，作为

系统最重要的内部激励之一。 
在实际计算过程中为了便于计算，通常将时变啮合刚度看成由平均啮合刚度和变刚度两部分组成。

其中最常用的是将时变啮合刚度写成余弦函数的形式 

 ( ) ( )cosaK t K K τ ϕ= + Ω +  (2) 

式中， K 为齿轮副平均啮合刚度， aK 为时变刚度幅值，ϕ 为时变啮合刚度初相位，Ω 为系统的啮合频

率。 

2.1.3. 综合传动误差 
一般假定综合啮合误差按正弦函数变化： 

 ( ) ( )sine t E τ ϕ= Ω +  (3) 

式中，E 为综合啮合误差幅值；ϕ 为综合啮合误差初相位；Ω 为齿轮传动系统啮合频率。 

2.1.4. 齿面摩擦 
齿轮副中存在的摩擦力起到了阻碍齿轮系统相互作用的力，齿面摩擦力与齿面的粗糙度也是息息相

关的，齿面粗糙度越大，齿面摩擦力越大，摩擦力表达式如下： 

 f Fλµ=  (4) 

 ( ) ( ) ( )F K t X t CX t= +   (5) 

式中，f 为齿轮的齿面摩擦力；F 为齿轮啮合的啮合力； ( )X t 啮合齿轮的相对位移；C 为齿轮的啮合阻

尼； ( )K t 时变啮合刚度； µ 为齿轮齿面摩擦的摩擦系数； λ 为摩擦力的方向系数。 
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式中， P kx L ρ= − ； PL 为齿轮的摩擦力臂； kρ 为齿轮的曲率半径，其计算公式可以表示为： ( )tank brρ α= ；

br 为齿轮的基圆半径；α 为齿轮的压力角。干摩擦状态下 µ 一般取 0.3~1.5。 

2.2. 齿轮副参数 

2.2.1. 齿轮副啮合阻尼 
由于啮合阻尼的计算比较复杂，无法得到其精确值，通常在计算时把阻尼取为常数，齿轮副的啮合

阻尼采用以下经验公式来计算： 

 ( )( )12 1 2 1 22C K m m m mς= +  (7) 

式中， 12K 为一对啮合齿轮平均啮合刚度； 1m 与 2m 分别表示两齿轮的等效质量；ς 为齿轮啮合副的啮合

阻尼比，通常取值范围为取 0.03~0.17。 

2.2.2. 扭转刚度 
考虑轴的扭转刚度，利用材料的扭矩公式可以得到轴的扭转刚度的计算公式为： 

 
4

, ,
32

i i
i P

i P

Tl dT TK I
GIψ ψ

ψ ψ
π

= = = =
∑

 (8) 

式中， Kψ 是扭转刚度；T 是施加在轴上的扭转力矩；ψ 、 iψ 分别是各个轴的总扭转角和各个分段的扭

转角；G 为材料的剪切模量； il 是第 i 段轴的长度； PI 为截面极惯性矩； id 是第 i 段轴的直径。 
即可计算得到各个轴的扭转刚度得： 

 
4 4

32 32i ii

i i

T T TK Tl l
GGd d

ψ ψ
=

ππ

= =
∑ ∑ ∑

 (9) 

2.2.3. 齿轮刚度 
齿轮的轮齿刚度计算公式为： 

 
3

3

1.2 121
3

f f

G

h h
K Gbs Ebs

= +  (10) 

式中， fh 为齿轮的齿根高；s 为齿轮的分度圆齿厚；b 是齿轮的齿宽；G 为材料的剪切模量；E 为材料的

弹性模量。 

2.3. 纯扭转模型 

利用集中质量法建立的人字齿行星齿轮传动系统纯扭转动力学模型见图 2。 
在图 2 中， ( ) ( ) ( ) ( ), , ,l r l r

spi spi rpi rpiK t K t K t K t 分别表示左侧第 i 个行星轮–太阳轮啮合副、右侧第 i 个行

星轮–太阳轮啮合副、左侧第 i 个行星轮–内齿圈啮合副和右侧第 i 个行星轮–内齿圈啮合副的时变啮合

刚度， , , ,l r l r
spi spi rpi rpiC C C C 分别表示左侧第 i 个行星轮–太阳轮啮合副、右侧第 i 个行星轮–太阳轮啮合副、

左侧第 i 个行星轮-–内齿圈啮合副和右侧第 i 个行星轮–内齿圈啮合副的啮合阻尼； ( ), ,jtK j s r p= 分别

表示构件 j 耦合扭转刚度， ( ), ,jtC j s r p= 分别表示构件 j 耦合阻尼； ( ), , ,j j s r p cθ = 为中心构件的角位移。 
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根据所建立的人字齿行星齿轮传动系统纯扭转动力学模型，最终无量纲化的动力学微分方程为： 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 4 4 5 5 1 1
1 1

2 4 4 5 5
1 1

6
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其中 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,i i i i ix x x x x x x 分别为无量纲化的扭转相对位移和轮齿沿啮合线方向的相对线位移；ξ 代表相

应的无量纲阻尼系数；k 代表相应的无量纲刚度系数， 1 2,f f 则是相应的载荷； ( )f x 是相对应齿轮沿啮合
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线方向的分段线性函数。 
 

 
Figure 2. Pure torsional kinetics model 
图 2. 纯扭转动力学模型 

2.4. 干摩擦状态下人字齿行星齿轮非线性动力学特性分析 

运用数值积分法–变步长四阶龙格库法求解运动微分方程，并结合分岔图、相图以及 Poincare 映射

图研究了系统内部蕴含的非线性动力学行为。采用的参数见表 1、表 2。 
 

Table 1. Basic characteristic parameters 
表 1. 基本特征参数 

系统参数 太阳轮 行星轮 内齿圈 行星架 

齿数 z/个 27 39 105  

质量 m/Kg 2.97 6.37 5.84 5.77 

螺旋角 β (˚)  30 

法面压力角 α (˚)  20 

法面模数 m/mm  3 

齿宽(mm)  30 
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Table 2. Pure torsion system parameters 
表 2. 纯扭转系统参数 

参数 数值 参数 数值 

特征尺寸 bc/m 10e−5 无量纲齿侧间隙 b 1 

无量纲综合传动误差幅值 em 0.50 刚度变化幅值 ka 0.3 

啮合阻尼比 ξ 0.05 平均啮合刚度 km (N∙m−1) 4.0e8 

扭转刚度(N∙m−1) 2.0e10 输入转矩 Tin (N∙m) 1500 

摩擦系数 µ 0.5   

 
在人字齿行星齿轮传动系统纯扭转模型中，仅考虑构件扭转相对振动，未考虑耦合作用，所以本章

中主要研究了左侧啮合副 1
lsp 与 1

lrp 动力学行为，系统内外啮合的分岔图见图 3。 
 

 
(a) 外啮合 1

lsp 分岔图                            (b) 内啮合 1
lrp 分岔图 

Figure 3. System global bifurcation diagram 
图 3. 系统全局分岔图 

 
系统啮合频率较小时，其余基准参数保持不变，系统执行单周期完全啮合运动，啮合冲击状态为 0，

图 4(a)描述了其周期运动的相图和 Poincaré 映射图叠加图；随着ω 的增加，内外啮合由 1T 运动进入到概

周期 1 运动，在 Poincaré 周期截面上形成一个吸引的不变环，图 4(b)描述了其周期运动的相图、Poincaré
映射图，啮合冲击状态为 1；增加ω ，内外啮合进入 2T 运动，啮合冲击状态为 1，图 4(c)描述了其周期

运动的相图和 Poincaré 映射图叠加图；继续增加ω ，内外啮合经倍周期分叉由 2T 进入到 4T，啮合冲击

状态为 1，见图 4(d)；进一步增大ω ，内外啮合进入混沌，啮合冲击状态为 1，图 4(e)描述了其运动的相

图、Poincaré 映射图；再增大ω ，内外啮合穿越混沌区域后进入 3T 运动，啮合冲击状态为 1，图 4(f)描
述了其周期运动的相图和 Poincaré 映射图叠加图；增大ω ，内外啮合由 3T 运动进入到概周期 1 运动，

啮合冲击状态为 1，图 4(g)描述了其周期运动的相图、Poincaré 映射图；继续增大ω ，内外啮合进入到 1T
运动，啮合冲击状态为 1，见图 4(h)。 
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(a) ω = 0.5 

 
(b) ω = 1.25 

 
(c) ω = 1.4 
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(d) ω = 1.56 

 
(e) ω = 2.4 

 
(f) ω = 3.28 
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(g) ω = 3.4 

 
(h) ω = 3.8 

Figure 4. System phase diagram, Poincaré map 
图 4. 系统相图、Poincaré 映射图 

3. 结论 

本文针对人字齿行星齿轮传动系统纯扭转非线性动力学模型对其干摩擦状态下的动力学行为进行了

分析，借助数值积分方法求解，并利用分岔图、相图和 Poincaré 图揭示啮合冲击行为产生机理。啮合频

率对干摩擦状态下人字齿行星齿轮系统的非线性动力学以及啮合状态行为有很大影响。当啮合频率较小

时，系统的内外啮合表现为完全啮合状态和稳定的周期 1 行为；随着啮合频率的增加，内外啮合的啮合

冲击状态、分岔和混沌行为逐渐发生。 
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