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摘  要 

随着现代科技的发展，材料结构在纳米尺度下的力学性能受到研究者的广泛关注。当接触尺寸由宏观缩

小到纳米时，尺度效应对接触力学行为的影响将变得非常重要。本文通过理论分析的方法，研究了一致

偶应力弹性理论下粗糙表面的接触问题。首先利用数值结果得到了考虑一致偶应力的单个纳米级粗糙度

的接触面积和载荷随压痕深度变化的一般关系，然后基于G-W的接触模型提出了一种考虑一致偶应力的

粗糙表面接触模型。揭示了一致偶应力和球形粗糙度对粗糙表面的接触载荷、实际接触面积和平均接触

压力的影响。结果表明，与间距恒定的经典弹性G-W模型相比，该模型具有更大的法向载荷和更小的实

际接触面积。此外，粗糙表面之间的接触载荷随着一致偶应力的增加而增加，但实际接触面积减小；当

一致偶应力恒定时，球形粗糙度越大，接触载荷和实际接触面积就越大。 
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Abstract 
With the development of modern technology, the mechanical properties of material structures at 
the nanoscale have attracted widespread attention from researchers. When the contact size is re-
duced from the macroscopic scale to the nanoscale, the scale effect on contact mechanics behavior 
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becomes highly significant. This paper investigates the contact problem of rough surfaces under the 
consistent couple stress elasticity theory through theoretical analysis. First, numerical results are 
used to establish a general relationship between the contact area and load of a single nanoscale 
roughness element considering consistent couple stress, as they vary with indentation depth. Then, 
based on the Greenwood-Williamson contact model, a rough surface contact model incorporating 
consistent couple stress is proposed. The study reveals the effects of consistent couple stress and 
spherical roughness on the contact load, real contact area, and average contact pressure of rough sur-
faces. The results show that, compared to the classical elastic G-W model with constant spacing, the 
proposed model predicts a larger normal load and a smaller real contact area. Furthermore, the con-
tact load between rough surfaces increases with increasing consistent couple stress, while the real 
contact area decreases; when consistent couple stress is held constant, larger spherical roughness 
leads to greater contact load and real contact area. 
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1. 引言 

界面接触力学是机械工程、材料科学、摩擦学与微机电系统等诸多方向中的关键课题。经典的赫兹

接触理论为理想光滑表面之间的弹性接触问题提供了精确的解析解，从而奠定了接触力学研究的理论基

础。然而，所有工程表面在微纳米尺度下均具有粗糙度，这些粗糙度表现为随机分布的微凸峰与凹谷。

这种非理想形貌导致两粗糙表面实际接触仅发生于离散的微凸峰顶端，使得真实接触面积远小于表面接

触面积，导致了接触应力的高度集中，从而显著改变了接触界面的力学响应、摩擦行为、密封性能与失

效机制[1]-[3]。因此，对粗糙表面接触行为进行深入研究具有至关重要的理论意义与工程应用价值。 
在粗糙界面接触力学形成明确的研究范畴之前，接触问题的研究主要集中在基于赫兹理论[4]的光滑

曲面之间的相互作用。然而，从更广泛的工程实际来看，绝大多数的机械接触并非发生在理想光滑的表

面上，而是出现在那些宏观上平整，但微观上具有显著粗糙纹理的真实界面之间。在 1966 年，Green-
wood 和 Williamson [5]开创性地用统计方法处理了粗糙面的接触问题。将粗糙表面视为球形凹凸的统计

集合，每个微凸体独立接触并遵循赫兹接触过程。在 G-W 模型中，粗糙表面被表述为随机分布的球形

粗糙峰，假设这些粗糙峰具有相同的半径，且其高度服从高斯分布。此模型预测了近似线性的载荷–面

积关系以及一个恒定的平均接触面积。并且这种统计接触模型已被广泛扩展，被用来考虑变化的粗糙峰

半径和纳米尺度的效应[6]。1970 年，Whitehouse 和 Archard [7]意识到 G-W 模型的参数在现实中难以直

接测量，因此提出了使用统计参数来描述随机粗糙表面，利用其峰顶的统计参数–峰顶密度、峰顶曲率

半径和高度分布来预测和控制粗糙表面的接触行为，建立了表面形貌学与接触力学之间的桥梁。后来基

于 G-W 模型，Nayak [8]将粗糙表面建模为二维各向同性高斯随机过程，在 Nayak 的理论基础上，Bush
等人[9]改进 G-W 模型的几何假设，采用更符合实际的椭圆抛物面来近似微凸体，并提出了一个完整的

统计粗糙表面接触模型(BGT)，此模型与 G-W 模型相比，BGT 模型预测的接触行为更准一些。之后，

Greenwood [10]通过扩展 Nayak 的随机曲面理论，提出了一个简化模型，该模型与 BGT 模型吻合良好。

鉴于 G-W 模型只考虑弹性变形的缺点，Chang 等人[11]改进 G-W 模型在塑性变形方面的不足，提出了
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一个精确的弹塑性接触模型(CEB)，研究了粗糙体的弹塑性变形[12]，发现在塑性变形占主导的情况下，

总真实接触面积与总载荷之间仍然近似保持线性关系，这主要是由塑性变形接触贡献的。根据 G-W 模

型的先前假设，考虑了粗糙度在大分离的距离下的接触且粗糙度接触之间无相互作用，所以，2023 年，

Li 等人[13]提出了修正的 G-W 模型并考虑粗糙度之间的相互作用，与没有粗糙度相互作用的 G-W 模型

相比，相互作用会引起更大的载荷。 
最近研究表明，一致偶应力在纳米级接触中起着至关重要的作用[14]-[17]，但所有微观粗糙表面接

触模型中都没有考虑到一致偶应力的作用。在 Hadesfandiari 和 Dargush [18]提出的一致偶应力理论中，

引入了一个材料长度尺度参数来描述偶应力的影响，当接触区域的大小缩小至纳米时，一致偶应力将显

著影响接触面积和压痕深度对外部载荷的依赖性，这明显偏离了赫兹接触模型。然而，迄今为止，很少

有研究考虑到一致偶应力对粗糙表面接触整体响应的贡献。因此，本文通过将单个凸体的接触扩展到整

个粗糙表面上，研究了一致偶应力下粗糙表面接触问题。首先基于经典 G-W 模型，推导了整个粗糙表

面上所有凸体上的接触载荷和面积的统计函数，然后把考虑一致偶应力效应的单凸体接触载荷与实际接

触面积关于压痕深度的解析表达式引入到经典的 G-W 统计模型框架中，以更准确地预测纳米级粗糙表

面的接触行为，并讨论了偶应力效应对粗糙表面上接触的总载荷、真实接触面积以及平均接触压力的影

响。 

2. 单凸压头的接触过程 

在研究一致偶应力对粗糙表面接触问题的影响之前，我们研究了半径为 R 的刚性球体与弹性半空间

的接触问题。 
在一致偶应力理论框架下，刚性球体与弹性半空间接触的过程相当于刚性球体对弹性半空间的压痕

问题。现在我们考虑由 0z ≥ 定义的弹性半空间，其表面产生半径为 R 的刚性球形压头压痕，如图 1，压

头在外载荷 P 的作用下与半空间接触。其接触表面上 ( )0z = 产生了接触半径为 a 的圆和δ 的压痕深度。

在所研究的问题中，假定接触是光滑无摩擦的。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of a half-space indentation 
图 1. 半空间压痕示意图 

 
在偶应力弹性理论下，表面无摩擦和平滑接触的牵引边界条件可以写为 

 ( ),0 0,   in   zz r a rσ = < < ∞  (1) 
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 ( ),0 0,   in   0zr r rσ = < < ∞  (2) 

 ( ),0 0,   in   0zm r rθ = < < ∞  (3) 

在小变形条件下，接触区域内的位移边界条件为 

 ( ) ( )
2

,0 ,    in  0
2z
rw r u r r a
R

δ= = − < <  (4) 

在接触区域内，法向牵引力等于压头下方的压力 

 ( ) ( ),0 ,    in   0zz r p r r aσ = − ≤ <  (5) 

对如图 1考虑一致偶应力效应下球形压头与弹性半空间接触的模型中，我们通过 Gourgiotis 等人[19]
已经推导了考虑一致偶应力效应轴对称接触问题中表面上的法向位移，推导了其接触的控制积分方程并

结合高斯切比雪夫求积公式，数值求解了压头下方的压力分布，并且对压头下方的压力分布进行详细分

析并通过归一化后压力分布与材料尺度参数之间的关系，给出了压力分布的拟合解析表达式，与数值结

果相比较拟合解析表达式对压力分布有个很好的预测。在此基础上，可以数值计算球形压头与半空间接

触时的压入深度δ 。然后我们可以计算得到单个压头接触时的载荷和接触面积数值解。经典情况下的单

个压头的接触载荷 P 和接触面积 A 的计算公式如下 

 ( )
1 3
2 24

3
P E Rδ δ∗=  (6) 

 ( )A Rδ δ= π  (7) 

其中， E∗ 为材料的复合弹性模量。 
基于数值结果并按照 R lδ 归一化处理方式，我们拟合了接触载荷 P 和接触面积 A 与压痕深度δ 的

关系如下 

 ( )
0.85271 3

2 24 1 1.1843
3

RP E R
l
δδ δ

−

∗
  
 = +      

 (8) 

 ( )

0.613

0.633

1 0.037

1 1.541

R
l

A R
R
l

δ

δ δ
δ

−

−

  
 +     =  

  +   


π


 

 (9) 

其中，l 是表示一致偶应力影响的参数。下面验证了我们得到的解析表达式能够很好地预测单个压头接触

的载荷和接触面积。 
图 2 和图 3 分别表示通过数值计算获得并由方程(8)和(9)预测的载荷和接触面积。发现方程(8)和(9)

对载荷和接触面积都可以给出很好的预测。考虑一致偶应力的相对重要性取决于无量纲比 R lδ 。当一

致偶应力的影响可以忽略不计时，对于方程中，l 是无穷小时，无量纲比 R lδ 趋于无穷大，方程退化为

经典接触模型预测的载荷和接触面积。从上图可以看出，当 R lδ 趋于无穷大时，载荷和接触面积经过

归一化后的值趋近于 1。相反，当偶应力参数 l 影响变得可观时，载荷和接触面积将明显偏离赫兹预测。 

3. 粗糙面的随机过程 

准确描述粗糙表面的高度分布与曲率特征，对于深入理解粗糙界面的接触力学行为具有关键意义。

为简化分析，这里本文采用 G-W 模型的基本假设[5]，对于此模型有如下的假设： 
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Figure 2. The relationship between external load and dimensionless ratio of ( )
1
2R lδ  

图 2. 外载荷与无量纲比 ( )
1
2R lδ 的关系 

 

 

Figure 3. The relationship between contact area and dimensionless ratio of ( )
1
2R lδ  

图 3. 接触面积与无量纲比 ( )
1
2R lδ 的关系 

 
(一) 粗糙表面是各向同性材料； 
(二) 粗糙表面由大量相同半径的球凸起组成； 
(三) 粗糙面上微凸体的高度分布服从高斯分布假设； 
(四) 各个粗糙体之间无相互作用和塑性变形，每个凸体接触都遵循赫兹接触。 
将两个粗糙表面之间的接触问题，等效为一个刚性平面与一个粗糙表面之间的接触来进行研究。如

图 4，显示了等效粗糙表面接触的示意图，选择粗糙面的平均水平作为基准。其中 sz 是粗糙面顶点的高

度，d 是光滑刚性平面和粗糙度平均高度平面之间的间距，P 是施加在粗糙表面上的总载荷。假设 sz 满

足概率密度函数 ( )szϕ 它表示 sz 到 ds sz z+ 的高度顶点的概率。 
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Figure 4. Schematic diagram of contact on a rough surface 
图 4. 粗糙表面的接触示意图 

 
G-W 模型假设在粗糙表面区域 0A 上分布着 0N 个具有相同曲率 1/R 的球形粗糙凸体，如图 4 所示。

现在考虑一个理想的平坦刚性平面，该平面压缩粗糙表面，与粗糙表面的平均平面相距 d。在这种分离

下，接触的粗糙度数量 n 将为 

 ( )0 ds sd
n N z zϕ

∞
= ∫  (10) 

在 G-W 模型中忽略粗糙度之间的相互作用，并假设每个粗糙度都遵循赫兹接触。如果第 i 个粗糙度

的高度超过间距 d，则它将被压缩为 i sz dδ = − ，其接触面积 iA 可以写为 

 2
i i iA R aδ =π π=  (11) 

其中， ia 是第 i 个粗糙度的接触半径。相应的第 i 个被压缩的总载荷为 

 3 24
3i iP E Rδ∗=  (12) 

其中， ( )21E E v∗ = − 是复合弹性模量，E 和 v 是杨氏模量和泊松比。 
假设概率密度函数 ( )szϕ 服从高斯分布 

 ( )
2

2
1 exp

22
s

s
ss

zzϕ
σσ


=

π


− 
 

 (13) 

这里， sσ 表示粗糙度分布的标准偏差。因此，接触的粗糙度数量为 

 
2

0
2exp d

22
s

sd
ss

N zn z
σσ

∞  
= − 

π 
∫  (14) 

4. 粗糙表面接触 

考虑两个粗糙表面的接触相当于刚性平面对粗糙表面的压缩。为了方便起见，我们考虑在外部载荷

P 下刚性平面和各向同性高斯粗糙表面之间的接触，如图 4 所示。用 d 表示粗糙表面的平面和平均平面

之间的间距，那么高度 sz 大于间距 d 的顶点将被压痕深度 sz dδ = − 压缩。通过将压痕深度δ 代入拟合方

程(8)、(9)，我们可以得到一致偶应力对局部接触面积和该接触点对应的载荷的影响。然后，对于特定的

间距 d，总载荷 P (单位表面积)和实际接触面积(单位表面积)可以通过在整个表面上高度 sz d> 的所有顶

点上的载荷和接触面积的总和来获得，即 
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 ( ) ( ) ( )0 dc s s sd
A d N R z d z zϕ

∞
= −π ∫  (15) 

 ( ) ( ) ( )3 2
0

4 d
3 s s sd

P d N E R z d z zϕ
∞∗= −∫  (16) 

将概率密度函数 ( )szϕ 、局部接触的载荷 ( )P δ 和局部接触面积 ( )A δ 分别代入上述方程(15)、(16)中，

可以得到 

 ( )

( )

( )

0.613

2
0

0.633 2

1 0.037

exp d
22

1 1.541

s

s
c s sd

ss s

R z d
lN R zA z d z

R z d
l

σσ

−

∞

−

  −  +      = − −     −  +  
  

π
π ∫

 (17) 

 ( ) ( )
0.8527

2
3 20

2
4 1 1.1843 exp d

23 2
s s

s sd
ss

R z dN E R zP z d z
l σσ

−
∗

∞
  −    = − + −        

π ∫  (18) 

根据方程式，一致偶应力的影响作用由参数 l 决定，粗糙表面的粗糙度与粗糙度分布的标准偏差 sσ
有关。为了说明一致偶应力的影响，这里我们分别选取了参数 0, 0.5,1l = 。并且讨论了不同粗糙度分布

偏差 1,1.5sσ = 下的影响情况。 
在图 5 中，讨论了 0, 0.5,1l = 三个值下的实际接触面积与分离距离之间的关系。研究发现，在 0l =

的情况下，实际接触面积随间距的变化与经典弹性解非常吻合，这验证了我们结果的正确性。从图中发

现实际接触面积随着间距的减小而增加。同时，当间距恒定时，随着 l 的增加实际接触面积减小。这表

明，与经典弹性下的结果相比，考虑一致偶应力的实际接触面积更低。这可以归因于一致偶应力阻止了

与粗糙表面的接触，从而导致实际接触面积减小。最后，在 l 和间距 d 恒定时，不同粗糙度分布偏差

1,1.5sσ = 结果相比较， sσ 越大对应的实际接触面积越大，这是因为 sσ 越大，表面更加粗糙，在 l 和间

距 d 恒定时表面接触凸起的数量更多导致实际接触面积增加。 
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(b) 

Figure 5. Variation of actual contact area with spacing under different couple stress values 
图 5. 不同偶应力值下实际接触面积随间距的变化 

 
在图 6 中，讨论了 0, 0.5,1l = 三个值下的接触载荷与分离距离之间的关系。研究发现，在 0l = 的情

况下，接触载荷随间距的变化与经典弹性解非常吻合，这验证了我们结果的正确性。从图中发现接触载

荷随着间距的减小而增加。同时，当间距恒定时，随着 l 的增加接触载荷也增加。与经典弹性模型结果

相比，考虑一致偶应力具有更大的接触载荷。最后，在 l 和间距 d 恒定时，与不同粗糙度分布偏差

1,1.5sσ = 结果相比较， sσ 越大对应的实际接触面积越大，这是因为 sσ 越大，表面更加粗糙，在 l 和 d
恒定时表面接触凸起的数量更多导致接触载荷增加。 
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(b) 

Figure 6. Variation of contact load with spacing under different couple stress values 
图 6. 不同偶应力值下接触载荷随间距的变化 

 

 
Figure 7. Variation of average contact pressure with spacing under different couple stress values 
图 7. 不同偶应力值下平均接触压力随间距的变化 

 
平均接触压力，定义为总载荷与实际接触面积的比值，与粗糙表面的接触有关。在图 7 中，我们讨

论了 0, 0.5,1l = 三个值下的平均接触压力相对于分离距离的变化。同样，在 0l = 的情况下与经典弹性下

的解一致。对于给定的分离距离，平均接触压力随着一致偶应力的增加而明显增加，这是由于与传统模

型相比，偶应力的引入不仅增加了有效载荷，同时减小了接触面积，如图 5 和图 6 所示。最后，在 l 和
粗糙度分布偏差 sσ 恒定时，平均接触压力随着分离间距的增加而减小。 
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本文基于 G-W 模型引入了一致偶应力效应，考虑了在一致偶应力理论框架下粗糙表面的接触，但

由于 G-W 模型特定的简化假设，对于此模型预测微纳米下两粗糙面接触中的载荷–面积关系时有一定

局限。两粗糙面的接触等价为一个刚性平面与弹性平面接触的过程，且接触发生在凸体之间大间距的分

离下，保证了凸体之间无相互作用和塑性变形。因此对于考虑凸体接触时相互作用和凸体的塑性变形时，

此模型预测的接触载荷与接触面积之间的关系有误差，需要对此模型进一步修正和改进。 

5. 结论 

一致偶应力对粗糙表面接触的影响不应该被忽视，因为两个粗糙表面之间的接触发生在一些离散的

微/纳米级的凸点上，将导致实际接触面积与载荷发生变化。在本文中，将单个凸体的接触扩展到整个

粗糙表面上，然后通过 G-W 模型，建立了考虑一致偶应力下的粗糙表面接触模型。根据研究结果，对

于某一特定的分离距离值，与经典情况下的 G-W 模型相比，此模型具有更大的接触载荷和更小的实际

接触面积。这两种变化导致更高的平均接触压力。当一致偶应力固定时，粗糙度越大，接触载荷和实际

接触面积就越大。 
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