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摘  要 

针对经典连续介质力学及标准整数阶模型通常忽略的关键尺寸效应和复杂能量耗散机制，本文提出了一

种综合考虑尺寸依赖性的非线性动力学模型。利用该模型研究了热–力耦合作用下功能梯度多孔纳米梁

的非线性振动行为，其中融合了非局部弹性理论和分数阶粘弹性地基模型。基于Hamilton原理推导了粘

弹性多孔功能梯度纳米梁的分数阶控制方程，采用多尺度法解析得到了系统的稳态幅频响应，并讨论了

各参数对纳米梁振动特性的影响。结果表明：分数阶导数阶次会非单调地调节结构刚度，在某一特定阶

次处振动频率达到最大。此外，升高的温度和非局部效应会导致结构软化，从而放大振动幅值，而非线

性地基刚度则提供了强劲的恢复力。 
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Abstract 
Aiming at the critical size effects and complex energy dissipation mechanisms often ignored by clas-
sical continuum mechanics and standard integer-order models, this paper proposes a nonlinear dy-
namic model that comprehensively considers size-dependent behavior. Using this model, the non-
linear vibration of functionally graded porous nanobeams under thermo-mechanical coupling is in-
vestigated, incorporating nonlocal elasticity theory and a fractional-order viscoelastic foundation 
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model. The fractional governing equation of the viscoelastic porous functionally graded nanobeam 
is derived based on Hamilton’s principle. The steady-state amplitude-frequency response of the sys-
tem is analytically obtained using the method of multiple scales, and the effects of various parame-
ters on the vibration characteristics of the nanobeam are discussed. The results show that the frac-
tional derivative order non-monotonically modulates the structural stiffness, and the vibration fre-
quency reaches a maximum at a specific order. Furthermore, elevated temperature and nonlocal 
effects induce structural softening, thereby amplifying the vibration amplitude, while the nonlinear 
foundation stiffness provides a strong restoring force. 
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1. 引言 

近年来，微/纳机电系统(MEMS/NEMS)凭借其超轻质、结构紧凑、高灵敏度以及低能耗等优势，已

成为先进工程领域的关键组成部分。在优异的热–力学性能驱动下，纳米结构日益集成于航空航天、精

密纳米技术等前沿领域[1]。其中，功能梯度(FG)纳米梁展现出前所未有的设计灵活性：通过呈现空间定

制的材料分布，FG 纳米梁能够有效缓解界面应力集中，并能耐受严苛的热学与小尺度效应[2]。尽管已

有研究广泛探讨了对称与非对称等多种 FG 材料分布模式[3]，但制造过程中引入的孔隙以及恶劣的热运

行环境常常损害这些纳米尺度器件的结构完整性。因此，在复杂热–力耦合作用下准确预测其非线性动

力学行为，是实现高性能 NEMS 可靠设计与优化的必要前提。此外，多孔 FG 复合结构的静动力学行为

日益受到关注[4]。对孔隙分布及周围介质影响进行严谨分析，对于开发满足现代工程复杂需求的新型

FG 材料至关重要[5] [6]。Ghazwani 等人[7]研究了 FGM 参数(尤其是幂律指数与孔隙率参数)对非线性共

振响应及幅值相关损耗因子的影响。Cui 等人[8]探讨了孔隙分布模式、幂律指数、边界条件、分数阶阶

次及粘弹性系数对多孔功能梯度(PFG)梁振动特性的影响。 
分数阶微积分的引入为刻画先进材料和地基中复杂的粘弹性行为提供了一个更为严谨的数学框架。

与经典整数阶模型相比，分数阶模型能够自然地考虑应力和应变的全历程，从而精确表征记忆依赖的力

学特性。在粘弹性介质中，应力–应变关系本质上是时间依赖的：应力不仅受当前应变的影响，也取决

于过去应变历史的影响。Ansari 和 Oskouie [9] [10]研究了分数阶粘弹性纳米梁的线性和非线性振动，基

于 Euler-Bernoulli 和 Timoshenko 梁理论，展示了分数阶阶次与粘弹性系数如何控制时域动态响应。Chong
等人[11]建立了电–热耦合下的分数阶非局部压电梁模型，揭示了分数阶控制的阻尼机制和非局部参数

对系统动态特性的决定作用。Qiu 等人[12]提出了融合非局部、偶应力和表面能效应的分数阶粘弹性纳

米梁模型，表明分数阶阶次对阻尼及非线性振动响应具有显著影响。 
为了在微观/纳米尺度上精确捕捉带或不带孔隙的 FG 结构的尺寸依赖力学行为，研究人员广泛采用

了多种非经典连续介质理论。其中，Eringen 的非局部弹性理论(NET) [13]一直是将小尺度效应纳入纳米

材料建模的基石。Ke 和 Wang [14]讨论了非局部理论对压电纳米梁非线性振动特性的影响，分析了非局

部参数、温度变化对压电纳米梁尺寸相关非线性振动特性的影响。Zenkour等人[15]基于非局部板理论讨
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论了压电型 Kelvin-Voigt 粘弹性纳米片在粘性 Pasternak 介质中的振动特性，分析了不同边界条件下粘弹

性压电纳米板的长径比、边厚比、温度变化及湿度浓度对其特征频率的影响。Wang等人[16]研究了考虑

表面弹性理论和非局部理论的分数阶粘弹性压电纳米梁的非线性振动行为，发现：发现当杨氏模量较小

时表面效应显著，而增大梁长或施加负电压可提高非线性频率。Gahidiri 等人[17]结合非局部理论，深入

研究了热效应与表面效应对旋转 Timoshenko 纳米梁以及置于粘弹性地基上受迫振动纳米梁的影响规律，

发现温度变化与残余表面应力会显著推迟非线性跳跃现象的发生。 

2. 基础知识 

2.1. 分数阶微积分的定义 

对于定义在区间 [ ],a t 上的连续函数 ( )f t ，其α 阶( 0α > ) R-L 分数阶积分定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )11 d
t

a t a
I f t t fαα τ τ τ

α
−= −

Γ ∫  (1) 

其中，伽马函数 ( )Γ z 的基本定义式为： 

 ( ) ( )( )1
0

e d , Re 0t zz t t z−∞ −Γ = >∫  (2) 

目标函数 ( )f t 的 R-L 分数阶导数标准定义： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1d 1 d d
d d

n n t nRL n
a t a tn n a

D f t I f t t f
nt t

αα α τ τ τ
α

− −− = = −  Γ − ∫  (3) 

2.2. 功能梯度多孔材料(PFG)分布模型 

功能梯度材料(FGMs)通常由两种或两种以上物理性质差异显著的材料(如陶瓷与金属)通过特定的制

备工艺复合而成，其内部材料组分沿厚度方向呈现连续的梯度分布。对于多孔 FGM 纳米梁，其在厚度

坐标 z 处的等效物理性能 ( )P z  (包括杨氏弹性模量 E 、质量密度 ρ 、热膨胀系数 Tα 等)可统一表示为完

美 FGM 属性与孔隙折减因子的乘积： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1c m c mP z P P V z P z = − + −Ψ   (4) 

式中， cP 和 mP 分别代表纯陶瓷和纯金属的对应物理属性常数；对应纯陶瓷相与纯金属相的基准物理常

数，方括号内的部分代表理想无孔隙 FG 材料的有效属性； ( )zΨ 则为孔隙率分布函数，满足

( )0 1z≤ Ψ < ，用以刻画孔隙沿厚度方向的分布特征。给定具体的孔隙分布模式 ( )zΨ 与材料梯度指数 p
代入上式即可得到等效参数 ( )E z 、 ( )zρ 和 ( )T zα 的显式表达式。 

2.3. 复杂热环境下的温升分布模型 

温度的变化会引起材料的自由膨胀或收缩，进而与系统的非局部与表面效应及多孔梯度本构发生显

著的热–力耦合。设系统的初始环境温度为 0T ，为全面研究热载荷对系统非线性动力学行为的调制作用，

本文在理论框架中引入了以下三种典型的温升分布模型： 
(1) 均匀温升是现有文献中最常采用的理想化热载荷模型。该模型假设纳米梁处于一个处于热平衡

的恒温环境中，结构内部的温度梯度为零。此时，沿厚度方向的温升为一个与空间坐标 z 无关的常数： 

 ( ) 0T z T T= + ∆  (5) 

(2) 假设材料的等效热导率(Thermal conductivity)为常数，当纳米梁的顶面( cT )与底面( mT )维持稳定
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的温度差时，根据一维稳态热传导理论，梁内将形成均匀的温度梯度。此时，温升分布表现为厚度坐标

z 的线性函数： 

 ( ) ( ) 1
2m c m

zT z T T T
h

 = + − + 
 

 (6) 

(3) 更符合工程实际的是，功能梯度多孔材料(PFG)的热导率 ( )zκ 并非均匀常数，而是沿厚度方向

呈现极其复杂的梯度分布。在无内部热源的假设下，结合上下表面的温度边界条件 ( )2 mT h T− = 和

( )2 cT h T= ，对应的非线性温升模型可精确表达为： 

 ( ) ( ) ( )

( )

2

2

2

1 d

1 d

z

h

m c m h

h

T z T T T
ζ

κ ζ

ζ
κ ζ

−

−

= + −
∫

∫
 (7) 

3. 模型的建立和控制方程 

 
Figure 1. Schematic diagram of viscoelastic PFG nanobeam 
图 1. 分数阶粘弹性 PFG 纳米梁的示意图 

 
如图 1 所示，本文考虑一个长度为 L 、厚度为 h 、宽度 b 为的 PFG 纳米梁。假设该纳米梁由陶瓷与

金属两种不同组分材料混合而成，设定梁的上表面为纯陶瓷相(如氮化硅 Si3N4)，下表面为纯金属相(如
不锈钢 SUS304)。各组分体积分数沿厚度方向呈连续的非均匀梯度变化。采用标准幂律分布模型描述材

料的空间非均匀性，并考虑到温度相关的材料特性和内部孔隙的存在，FG 纳米梁的等效力学与物理性

能被进一步修正如下[18]： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), 0.5 1 ,pm
m c m m m

zz T T T T z
h

 = − + + −Ψ      (8) 

其中， ( )c T 和 ( )m T 分别为与温度T 相关的纯陶瓷相(富陶瓷顶层)与纯金属相(富金属底层)的材料物理

属性参数。 0p ≥ 为材料梯度指数(Gradient index)，决定了梁厚度方向上陶瓷与金属体积分数的空间演化
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剖面。Ψ 沿横向的孔隙率分布模式。为了全面评估内部孔隙缺陷对结构动力学特性的影响，本研究考虑

了三种不同的孔隙率分布模式： 

 

( )

( )

( )

 : cos ,

1 : cos ,
2 2

1 : cos ,
2 2

m
m

m
m

m
m

zz
h

zz
h

zz
h

ξ

ξ

ξ

  Ψ = π  
  

 π  Ψ = −  
  

 π  Ψ = +  
  

Type 1

Type 2

Type 3

 (9) 

其中，ξ 表示最大孔隙体积分数。值得注意的是，前面的有效材料属性以几何中心( mz )作为参考。然而，

由于功能梯度材料沿厚度方向的非对称梯度分布，结构的几何中面不再与其真实的物理中性轴重合，因

此需引入弹性中心。弹性中心与几何中心的关系可表示为[19]： 

 
( )

( )

2

2
2

2

, d
, ,

, d

h
m m mh

m h
m mh

z E z T z
z z ce ce

E z T z
−

−

= + =
∫
∫

 (10) 

其中， ce 为弹性中心相对于几何中心的偏移量。为了准确描述组分材料物性的温度依赖特征，本章采

用如下非线性热弹性多项式模型[20]表征给定环境温度T 下的有效物理属性： 

 ( )1 2 3
0 1 1 2 3 1 ,T T T T−

−= + + + +       (11) 

其中， 0 代表材料在室温下的初始参考物理属性；而 1− ， 1 ， 2 和 3 是特定的温度相关经验系数。

本章所选用的陶瓷相(Si3N4)和金属相(SUS304)所对应的经验系数取值详见表 1。 
 

Table 1.  Temperature-dependent coefficients of constituent materials Si3N4 and SUS304 [20] 
表 1. 组分材料 Si3N4 与 SUS304 的温度依赖系数[20] 

材料 属性 0  1−  1  2  3  

Si3N4 

( )PaE  3.4843e11 0 −3.070e−4 2.160e−7 −8.946e−11 

( )1KTα
−  5.8723e−6 0 9.095e−4 0 0 

( )3kg mρ  2370 0 0 0 0 

SUS 304 

( )PaE  2.0104e11 0 3.079e−4 −6.534e−7 0 

( )1KTα
−  1.233e−7 0 8.086e−4 0 0 

( )3kg mρ  8166 0 0 0 0 

3.1. 控制方程的推导 

基于 Euler-Bernoulli 梁理论，考虑大振幅振动下的 von Kármán 几何非线性，应变与位移的关系可以

表示为[12]： 

 

2 22

2
1 1 ,
2 2

0.

x z
xx

yy zz xz xy yz

u u u w wz
x x x xx

ε

ε ε ε ε ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + = − +   ∂ ∂ ∂ ∂∂   
= = = = =

 (12) 

其中， xxε 为轴向正应变， u 为中性面的轴向位移， w 为横向挠度。在分数阶 Kelvin-Voigt 粘弹性本构框

架[11]下，可以得到： 
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 ( ), 1 ,xx xxE z T g
t

α

ασ ε
 ∂

= + ∂ 
 (13) 

 
2

11
1d 1 ,
2xx xxA

u wN A E g
x xt

α

ασ
  ∂ ∂ ∂ = = + +     ∂ ∂∂    

∫  (14) 

 
2

33 2d 1 ,xx xxA

wM z A E g
t x

α

ασ
 ∂ ∂

= = − + ∂ ∂ 
∫  (15) 

其中，截面刚度系数{ }11 22 33, ,E E E 由以下积分定义： 

 { } ( ){ }22
11 22 33

2

, , , 1, , d .
h ce

h ce
E E E b E z T z z z

−

− −
= ∫  (16) 

3.2. 控制方程 

考虑孔隙率和热力耦合效应，分数阶粘弹性 PFG 纳米梁的应变能的一阶变分为： 

 
2

20
d .

L
xx xx

u w w wU N M x
x x x x
δ δ δδ ∂ ∂ ∂  ∂  = + −   ∂ ∂ ∂ ∂   

∫  (17) 

忽略高阶旋转惯性项后，动能的变分可简化为： 

 00
d .

L u u w wK m x
t t t t

δ δδ ∂ ∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∫  (18) 

其中 

 ( )2
0

2

, d
h ce

h ce
m b z T zρ

−

− −
= ∫  

在外部施加的横向简谐分布力与非均匀热载荷的共同作用下，嵌入非线性 Winkler-Pasternak 弹性地

基中的 PFG 纳米梁(见图 1)的外部虚功变分可表示为： 

 ( ) ( )
0

cos d .
Lext

t
w wW q w N F x t w x
x x

δδ δ ω δ∂ ∂  = + +  ∂ ∂  ∫  (19) 

其中， q 为非线性弹性地基的反作用力， tN 为由温度变化引起的感应热轴向力[18]，其具体表达式分别

为： 

 
2

3
2 ,w p nl
wq K w K K w

x
 ∂

= − − + ∂ 
 (20) 

 ( ) ( )2

2

, , d ,
h ce

ht ce
N b E z T z T T zα

−

− −
= ∆∫  (21) 

利用哈密顿原理推导分数阶粘弹性纳米梁的控制微分方程：  

 ( )0
d 0.

t extK U W tδ δ δ− + =∫  (22) 

因此可得 PFG 纳米梁在热–力耦合环境下的非线性运动方程： 

 
( ) ( )

2

0 2

2 2 2

02 2 2

0,

cos 0.

xx

xx
xx t

uN m
x t

Mw w wN q N F x t m
x x x x t

ω

∂ ∂
− =

∂ ∂
∂∂ ∂ ∂ ∂  + + − + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (23) 
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为了捕捉微纳结构中的长程相互作用与小尺度效应，引入 Eringen 非局部弹性理论(NET)的微分等效

模型[13]。结合前文的粘弹性设定，非局部–分数阶粘弹性本构关系可统一表示为： 

 ( ) ( )
2

2
0 21 , ,xx xxe a E z T

x
σ ε

 ∂
− = ∂ 

 (24) 

其中， 0e a 为非局部参数。将上述非局部本构关系沿横截面面积积分，可得非局部应力与局部应力之间

的关系如下： 

 ( )
22

2
0 112

11 ,
2

xx
xx

N u wN e a E g
x xx t

α

α

  ∂ ∂ ∂ ∂ − = + +     ∂ ∂∂ ∂    
 (25) 

 ( )
2 2

2
0 332 21 .xx

xx
M wM e a E g
x t x

α

α

 ∂ ∂ ∂
− = − + ∂ ∂ ∂ 

 (26) 

忽略轴向惯性后，推导出置于非线性 Winkler-Pasternak 地基上的 PFG 纳米梁在热–力耦合环境下的

非线性偏微分控制方程： 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2 2 2
2 2

0 0 02 2 2

2 2 2
2 2 3

0 02 2 2

2 2 4
2

0 332 2 4

2 2 2
211

0 20

1 1

1 1

1 1

1 d 1
2

w

p nl

t

L

wm e a K e a w
x t x

wK e a K e a w
x x x

w wN e a E g
x x t x

E wg x e a
L xt x

α

α

α

α

   ∂ ∂ ∂
− + −   ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂

− − + −   ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ − + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂ − + −    ∂∂ ∂    
∫

( ) ( ) ( )

2

2
2

0 21 cos .

w
x

e a F x t
x

ω

∂

 ∂
= − ∂ 

 (27) 

为便于参数分析，引入以下无量纲量： 

 ( ) ( )

243
0

44 2
33 11

2 0

, , , , , , ,
12

, , , , ,
2

, , , .

pw
w p

c c

nl t
nl t

c c c c c

c

K Le a K Lx w I bhx w r I K K
L r A L E I E I

F x LK L E N LEK F x Q P N
E A E Ir E I E A E I

m t gO L t g O
E I O Oα

γ

ω

= = = = = = =

= = = = =

= = = Ω =

 

将上述无量纲参数代入控制方程，可得最终的无量纲非线性控制方程： 

 

4 2 2 2
2 2

4 2 2 2

22 2 2
2 3 2 2

2 2 2

22 2 212 2
2 2 20

1 1 1

1 6 3

1 1 d 1

w

p nl

t

w wQ g K w
t x x t x

w w wK K w w w
xx x x

w wN P g x
xx x t x

α

α

α

α

γ γ

γ γ

γ γ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

   ∂ ∂ ∂ ∂ − − + − +      ∂∂ ∂ ∂      

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − − + −     ∂∂ ∂ ∂ ∂    
∫

( )

2

2

2
2

21 cos .

w
x

F t
x

γ

 ∂
  ∂ 

 ∂
= − Ω ∂ 

 (28) 
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3.3. 问题求解 

为了推导系统的近似解析解并获取主共振状态下的稳态幅频响应，在无量纲控制方程中引入了外部

简谐激励与速度比例阻尼项，建立能够表征非线性共振区内幅频跳跃与调制现象的理论框架。计入阻尼

后的系统控制方程改写为： 

 

4 2 2 2
2 2

4 2 2 2

22 2 2
2 3 2 2

2 2 2

22 2 212 2
2 2 20

1 1 1

1 6 3

1 1 d 1

w

p nl

t

w wQ g K w
t x x t x

w w wK K w w w
xx x x

w wN P g x
xx x t x

α

α

α

α

γ γ

γ γ

γ γ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

   ∂ ∂ ∂ ∂ − − + − +      ∂∂ ∂ ∂      

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − − + −     ∂∂ ∂ ∂ ∂    
∫

( )

2

2

2
2

21 cos 2 .

w
x

wF t
tx

γ µ

 ∂
  ∂ 

 ∂ ∂
= − Ω −  ∂∂ 

 (29) 

多尺度法将非线性偏微分方程系统性地转化为一系列可递推求解的线性边值问题。具体而言，采用

Nayfeh 的渐近展开框架[21]来求解控制方程，并引入如下尺度参数： 

 3 2, ,F Fµ µ= =   (30) 

其中 为无量纲小参数，物理上表征特征挠度与纳米梁厚度之比，在摄动展开中作为记账参数。将系统

的横向位移场按一阶近似展开： 

 ( ) ( ) ( )0 0 1 1 0 1, ; , , , , ,w x t w x T T w x T T= +     (31) 

为准确追踪系统动态响应中的快慢演化特征，定义独立的时间尺度[22]： 

 0 1, ,T t T t= =   (32) 

其中 ( )0,1n
nT t n= = 代表不同的时间尺度。相应地，时间微分算子展开为[22]： 

 ( )

( ) ( )

0 1
0 1

2
2 2 2 2

0 1 0 0 1 12

1 2
0 1 1

,

2 ,

,

D D
t T T

D D D D D D
t

D D D D D O
t

α
α α α

α α −
+ +

∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂

∂
= + = + +

∂
∂

= + = + +
∂

 

  

  

 (33) 

其中， , 0,1, 2,n nD T n= ∂ ∂ = 表示定义在不同时间尺度上的偏微分算子。 
将渐近展开式(31)和时间微分算子(33)代入计入阻尼后的无量纲控制方程(29)，并按 的同次幂分离

方程，可推导出各阶摄动方程如下： 
零阶方程( 0 阶)： 

 
( )

4 22 2
2 20 0

04 2 2 2

22 2
2 2 2 0

0 02 2 2

1 1 1

1 1 0,

w p

t

w wQ gD K w K
x x x x

wD w N
x x x

α γ γ

γ γ

+

   ∂ ∂∂ ∂
+ + − − −   ∂ ∂ ∂ ∂   

    ∂∂ ∂
+ − + − =   ∂ ∂ ∂   

 (34) 

一阶方程( 1 阶)： 
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( )

( )

44 2
1 201

1 14 4 2
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2 22 212 20 0
0 1 02 2 20

2
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1 1 1

2 1 1 d 1

1

w

p nl

t

wwQ gD Q gD D K w
x x x

wK K w D w
x x x x

w wD D w P gD x
xx x x

N

α α

α

α γ

γ γ γ

γ γ

γ

−
+ +

+

 ∂∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ ∂ 
     ∂∂ ∂ ∂

− − + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂     

   ∂ ∂∂ ∂ + − − + −    ∂∂ ∂ ∂    

∂
+ −

∂

∫

( )
2 2

21
0 02 2 21 cos 2 .w F t D w

x x x
γ µ

   ∂ ∂
= − Ω −   ∂ ∂   

 (35) 

3.3.1. 线性问题 
零阶方程描述了系统的线性动态响应。基于标准波动力学解析方法，假设零阶方程的线性波传播解

形式为： 

 ( ) ( )0
0 1 e ,i T kxw A T ω −=  (36) 

其中ω 表示系统的线性固有频率； k 为空间波数； ( )1A T 表示受慢时间尺度 1T 调制的复振幅。将该解析

解代入线性控制方程式(34)中，即可提取出系统的特征色散关系： 

 ( )( ) ( )4 2 2 2 2
1 2 0,wQg i K k K k Kαω γ ω ω+ + − + − =  (37) 

式中， ( )2 2
1 p tK Q K Nγ γ= + − ， ( )2

2 w p tK K K Nγ= + − 。方程(34)关于波数 k 的四个特征根可精确表示为

fk k= ± 与 ek ik= ± ，其中 

 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

22 2 2 2 2
2 2 1

1

22 2 2 2 2
2 2 1

1

4

2

4

2

w

f

w

e

K K Qg i K K
k

Qg i K

K K Qg i K K
k

Qg i K

α

α

α

α

γ ω γ ω ω ω

ω

γ ω γ ω ω ω

ω

− − + − − + −
=

+

− + − − + −
=

+

 (38) 

因此，完整的波动解可以写成： 

 ( )0 e i tw Y x ω−=  (39) 

其中空间振型函数表示为如下叠加形式： 

 ( ) 1 2 3 4e e e ef f e eik x ik x k x k xY x C C C C− −= + + +  (40) 

施加简支边界条件可得到，可得系统的离散频率谱方程： 

 ( )( )( ) ( )( )4 22 2 2
1 2 0wQg i K n K n Kαω γ ω ω+ π + − π + − =  (41) 

3.3.2. 非线性问题 
为了求解一阶控制方程(35)，假设其具有如下复数形式的未扰动试探解： 

 ( ) ( ) ( )0 0
0 1 1e ei T i Tw Y x A T A Tω ω− = +   (42) 

式中， ( )1A T 表示受慢时间尺度 1T 调制的未知复振幅函数， ( )1A T 为其复共轭。本文专门针对主共振工况

展开分析，即外部简谐激励频率 Ω 接近系统线性基频ω 时所激发的非线性共振响应。为量化频率接近程
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度，引入无量纲失谐参数σ ： 

 ω σΩ = +   (43) 

其中， σ 表征激励频率与固有频率之间的微小失配。为了建立消除久期项的可解性条件，将一阶修正

项设为如下形式，以显式分离导致响应发散的久期分量与非久期分量[14]： 

 ( ) ( ) ( )0
1 0 1 1 0 1, , , e , ,i Tw x T T x T cc W x T Tωφ= + +  (44) 

其中 cc 代表前项的复共轭， ( )0 1, ,W x T T 表示非久期项相关的特解。将零阶解(42)、失谐关系(43)与一阶

修正形式(44)代入(35)，可得关于空间修正函数φ 的控制方程： 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )1

4 2 2 2
1 2

1 24 2 3 2 2 2 2 2
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1 e 2
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w
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i T
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Qg Y i D A K A AY A AY Y A AY Y
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F i AY
x

α

α

α

σ

ω φ γ ω φ ω φ

α ω γ γ

γ ω γ ω

γ µ ω

−

+ + − + −

 = − − − − 

− − + − +

 ∂
+

′′

′ ′′

− −

′′

 ∂

′



′′



∫
 (45) 

其中 1D A表示复振幅 A 对变量 1T 的慢时间导数。将方程右侧乘以模态函数 ( )Y x ，并在无量纲区间 [ ]0,1
上积分，可得系统幅频演化的久期方程： 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )1

1 2 2
2 1 1 1 3

2 2
1 1 2

2 1 3

3 1 e 2 0
2

nl

i T

Qg z i D A r z i D A K z A A

fPz z z g i A A i A

α

α σ

α ω ω

γ ω µ ω

− + + +

+ + + − + =
 (46) 

其中积分常数定义如下： 

 

1 1 1 12 2 2 2
1 20 0 0 0

1 1 14 2 2 2 2 3
30 0 0

d 1, d , d , d ,

d 6 d 3 d

Y x Y x z Y x z F Y Y x f

Y x Y Y x Y Y x z

γ

γ γ

′ ′′ ′′= = = − =

′ ′′− − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

复振幅 A 可采用极坐标形式表示为实值振幅与相位调制函数的组合： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1

1 1e cos sin
2 2

i TA a T a T T i Tλ λ λ= = +  (47) 

其中 ( )1a T 为慢变振幅， ( )1Tλ 表示由非线性效应引起的相位漂移。将极坐标分解代入久期方程(46)，并

分离实部和虚部，可得描述振幅–相位演化的两个耦合方程： 

 ( )

( )

( ) ( )

1
2

1
2

3 3 2 2
3 1 1 2

3 2 2
1 1 2

2
1 1

1 cos sin sin cos
2 2 2

1 cos cos sin sin
2 2 2
3 3cos cos
8 8
3 cos cos sin sin
8 2 2

1 sin cos cos
2
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Qg z a

Qg z a

K z a Pa z z z

Pa z z z g

fz a a T

α

α

α

α αα ω λ λ

α αα ω λ λ λ

λ γ λ

α αγ ω λ λ

γ ω λ λ λ σ

−

−

π π ′ + 
 

π π ′+ − 
 

+ + +

 π π  + + −    

′ ′− + + − − sin 0aµω λ =

 (48) 
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( ) ( )
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−
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 
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′ ′+ + − − + =

 (49) 

为消除相位依赖性并导出幅频关系，经过一些简单的代数变换可得到： 

 ( )3
1 1 1 1sinA a B a C a a D Tλ µω σ λ′ ′+ + + = −  (50) 

 ( )3
2 2 2 1cos ,A a B a C a D Tλ σ λ′ ′+ + = −  (51) 

其中 
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 
π π

= = − +

 π  = + + +  
  

 

上述方程中包含一个相位角，该相位角通过以下关系定义： 1Tλ σ θ= − 。其中σ 表示频率失谐参数，

θ 对应系统动力学引起的静态相位偏移。为求稳态周期响应，令 0a′ = 和 0θ ′ = ，消去θ 后，即得频率响

应方程： 

 ( ) ( )2 23 3 2
1 1 2 2B a C a a B a C a Dσ µω σ+ + + + =  (52) 

4. 数值模拟 

本节对分数阶粘弹性 PFG纳米梁的非线性动力学特性进行系统的参数化数值研究。该复合纳米梁由

氮化硅(Si3N4)陶瓷相和不锈钢(SUS304)金属相组成。材料的温度相关属性采用表 1 中列出的多项式经验

系数进行评估。 
图 2 展示了由 SUS304 和 Si3N4 组成的多孔功能梯度纳米梁沿厚度方向( cE E )的无量纲有效杨氏模

量( mz h )的变化。其中，图 2(a)~(c)分别对应于三种截然不同的孔隙率分布模式：Type 1、Type 2 和

Type 3。图中详细绘制了在不同材料梯度指数( 1, 2,10p = )和孔隙体积分数( 0,0.5ξ = )下的模量变化曲线。

如图所示，梯度指数的增加使有效性能向金属相的性能偏移。更重要的是，与理想的功能梯度梁( 0ξ = ，

实线)相比，内部微孔隙的引入( 0.5ξ = ，虚线)显著降低了整个厚度方向上的有效杨氏模量。 
图 3 展示了不同热环境(即 0 K,100 K,200 KT∆ = )以及不同温度演化模式(UTR, LTR, NLTR)对 PFG

纳米梁非线性动力学特性的影响。图 3(b)给出了系统的幅值–非线性频率关系曲线。该曲线表明，随着

振动幅值增大，系统非线性固有频率持续升高，呈现典型的硬化非线性特征；而温度增量 T∆ 的升高则

使该曲线显著向左频移。图 3(a)展示了相应的幅频响应曲线，可见温度升高导致结构刚度降低，使系统

在相同激励下达到更大的稳态共振振幅。值得注意的是，在相同的最大温度增量(200 K)下，均匀温升
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(UTR)模型产生的振动振幅最大，非线性频率偏移最显著，这源于 UTR 条件下整个横截面承受最大的温

度变化，从而产生最强烈的等效热压缩应力与结构软化效应。 
 

 
(a) 

 
(b)                                              (c) 

Figure 2.  Through-thickness variation of the dimensionless effective Young’s modulus of PFG nanobeams under different 
porosity distribution patterns 
图 2. 不同孔隙分布模式下 PFG 纳米梁的无量纲有效杨氏模量沿厚度方向的变化 

 
图 4 详细研究了在 100 KT∆ = 非线性温升(NLTR)环境下，不同地基参数对纳米梁非线性动力学行为

的调制效应。由幅值–非线性频率关系曲线(图 4(b))可见，增加线性地基参数( pK 和 wK )增强了系统等
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效刚度，导致线性固有频率随之升高。相应地，稳态幅频响应曲线图 4(a)表明，刚度增强有效限制了结

构的振动变形，使共振峰幅值逐渐减小。此外，引入非线性地基参数( nlK )后，在幅值趋于零时，

0nlK = 和 200nlK = 下的线性频率完全相同，说明 nlK 不会改变系统的初始线性刚度。然而，随着振动幅

值的不断增加，较高的 nlK 会激发更强的硬化非线性行为，使幅频响应曲线与幅值–非线性频率关系曲

线均呈现更显著的右弯。 
 

 
(a)                                               (b) 

Figure 3.  Nonlinear dynamic response of PFG nanobeams under different temperature increments and thermal distribution 
types (UTR, LTR, NLTR): (a) frequency-response curves; (b) amplitude-nonlinear frequency relationship curves 
图 3. PFG 纳米梁在不同温度增量和热分布类型(UTR, LTR, NLTR)下的非线性动力学响应：(a) 频率响应曲线；(b) 幅
值–非线性频率关系曲线 

 

 
(a)                                               (b) 

Figure 4. Nonlinear dynamic response of PFG nanobeams under different foundation parameters ( ,p wK K   and nlK  ): (a) 
steady-state amplitude-frequency response curves; (b) amplitude-nonlinear frequency relationship curves 
图 4. PFG 纳米梁在不同地基参数( ,p wK K 和 nlK )下的非线性动力学响应：(a) 稳态幅频响应曲线；(b) 幅值–非线性

频率关系曲线 
 

图 5 阐明了不同孔隙分布模式对纳米梁动力学行为的影响。幅值–非线性频率关系曲线图 5(b)可
见，无孔隙的理想功能梯度梁(Perfect FG beam)由于其未受损的抗弯刚度，因此具有最高的线性固有
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频率。相比之下，Type 3 孔隙分布产生的固有频率最低。该分布模式将微孔隙大量集中于梁的底部

金属相(SUS304)区域，从而最大程度地削弱了结构的整体等效抗弯刚度。图 5(a)的稳态幅频响应曲线

印证了这一现象：由于 Type 3 梁结构等效刚度最小，在相同外部激励下自然激发出最高的稳态共振

峰值幅值。 
 

 
(a)                                               (b) 

Figure 5.  Nonlinear dynamic response of PFG nanobeams under different porosity distribution patterns: (a) steady-state am-
plitude-frequency response curves; (b) amplitude-nonlinear frequency relationship curves 
图 5. PFG 纳米梁在不同孔隙分布模式下的非线性动力学响应：(a) 稳态幅频响应曲线；(b) 幅值–非线性频率关系曲

线 
 

图 6(a)表明，增大分数阶参数α 可有效抑制系统的共振振幅。由图 6(b)中的幅值–非线性频率关

系曲线所示，共振频率的大小遵循着 0.95 0.1 0.3 0.61α = → → → 的独特序列，说明等效刚度在中间阶

次达到最大值，而非边界处。这一非传统现象的物理根源在于分数阶导数算子的“双重角色”。由线

性固有频率的特征方程(41)可知，系统的等效储能模量主要受控于项 ( )cos 2g αω απ ，这引发了幂律

频率放大项 αω 与三角相位调制项 ( )cos 2απ 之间的竞争。对于 1ω > ，随着α 增大， αω 指数级增长，

而 ( )cos 2απ 快速衰减。为解释 0.61optα ≈ 处出现的峰值，定义有效刚度函数 ( ) ( )cos 2f αα ω α= π ，

并令其对 α 的一阶导数为零，导出超越方程： ( ) ( )tan 2l2 noptα ωπ = π ，将当前纳米梁的基频

( 9.63ω ≈ )代入，计算得 0.614optα ≈ ，与数值结果 0.61 高度吻合。这证实了最优刚化机制是高频分数

阶系统的固有特性：频率升高带来的刚度放大效应超过了粘性引起的刚度损失。这一非单调调制规律

与 Duan 等人[20]的结论一致，该研究指出，当 1ω > ，分数阶导数项的等效刚度贡献因子随阶次α 的

增大呈先增后减的变化趋势。 
前文通过频率响应曲线系统分析了系统的稳态特性，但纳米梁的连续动态演化过程尚需进一步探讨。

为此，给出瞬态时程位移响应，以揭示系统的瞬态行为并验证多尺度法解析解的准确性。图 7(a)描绘了

在不同热环境条件下 PFG 纳米梁的时程位移响应(细线)及其动态包络线(粗实线)。局部放大插图

[ ]0,2.5t∈ 展示了早期的瞬态振荡特征。从包络线可见，环境温度升高显著放大了系统的稳态振动幅值。

其物理机制在于：热诱导产生的压缩轴力削弱了结构的等效抗弯刚度。图 7(b)进一步展示了在不同地基

刚度参数( ,p wK K 和 nlK )下的时程响应及其包络线。随着地基刚度的依次增加，系统获得了更强的弹性

恢复力，从而显著抑制了稳态共振幅值。此外，局部放大插图 [ ]0,1.5t∈ 明确揭示了：增强的系统刚度

不仅显著提高了结构的振荡频率，而且在初始阶段立即限制了瞬态位移的过度增长。 

https://doi.org/10.12677/ijm.2026.152015


贺彦清 等 
 

 

DOI: 10.12677/ijm.2026.152015 162 力学研究 
 

 
(a)                                               (b) 

Figure 6. Nonlinear dynamic response of PFG nanobeams under different fractional-order parameters α :  (a) steady-state 
frequency response curves; (b) amplitude-nonlinear frequency relationship curves 
图 6. PFG 纳米梁在不同分数阶参数α 下的非线性动力学响应：(a) 稳态频率响应曲线；(b) 幅值–非线性频率关系曲线 
 

 
(a)                                               (b) 

Figure 7.  Transient time-history displacement and its dynamic envelope of PFG nanobeams: (a) different temperatures and 
temperature rise models; (b) different foundation stiffness parameters 
图 7. PFG 纳米梁的瞬态时程位移及其动态包络线：(a) 不同温度以及温升模型；(b) 不同地基刚度参数 

5. 结论 

本研究揭示了微孔隙分布、热环境、分数阶粘弹性地基与非线性刚度在功能梯度纳米梁中的耦合效

应，发现了忽略任一因素则无法观测的新现象：孔隙集中于金属侧(Type 3)与温升协同引发强软化，导

致共振振幅极度放大；分数阶参数α 因频率放大与相位调制的竞争而使等效刚度在 0.61α ≈ 处非单调达

到峰值；线性地基与热软化在全幅值范围竞争，而非线性地基仅在高振幅下引入硬化，形成可被动调控

的硬化–软化转换。瞬态分析进一步验证：地基增刚在振动初始即抑制位移过度增长，而温升放大了稳

态包络振幅。由此提出设计启示——通过调配孔隙分布模式、将粘弹性参数锁定在最优α 区间，以及组

合使用线性/非线性地基，可在 NEMS/MEMS 中实现频率与振幅的被动调谐和限幅，为多场耦合器件的

稳健设计提供理论依据。 
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