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Abstract 
The optimal attitude trajectory planning of three-axis satellite using approximate dynamic pro-
gramming (ADP) method is discussed. Firstly, the dynamic and kinematic equations of the 
three-axis satellite are used, and for given initial and final attitudes, the performance to be opti-
mized is selected as minimizing the rest-to-rest maneuver energy. On grounds of adaptive dynam-
ic programming structure, critic network and action network are used to approximate perfor-
mance index function and control variables respectively, and Runge-Kutta method to solve the 
state variables. Besides, a concrete expression of the utility function is provided which is suitable 
for this kind of problem. The simulation results show that the proposed algorithm satisfies the 
constraints well and can be used on-line with its small computational amount and low computa-
tional complexity. 
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摘  要 

应用近似动态规划方法解决三轴卫星姿态最优轨迹规划问题，首先使用三轴卫星的动力学和运动学模型，

对于给定的始末姿态，选取姿态机动能量消耗最少作为待优化的性能指标。文中根据自适应动态规划结

构，分别利用评价网络来近似性能指标函数和执行网络来逼近控制变量，龙格库塔法求解状态变量，并

给出了适合该类问题的一种效用函数的具体表达式。仿真结果表明应用近似动态规划解得的三轴卫星最

优轨迹，能够较好地满足各种约束条件，而且计算精度高、速度快，具有很好的实时性。 
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1. 引言 

从 1957 人类第一颗卫星上天到最近我国天宫二号载人航天的成功发射，航天技术一直是世界各国重

点发展的尖端技术。经过几十年的快速发展，航天技术日臻完善，卫星也因此广泛应用在通信，导航，

气象，军事等各个领域。在卫星执行空间任务的过程中，经常会需要使姿态从某一状态旋转到另一状态，

这要求卫星姿态控制系统必须根据初末端状态给出期望的控制力矩指令。本文根据三轴卫星姿态机动消

耗的能量最少作为待优化的目标提出了近似动态规划方法求解该优化问题。 
近似动态规划结合了动态规划、强化学习、神经网络等方面的内容，是一种智能优化控制方法。因

此近似的方法早在 1950 年后期就被认可，近似动态规划是一类启发技术，其通过搜索合适的近似来求解

代价函数。特别是，近似动态规划方法应用强化学习的思想来获得代价函数的在线近似而不需要使用系

统动态的知识。近年来，国际控制与智能计算领域的许多学者对近似动态规划进行了研究，但多数是关

于算法和仿真的研究，也有一些文献谈到近似动态规划的理论问题，如收敛性和最优性等，但主要是针

对线性系统和特殊非线性系统。文献[1]按照 ADP 的结构变化、算法的发展和应用三个方面介绍 ADP 方

法，总结了当前 ADP 方法的研究成果，并对该领域仍需解决的问题和未来的发展方向作了进一步的展望；

文献[2]提出了一种基于 ADP 方法的有限时域最优控制方法，该方法通过迭代求解最优控制策略，使得系

统的代价函数在 ε 范围内无限接近其最优值，并可以求出最优控制步数；文献[3]展示了基于 ADP 方法的

在线无模型自适应评价策略求解对于线性系统的离散时间和连续时间域的最优控制问题，并用在电力系

统的仿真验证了两种算法的有效性；文献[4]提出的不确定连续时间非线性多项式系统 GADP 方法，它不

需要使用神经网络去近似，并能通过在线学习得到全局自适应次优稳定的控制策略；文献[5]对连续时间

线性系统的无模型在线 ADP 求解无限范围线性二次型最优控制；文献[6]通过 2D 平面机器人举例说明

ADHDP 强化控制；文献[7]提出了两个无模型 ADP 方法，但是需要用到值函数对状态的导数信息；文献

[8]提出 ADP 方法用于一类非线性系统有限范围最优跟踪控制，文中用到迭代 HDP 算法；文献[9]提出了

迭代自适应算法用于带有约束输入的未知非线性离散时间系统的最优控制，文中用到一个神经网络辨识

未知动态系统，两个基于 GDHP 方法的神经网络逼近性能指标及其导数和控制律；文献[10]介绍了通过
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神经网络实现的基于 ADP 的自学习控制方法，并从强化学习与自适应评价设计两个方面研究了 ADP 的

发展状况；文献[11]提出新型策略迭代方法用于找出带有完全未知系统动态的线性连续时间系统的在线自

适应最优控制器，该方法根据状态与输入的在线信息，利用 ADP 技术迭代求解代数黎卡提方程；文献[12]
提出对于一类未知非线性动态系统使用 SN-DHP 技术的神经最优控制，该方法需要先辨识未知的动态系

统，然后采用单网络 DHP 求解最优控制问题；文献[13]提出针对离散时间 HJB 系统的基于三角形隶属度

函数的模糊 HDP 算法的收敛性分析与应用；Jennie Si 在通过联系与强化的在线学习控制中提了神经动态

规划方法，并在讨论与总结中提到自组织映射(SOM)网络在解决带有多变量的复杂系统可以降低计算复

杂度[14]；魏庆来等提出了基于策略迭代的稳定的 Q 学习算法实现非线性神经最优跟踪控制[15]。国内关

于三轴卫星姿态控制的研究很早就开始了，文献[16]对卫星动力学、卫星姿态控制等进行了深入研究；文

献[17] [18]对三轴稳定卫星分别采用了 Legendre 伪谱法和 Gauss 伪谱法进行姿态机动最优控制；文献[19]
介绍了控制参数辨识 RBF 神经网络滑模自适应控制。 

以上对于三轴卫星的控制方法中的伪谱法是基于插值近似的，插值点的个数以及初始值的选择都会

对最终结果产生较大影响；基于控制参数辨识的 RBF 神经网络滑模自适应控制，用参数辨识的方法在线

调整控制参数，使系统按照设定的模态运行，所谓的自适应是向给定模型逼近已达到某种性能指标。关

于近似动态规划在卫星姿态最优控制方面的应用还没有人研究，近似动态规划则是通过神经网络学习逼

近最优控制的，不需要按照给定的控制模型去近似，是一种智能的控制方法。本文通过近似动态规划方

法求解三轴卫星姿态机动问题，使用增广状态方程将三轴卫星的动力学方程与运动学方程合并为一个状

态方程，在此基础上分析了卫星的三轴姿态机动与单轴姿态机动的近似动态规划最优控制并与同为智能

算法的遗传算法的结果进行比较。 

2. 三轴卫星姿态机动最优控制问题 

2.1. 卫星动力学方程及卫星运动学方程 

应用修正罗德里格参数与方向余弦矩阵的关系式，可得修正罗德里格参数描述方式下的卫星运动方

程[17]。 

( )G=σ σ ω                                       (1) 

其中 

( ) ( )( )T T1 0.5 1
2

G I I= − + − +σ σ σσ σ σ  

式中 [ ]T1 2 3, ,σ σ σ=σ 为欧拉转角， [ ]T1 2 3, ,ω ω ω=ω 为姿态相对惯性参考坐标系的转速， σ 为斜对称阵。 

卫星姿态动力学方程 

= − + J J uω ω ω                                     (2) 

式中 J 为三轴卫星的惯量矩阵， u为外部作用力矩， ω 为斜对称阵。 

2.2. 最优控制问题的一般形式 

最优控制问题的三要素是，系统的运动方程，物理约束条件，性能指标。根据最优控制问题的三要

素，可以将一个一般的最优控制问题描述如下 
被控系统的状态方程及初始条件为 

( ) ( ) ( )0 0, ,f t t t= =  x x u x x                              (3) 
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其中， ( ) nt R∈ ∈x X 为状态向量，X 为状态向量的容许集； ( ) mt R∈Ω∈u 为控制向量，Ω 为控制向量的

容许集。试确定容许的最优控制 ( )* tu 和最优状态轨迹 ( )t∗x ，使得系统实现从初始状态 ( )0tx 到目标 

( ) , 0f ft t Ψ = x                                     (4) 

的转移，同时使得性能指标 

( ) ( ) ( )
0

, , dft
f f t

J t t L t t tϕ  = +     ∫x x u                            (5) 

达到极值。 

2.3. 卫星姿态机动能量最优控制问题的数学描述 

针对 2.1 节描述的卫星动力学及卫星运动学方程，结合 2.2 节给出的最优控制问题的一般形式，此处

给出三轴稳定卫星姿态机动的能量最优控制问题的一般形式 
针对三轴稳定卫星的系统方程 

= − + J J uω ω ω                                     (6) 

( )G=σ σ ω                                      (7) 

初始条件 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 3 1 2 30 , 0 , 0 , ,

0 , 0 , 0 0,0,0
i i i

x y z

σ σ σ σ σ σ

ω ω ω

=

=
 

终端约束 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 2 3 1 2 3, , , ,

, , (0,0,0)

f f f f f f

x f y f z f

t t t

t t t

σ σ σ σ σ σ

ω ω ω

=

=
 

性能指标 

( ) ( ) ( )
0

, , , dft
f f t

J t t L t t t tϕ  = +     ∫x x u                           (8) 

控制约束 
3R∈u  

由于上述最优控制问题，具有强非线性和耦合性，无法通过极小值原理或 HJB 方程等方法求得解析

解，因此需要通过数学方法变换为一类参数优化问题，再通过优化算法求解。 

3. 近似动态规划方法 

3.1. 近似动态规划方法概述 

近似动态规划的目标是为动态系统提供一个控制信号的集合，随着时间来最大化或最小化效用函数。

该效用函数可以是总能量、成本效率、轨迹的平滑性等。本文采用 ADHDP 近似动态规划方法，为了方

便说明，我们假设符号 ( )u t 表示控制信号， ( )U t 表示效用函数，它一般是系统状态的函数。执行网络用

来提供控制信号以最大化或最小化效用函数，这一目标是通过执行网络内部的权值调整实现的。而这一

调整又是通过各种信号的反向传播完成的。在每一步迭代中，都有前馈与反馈成分。在前馈过程中，执

行网络输出一系列控制信号，而其内部权值的调整是通过反馈过程实现的。换言之，ADHDP 的应用包括

两个迭代过程，1) 训练评价网络来学习与控制信号集合相应的效用函数；2) 训练执行网络来生成控制信
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号集合。ADHDP 是动态规划的近似实现，通过迭代逼近动态规划的真实解，因此可以逐步靠近非线性系

统的最优解。其基本思想是应用函数近似结构近似性能指标函数与控制策略，其最终目标是满足最优性

原理以获得最优控制与最优性能指标，有效解决复杂非线性最优控制问题[12]。 

3.2. 近似动态规划方法结构 

状态取增广形式
T

1 2 3, , , , ,x y zσ σ σ ω ω ω =  x ，控制变量 [ ]T1 2 3, ,T T T=u ，根据三轴卫星的动力学方程(6)

与运动学方程(7)可以得到状态方程的增广形式。令 

( ) 3 33 3
11

3 3

OO G
O

××
−−

×

   
=    −   




x x + u
JJ J

σ
ω

                             (9) 

上式具有如下形式 

( ) ( )f g= +x x x u                                   (10) 

其中 nR∈x 是系统状态， mR∈u 是控制输入。 
用神经网络构造评价网络如式(10)与执行网络如式(11) 

( ) ( )T
c c cJ W φ ε= +x x                                  (11) 

( ) ( )T
a a aW φ ε= +u x x                                  (12) 

其中 cW 和 aW 分别是评价网络与执行网络的神经网络权值， ( )cφ ⋅ 和 ( )aφ ⋅ 是神经网络的激活函数， cε 和

aε 是神经网络的近似误差。为讨论评价网络的权值更新算法，定义评价网络的误差如下 

( ) ( ) ( ) ( )1ce t J t J t U tγ= − − −                               (13) 

其中 γ 为折扣因子 ( )0 1γ< ≤ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TU t t t t t= +x x u u 。需要最小化的评价网络中的目标函数是 

( )21 .
2c cE e t=                                     (14) 

评价网络的权值更新规则是基于梯度的自适应算法表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 c
c c c

c

E t J t
W t W t l t

J t W t
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

                          (15) 

其中 ( ) 0cl t > 是评价网络在时间 t 时的学习率，它通常会随着时间递减到一个较小的值， cW 是评价网络

的权值向量。 
调节执行网络的原理是间接反向传播期望的终端目标和评价网络近似函数的误差。在执行网络中，

以测得状态用作网络的输入，以产生的控制作为网络的输出。执行网络的权值更新形式如下 

( ) ( )ae t J t=                                      (16) 

执行网络的权值更新用来最小化如下的性能指标测量 

( ) ( )21
2a aE t e t=                                     (17) 

权值更新算法与评价网络的权值更新相似，基于梯度下降规则 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 a
a a a

a

E t J t t
W t W t l t

J t t W t
 ∂ ∂ ∂

+ = + − 
∂ ∂ ∂  

u
u

                     (18) 

其中 ( ) 0al t > 是评价网络在时间 t 时的学习率，它通常会随着时间递减到一个较小的值， aW 是评价网络
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的权值向量。 
对于动态系统式(10)，相应的代价函数如式(8)，相应的哈密顿函数为 

( ) ( ) ( ) ( )( )T, , ,H J U J f g= + +x xx u x u x x u                         (19) 

其中 ( ) T T,U = +x u x x u u， J x 为代价函数 ( )J x 对 x 的偏导数。当问题的控制策略和代价函数均取最优

时，满足 HJB 方程，从而 ( ), , 0H J∗ ∗ =xx u 。 

评价网络的实际输出为 ( ) ( )Tˆ ˆ
c cV W φ=x x 将其带入哈密顿函数(19)，可得 ( )( )ˆ, , c c cH W eφ∇ =x u x 。评

价网络训练的目标就是使得 0ce = ，使得评价网络的输出值能够逼近代价函数的最优值。控制网的实际

输出表示为 ( ) ( )Tˆˆ a aW φ=u x x ，执行网络的目标就是使得执行网络的实际输出逼近评价网络输出决定的近

似最优控制策略 ( ) ( )1 T T 2c cR g Wφ−− ∇x x ，其中 ( )cφ∇ x 是 ( )cφ x 对 x 的偏导数。定义控制网络的实际输

出与最优控制二者之差等于 ae ，执行网络的目标就是使 0ae = 。基于上述思想设计评价网络和执行网络

的权值更新规则，使得评价网络和执行网络的权值能够同步更新[1]。 

3.3. 近似动态规划算法步骤 

1) 初始化执行网络与评价网络的神经网络的权值 aW 、 cW ，阈值 cε 、 aε ，以及神经网络学习率 al 、

cl ，定义折扣因子 γ 的值。 
2) 读取三轴卫星系统的状态并将其输入到执行网络，计算输出控制动作。 
3) 将当前的状态与执行网络输出的控制动作输入被控对象，通过被控对象状态方程获得下一阶段的

状态。 
4) 将状态、控制输入到评价网络，获得评价网络输出。 
5) 将下一时刻的状态输入到执行网络输出下一时刻的控制动作。 
6) 将新的状态、控制输入到评价网络，得到评价网络下一时刻的输出。 
7) 求解评价网络函数误差值，并依据 ADHDP 算法流程，依次训练评价网络的权值。 
8) 求解执行网络函数误差值，并依据 ADHDP 算法流程，依次训练执行网络的权值。 
9) 循环第 2)至第 8)步，直到达到最大训练次数或满足误差条件则仿真结束。 

4. 仿真实例 

仿真实验 1：设定三轴卫星只有第一个轴转动，卫星从姿态 [ ]0.1317,0,0 回到 [ ]0,0,0 ，其它两个轴初

始姿态与终端姿态保持不变，并且初始角速度与终端角速度为 0。表 1 为相关参数列表： 
 

Table 1. Single axis maneuver simulation parameter list [18] 
表 1. 单轴机动仿真参数列表[18] 

仿真参数 取值 

卫星转动惯量 J  
200

200
200

 
 
 
  

 

初始姿态 0σ  [ ]T0.1317 0 0  rad  

初始角速度 0ω  [ ]T0 0 0 rad s  

终端姿态 fσ  [ ]T0 0 0 rad  

终端角速度 fω  [ ]T0 0 0 rad s  

控制约束 1 1 1,2,3iu i− ≤ ≤ =  
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对动力学方程式(2)分析可知，由于 

0 200 0 0
0 0 200 0

0 0 0 200

0 0 0
200 0 200 0 0

0 0 0

z y x

z x y

y x z

z y x z y y z

z x y z x x z

y x z y x x y

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω ω ω

 −    
     − = − −     
     −     

   − − +   
      = − − = − + − =      
      − − + +      

Jω ω

 

于是 J = uω 即 1J −= uω 。 
根据状态方程式(1)式(2)及上表中初始状态可得 

[ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ }

1 1

2 2

3 3

2 2 2
1 1 2 3 1 3 1 2 2 2 1 3 3

2 2 2
2 3 1 2 1 1 2 3 2 1 2 3 3

2 2 2
3 2 1 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3

0.005
0.005
0.005

0.5 0.5 1 ,

0.5 0.5 1 ,

0.5 0.5 1 .

T
T
T

ω
ω
ω

σ σ σ σ ω σ σ σ ω σ σ σ ω

σ σ σ σ ω σ σ σ ω σ σ σ ω

σ σ σ σ ω σ σ σ ω σ σ σ ω

=
 =
 =
  = + − − + + − + 
  = − + + − + − + +  

  = + + − + + − − + 













 

上面的状态方程可以写成如下的离散化形式 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

1 0.005
1 0.005
1 0.005

k k t k T t
k k t k T t
k k t k T t

ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω

+ = + ∆ = + ∆
 + = + ∆ = + ∆
 + = + ∆ = + ∆







 

当 1 2 30, 0, 0T T T≠ = = 时有 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

2

3

1 0.005
0
0

k k t k T tω ω ω ω
ω
ω

+ = + ∆ = + ∆
 =
 =



 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1

2

3

1 0.5 0.5 1

0,
0.

k k t k tσ σ σ σ σ ω

σ
σ

  + = + ∆ = + + ∆  =
 =



 

由上面推导可知，可以用单轴力矩控制去实现单轴机动。为检验近似动态规划方法的性能，用遗传

算法模拟的 bang-bang 控制作为对比。利用遗传算法模拟 bang-bang 控制 20 步，步长 1.02 S，结果如图

1(a)~(c)中虚线所示。采用近似动态规划算法，设迭代 ADP 算法的误差界为 510ε −= ，在时间 0t = 时开始

执行该算法，我们选择三层前馈神经网络作为执行网络与评价网络，其结构分别为 6-12-3，9-12-1，两个

神经网络的权值随机初始化在[−1,1]之间，训练评价网络与执行网络 20 次迭代，每次迭代 1000 个训练步，

确保达到给定误差界 510ε −= ，在训练过程中 0.05c aα α= = ，仿真结果如图 1(a)~(c)中实线所示。在图

1 中由于只有单轴运动，第 2，3 轴力矩、角速度、角度都为 0，因此没有标注。通过两种方法的对比可

以看到，ADHDP 可以达到近似 Bang-Bang 控制的效果。 
仿真实验 2：设定三轴卫星三个轴都需要转动，卫星从姿态 [ ]T0,0,0 到 [ ]T0.1264,0.1953, 0.0523− ，并

且初始角速度与终端角速度为 0。表 2 为相关参数列表： 
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(a)                                                  (b) 

 
(c) 

Figure 1. (a) Attitude angle; (b) Angle velocity; (c) Curve: Control torque 
图 1. (a) 姿态角度；(b) 角速度；(c)控制力矩 
 

Table 2. Three axis maneuver simulation parameter list [18] 
表 2. 三轴机动仿真参数列表[18] 

仿真参数 取值 

卫星转动惯量 J  
200

200
200

 
 
 
  

 

初始姿态 0σ  [ ]T0 0 0  rad  

初始角速度 0ω  [ ]T0 0 0 rad s  

终端姿态 fσ  [ ]T0.1264 0.1953 0.0523  rad−  

终端角速度 fω  [ ]T0 0 0  rad s  

控制约束 1 1 1,2,3iu i− ≤ ≤ =  

 
同样为与近似动态规划方法作对比，采用遗传算法，分别采用 20 个时间步，步长 1.5 s，仿真结果如

图 2(a)~(c)中虚线所示。采用近似动态规划方法，设迭代 ADP 算法的误差界为 510ε −= ，在时间 0t = 时 
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(a)                                                 (b) 

  
(c)                                                 (d) 

Figure 2. (a) Attitude angle; (b) Angle velocity; (c) Control torque calculated by GA; (d) Control torque calculated by 
ADHDP 
图 2. (a) 姿态角度；(b) 角速度；(c) GA 方法控制力矩；(d) ADHDP 方法控制力矩 
 
开始执行该算法，我们选择三层前馈神经网络作为执行网络与评价网络，其结构分别为 6-12-3，9-12-1，
两个神经网络的权值随机初始化在[−1,1]之间，训练评价网络与执行网络 20 次迭代，每次迭代 1000 个训

练步，确保达到给定误差界 510ε −= ，在训练过程中 0.05c aα α= = ，迭代 ADHDP 算法仿真结果如图 2(a)，
图 2(b)，图 2(d)中实线所示。在图 2 中标注 1、2、3 分别对应三轴卫星的三个轴。由 GA 和 ADHDP 的

对比可知，由于 GA 是基于随机搜索的方法寻找能够实现一定目标的控制策略的，因此其控制力矩显得

杂乱无章，而 ADHDP 方法，是先通过在线学习再去优化控制，所以其控制力矩曲线较为光滑。 

5. 结论 

本文采用了 ADHDP 和 GA 算法两种智能优化算法对三轴卫星姿态单轴机动和三轴机动路径规划控

制做了比较，从仿真结果可以看出，近似动态规划的方法可以求解三轴卫星姿态机动的路径规划问题，

并能求得较优的结果。三轴卫星是一个复杂非线性系统，对其进行姿态机动的能量最优控制问题的求解

十分困难，本文提出了一种求解该问题的非线性控制方法，ADHDP 方法采取非线性函数拟合方法逼近动

态规划性能指标函数和最优控制律，通过它可以有效求解该类复杂非线性系统最优控制问题。 
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