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Abstract 
The sparse representation, after decades of development, has been deeply studied and applied in 
many fields. Estimation of signal sparsity is an important part of the work in the sparse decompo-
sition of signal. According to the noise characteristics, this paper proposes a method for estimat-
ing sparse degree. By constructing the Fourier base dictionary, using the uniform distribution 
characteristics of noise energy in the whole frequency domain, and through the sparse characte-
ristics of signal traversing the full spectrum, the accuracy of the signal sparsity is gradually deter-
mined. Simulation results show that the proposed method can effectively complete the estimation 
of signal sparsity. 
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摘  要 

稀疏表示方法经过几十年的发展，在很多领域得到了深入研究与应用。信号稀疏度的估计是对信号进行

稀疏分解的工作中的重要环节。根据噪声的特性，提出了一种稀疏度估计方法。即通过构造傅立叶基字

典，利用噪声能量在全频域均匀分布的特点，通过遍历信号在全频谱上的稀疏特性，逐步确定准确的信

号稀疏度。仿真实验结果表明，提出的方法能有效的完成对信号稀疏度的估计。 
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1. 引言 

对信号稀疏度的估计一直是稀疏表示领域中需要迫切解决的问题，当我们知道了信号稀疏度时，可

以更为准确的对信号进行稀疏表示。目前对信号的稀疏度估计的方法有主成分变换(Principle Component 
Analysis, PCA)方法[1]-[3]、自适应稀疏度估计的贪婪回溯(Adaptive Sparsity Matching Pursuit, ASMP)方法

[2] [4] [5]等是目前比较常用的方法。 
前者通过类似小波变换方法估计图像稀疏度的方法设计出利用主成分分析变换来估计图像稀疏度，

主成分变换方法表示具有速度快、复杂度低等优点，因此利用主成份分析方法进行稀疏度估计的结果评

价更客观。文章假设图像的稀疏度与其方差存在线性关系，且该线性关系可以通过数据拟合得到，在仿

真中利用主成份分析方法计算图像的方差，利用拟合得到的线性关系估计图像的稀疏度，仿真测试结果

显示这种方法取得了很好的稀疏度估计效果。但该方法依然存在不足，一是没有充分的理论依据对文中

的假设做出说明，二是仿真测试选择的图像数量过少。 
后者是通过采取一种新的稀疏表示匹配算法 ASMP 算法，迎合自然条件下稀疏度未知的条件，弥补

文中算法的不足，该算法不仅互补了 MP，OMP 等匹配算法中的缺陷，在算法复杂度及鲁棒性方面都有

所增强。同时在图像的稀疏分解中，综合 StOMP 算法和 CoSaMP 算法的优势，互补了以上两种算法的缺

陷，在提高算法鲁棒性和可靠性的同时折中了传统稀疏分解去噪算法的时间开销。 
以上两种方法主要应用于图像处理领域。但在一维信号处理领域，对信号稀疏度的估计的要求和图

像压缩不同。本文尝试通过探求信号中的噪声特性，根据噪声的分布特性，在遍历信号在全频域的的稀

疏特性的基础上，构造一种估计信号稀疏度的方法。利用信号在冗余稀疏度的稀疏分解下的相对误差的

分布，逐步准确的估计信号在噪声下的稀疏度。并通过仿真数据对提出的方法进行验证。 

2. 稀疏基与稀疏表示算法 

2.1. 傅立叶基字典的构造 

傅立叶变换能够得到信号的频域表示，反映了信号在全部时间范围内的所有频谱成分，因此，傅立

叶变换在描述平稳信号时效果很好。如果将傅立叶变换以基的形式描述，则傅立叶基是频域字典中最典

型的一个完备字典，这个字典的原子可用正弦波性的集合 gγ 表示，如式(1)所示， f 表示原子的频率， snT
表示信号时间[6] [7]。 

( ) 2πe sjfnTg nγ =                                      (1) 
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其中 { }0,1, , 1n N∈ − 。 

2.2. 正交匹配追踪算法 

正交匹配追踪算法在稀疏分解中的应用最广泛，它的原理是在一般匹配追踪的基础上增加正交化过

程，这个过程可以用更少的原子来表示信号，使信号变得更为稀疏，因此 OMP 算法的收敛速度较快[8]。 
OMP 算法用于信号的稀疏表示的具体步骤如下： 
步骤 1：设定算法输入，信号 y，字典 A，稀疏度 K。 
步骤 2：初始化算法参数，残差 0r y= ，分解系数 ˆ 0x = ，索引集 0t = ∅，子字典 0T = ∅，迭代因子 1l = ，

最大迭代次数 iterNum K= 。 
步骤 3：迭代过程，在第𝑙𝑙次循环 ( )1l ≥ ，运行以下分步骤。 
1) 相关最大计算寻找最佳原子索引 

( )1arg max , , 1, 2, ,l i li
i d r i N−= = 

 

2) 更新原子索引集合 

1l l lt t i−=   

3) 更新子字典 

1 ll l iT T d−=   

4) 更新系数估计 

[ ]ˆ l lx t T y+=  

其中， ( ) 1H H
l l l lT T T T

−+ = 。 
5) 更新残差 

( )l l lr y T T y+= −  

6) 判断终止条件，若 l K> ，算法结束。 
步骤 4：输出分解系数 x̂ 。 
步骤 5：合成稀疏信号 

ˆy Ax=  

3. 稀疏度估计方法 

3.1. 基于主成份分析的稀疏度估计方法[1] [3] 

对信号进行 PCA 变换后的系数特性进行分析，假设对于任意给定的自然场景图像，其 PCA 后的系

数为 , 0, 2, , 1i i nα = − ，则该系数曲线可近似看作正态分布函数，其均值为 µ ，方差σ 可通过下式得到。 

( )21

0

n
ii

n
α µ

σ
−

=
−

= ∑  

稀疏度 K 与方差σ 间存在如下的线性关系 

K a bσ= +  

式中， a 和 b 为常数，可以通过数据拟合的方式得到可以看出，当上述假设成立时，只需要对信号数据
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进行一次 PCA 得到变换后的系数，就可以通过上述两式对稀疏度进行估计。 
将得到的系数采用最小二乘方法进行拟合，拟合时直接采用 Matlab7.x 中的 polyfit 函数，该函数采

用最小二乘法曲线拟合方法，所得到的函数值在基点处的值与原来点的坐标偏差最小。得到拟合公式为 
0.3607 2.5499K σ= × +                                  (2) 

3.2. 基于噪声特性的稀疏度估计方法 

在无噪声干扰的情况下，OMP 算法会将信号𝑆𝑆在字典𝐴𝐴的作用下稀疏表示为指定稀疏度 K 的稀疏信

号 Y。当指定稀疏度 K 小于信号 S 的真实稀疏度时，OMP 算法会将信号 S 在频域中安频率分量的大小，

从大到小选出 K 组频率分量输出为稀疏信号 Y；当指定稀疏度 K 大于或等于信号 S 的真实稀疏度时，理

论上有稀疏信号 Y 和信号 FS 相等。在有噪声干扰的情况下，和无噪声干扰不同的是当指定稀疏度 K 大

于或等于信号 S 的真实稀疏度时，稀疏信号 Y 和信号 S 不再相等，而是随着指定稀疏度 K 的增大，稀疏

信号 Y 不仅会信号 FS 中的所有分量，而且还会有“杂波”。这些杂波本质上是噪声，在 OMP 算法中的

过稀疏度表示时被误认为是信号有用频率分量。而且这些杂波的出现也有规律，即杂波出现的频率分量

刚好是白噪声在该处能量最大的地方。噪声在整个频谱近似于均匀分布，即杂波出现的频点位置以均匀

分布的方式依概率分布在全频域中。这个性质为我们估计稀疏度提供了理论支撑[9] [10]。 
于是我们想到，可否现将信号𝑆𝑆进行分段，然后每一段信号进行一次稀疏度为 K 的 OMP 分解，根据

分解的结果，来判断稀疏度选择的正确性。若所有分段后的信号 FS 都相等，说明稀疏度选择过小，若不

等，说明稀疏度选择过大，重复多次直到确定信号 S 的稀疏度。 
但单单依靠这个方法去估计稀疏度会存在一个问题，在逐步增大稀疏度 K 时，有可能在噪声较大时，

估计的稀疏度偏小。这是因为 OMP 算法在对信号进行稀疏表示时，每次迭代只选取一个能量最大的频率

分量造成的。当信号 FS 中有 N 个频率分量上的能量相差无几时，在噪声的干扰下，会随机的使其中一个

频率分量的能量超过其他的频率分量，导致 OMP 算法在分解后出现不相同的 FS ，但这时指定稀疏度并

未达到信号的真实稀疏度，而导致估计错误，我们称这类估计错误的原因为第二类误差。 
针对这个问题，需要寻求一种新的稀疏度判别手段，对分段后的信号 FS 的频点位置进行统计，若新

出现的频率分量的位置个数小于信号分段数的
1
N
，我们就有很大的把握相信出现了上面所说的第二类误

差。若新出现的频率分量的位置数大于信号分段数的
1
N
，这时我们有很大的把握相信预定的稀疏度选择

过大。在分段数的选择上，一般选择大于信号 FS 中最大𝑁𝑁的三倍。 
通过前面分析，信号稀疏度估计的步骤如下： 
步骤 1：将信号“S”进行分段为 1 2, , , numS S S 。 
步骤 2：构造傅立叶基字典 A。 
步骤 3：假定稀疏信号 1 2, , , numS S S 的稀疏度 K 为 1。对 1 2, , , numS S S 依次进行 OMP 算法稀疏表示

为 1 2, , , numY Y Y 。即将 1 2, , , numY Y Y 组成一个矩阵 [ ]T1 2, , ,sp numY Y Y Y=  ，并将 spS 中非零元素全部变为 1，

组成矩阵 *sp
Y ，然后对矩阵 *sp

Y 列求和得到 [ ]*
T

1 2, , ,col col colnumsumsp
Y Y Y Y= 

，计算 *sumsp
Y 满足条件

0 0.9, 1, 2, ,isum i num< < =  的元素个数 M，若存在大于等于分段数的个数 M，则判断有误差，否则判断

无误差。 
步骤 4：若存在误差，则执行步骤 5，否则将稀疏度加 1，再一次对 1 2, , , numS S S 依次进行稀疏表示，

执行步骤 3。 
步骤 5：将 1K − 作为估计后的稀疏度输出。 
实现框图如下： 
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开始

信号S分段

字典A的构造

设定输入参数
稀疏度K=1

对每段信号
进行OMP分解

将每段稀疏后
信号进行归一化

对归一化信号
进行列求和

进行误差
类型判断

输出估计
稀疏度

有误差

K=K+1

无误差

 

4. 实验仿真验证 

4.1. 基于主成份分析法的稀疏度估计方法验证 

假设仿真信号由单频信号 120 Hz 起，步长为 4 Hz，终止频率为 132 Hz 到 154 Hz 组成的 6 组正弦信

号，运用上述(2)式进行稀疏度估计。估计结果如表 1 所示。 
表 1 显示了在一维信号中，利用主成份分析方法对稀疏度进行估计的结果，结果显示该方法并不能

有效的对一维信号进行有效的稀疏度估计。 

4.2. 基于噪声特性分析法的稀疏度估计准确率随信噪比的变化 

假设仿真信号由单频信号 120 Hz 起，步长为 4 Hz，终止频率为 160 Hz 组成的正弦信号，幅值为 5，
6，1，6，4，1，2，4，6，6；经过高斯白噪声加扰形成。采样频率 2500 HzsF = ，字典𝐴𝐴起始频率为 0 Hz，
终止频率为 250 Hz。误差门限设置为 1 倍信号分段数。信号长度为 25,000，将该信号均分为 10 段，进行

20 次稀疏度估计。 
运用本文的稀疏度估计方法对该仿真信号进行稀疏度估计准确率随信噪比变化如图 1 所示。 
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Table 1. System resulting data of sparsity estimation 
表 1. 稀疏度估计结果数据 

信号真实稀疏度 σ 估计稀疏度 相对偏差 

1 7.1777 5.1389 413.89% 

2 8.6330 5.6638 183.19% 

3 6.3652 4.8458 61.52% 

4 10.0767 6.1846 54.61% 

5 8.8899 5.7565 15.13% 

6 8.3682 5.5683 7.19% 

 

 
Figure 1. Stem: system result of sparsity estimation 
图 1. 标准试验系统结果线图 

 

从图 1 可以看出，当信噪比小于−4 db 时，信号稀疏度估计的准确率为零，此时信号受噪声干扰较为

严重。当信噪比在−4 db 至−1.5 db 时，信号稀疏度估计的准确率随着信噪比的增大而增大。当信噪比在

−1.5 db 至 0.75 db 时，信号稀疏度估计的效果最好，可以达到 85%以上。当信噪比大于 0.75 db 时，稀疏

度估计的准确率不升反降，这是因为当信噪比过高时，起始频率与终止频率之差是 250 Hz，在稀疏度为

10 的仿真信号中，误差稀疏度会以一定的概率重复出现在同一频点，导致估计稀疏度比真实稀疏度高 1，
导致稀疏度估计的准确率在 90%左右。 

5. 结论 

本文利用含噪信号在全频域上的稀疏特性，构造了基于傅立叶基的完备原字库。再根据噪声特性，

在冗余稀疏度条件下对含噪信号进行稀疏表示，运用本文的误差判别方法对信号稀疏度进行估计。实验

表明，本方法可以在较低的信噪比噪声环境下对信号的稀疏度进行估计。相比之下，本文方法比利用主

成分分析方法对信号稀疏度估计更为准确，在低信噪比的情况下依然可以对信号的稀疏度进行有效的估

计。 
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