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摘  要 

波达方向估计(DOA, Direction of Arrival)为第五代(5G, the 5th Generation)移动通信系统的定位技术

提供了重要的支撑，但现有的DOA估计算法有些由于计算量较大，无法用于5G移动通信的目标定位。本

文提出了一种基于信号子空间的快速多项式求根测向算法。该算法从信号子空间构造多项式系数，然后

通过多项式求根得到目标的DOA。所提的求根方法易于构造多项式系数，仅从M个根就即可估计M个

DOA。与其他多项式求根方法相比，对于大型阵列，该方法可以显著降低计算量。计算机仿真结果证明

了所提方法的正确性和有效性。 
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Abstract 
DOA (Direction Of Arrival) provides an important support for the positioning technology of 5G 
(the 5th Generation) mobile communication system, but some of the existing DOA estimation al-
gorithms cannot be used for the target positioning of 5G mobile communication due to the large 
amount of computation. In this paper, a fast polynomial rooting direction finding algorithm based 
on signal subspace is proposed. The algorithm constructs polynomial coefficients from signal sub-
space, and then gets the DOAs of the signals by polynomial rooting. The proposed method is easy 
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to construct polynomial coefficients, and M DOAs can be estimated from M roots only. Compared 
with other polynomial rooting algorithms, our algorithm can significantly reduce the computation 
for large arrays. Simulation results prove the correctness and effectiveness of the proposed method. 
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1. 引言 

近几十年来，雷达的发展日新月异，在军用和民用两个领域中雷达均成为了环境感知和目标探测的

重要核心设备。因为阵列天线的可靠性、可拓展性以及对波束的灵活控制，使得阵列天线作为接收/发射

天线广泛应用于各种类型的雷达。随着阵列天线的应用，传统雷达的信号处理方法不能发挥出阵列天线

的优势，阵列信号处理技术应运而生，其中，波达方向(Direction of Arrival, DOA)估计[1] [2] [3]更是阵列

信号处理的重要组成部分。DOA 估计通过多个传感器阵元共同采样来波信号接收阵列数据，实现对有用

信号进行增强、对噪声信息进行抑制的目的，最终估计信号的波达方向角度。随着 DOA 估计技术性能的

提高，其应用领域也在迅速发展。对空间多个来波信号进行高精度的测向符合国防及民生众多行业部门

的迫切需求，同时赋予了 DOA 估计重大的研究意义[1] [2] [3]。 
基于特征分解方法的 DOA 估计是一个活跃的研究领域。这些方法通常分为两大类：基于谱峰搜索的

算法[4] [5] [6]和基于求根的算法[7] [8] [9] [10]。基于谱峰搜索的算法需要在雷达一定的角度范围内进行

角度搜索，所以其估计精度和计算量与搜索步长紧密相关，且两者相互矛盾。如果步长选择比较大，该

类算法的计算量比较小，但测角精度不高；反之，步长选择较小可在一定程度上提高精度，但计算量会

急剧增加。与基于谱峰搜索的算法相比，基于求根的算法表现出更高的角度分辨率和更低的计算量。迄

今为止，各国学者已经提出了很多基于求根的算法，如求根 MUSIC 算法(RM, Root MUSIC) [7]和求根最

小模算法(RMN, Root Minimum Norm) [8]，但这些方法都需要进行高阶多项式求根，而高阶多项式求根可

能得到多余的根，导致 DOA 估计出现错误。为了解决这个问题，文献[9]中提出了一种基于噪声子空间

的快速求根 MUSIC 算法；文献[10]中，提出了新的基于二阶和四阶(FO, Fourth Order)统计的简化多项式

求根算法，但是高阶统计量同样会带来计算量较大的问题。 
本文提出了一种新的基于信号子空间的多项式求根算法。利用子空间理论，我们推导了所提算法的

M 阶多项式的系数，并给出了具体的多项式计算公式，然后通过计算一个 M 阶多项式的根可以获得 M
个 DOA。与其他多项式求根算法相比，所提算法实现简单，更适合于大型阵列。 

2. 算法描述 

2.1. 信号模型 

考虑一个有 L 个阵元且阵元间间距为半波长的均匀线性阵列，从 ( )1,2, ,i i Mθ =  方向接收 M 个窄带

平面波信号。假设信号和噪声是平稳、零均值的不相关过程，噪声是均值为零的白噪声，方差为 2σ 。阵

列接收的回波信号模型为 
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( ) ( ) ( ) ( ), 1, ,n n n n Nθ= + = X A S N                            (1) 

式中， ( )nX 是接收的数据向量， ( )nS 是信号向量， ( )nN 是噪声向量， ( )θA 是导向矢量矩阵，

( ) ( ) ( )1 2( ) , , , Mθ θ θ θ=   A a a a ， ( ) sin ( 1) sin1, , ,t t
Tj j L

i e eπ θ π θθ − − − =  a ；N 是快拍数。 

阵列协方差矩阵为 

1

1 ( ) ( )
N

H

n
n n

N =

= ∑R X X                                  (2) 

式中，H 表示埃尔米特转置。 
通过对 R 进行特征分解，可以得到 L M× 维的信号子空间矩阵 sU ，它由协方差矩阵 R 的 M 个最大

特征值对应的 M 个特征向量组成。 

2.2. 算法原理 

因为 sU 的秩是 M，假设存在一个 1M × 维的向量 [ ]1 2, , , T
Mc c c=c  和一个 ( ) 1L M− × 向量 

[ ]1 1,0, ,0 T=e  满足 

1, 0T T
S  = c e U                                    (3) 

定义 

1

2

s
S

s

 
=  
 

U
U

U
                                     (4) 

式中， 1sU 是一个 M×M 的子矩阵， 2sU 是一个 ( )L M M− × 的子矩阵，把式(4)带入式(3)中， Tc 可以表示

为 
1

1 2 1( )T T
s s

−= −c e U U                                   (5) 

式中， ( ) 1
1s

−U 表示矩阵 1sU 的逆。 
令 sinjz e π θ−= ，那么转向矢量可以写成 

1( ) 1, , ,
TLz z z − =  a                                   (6) 

由于信号子空间与入射信号的导向矢量所组成的空间相同，根据式(3)，可定义如下的多项式 

( ) ( )1, 0T Tz z = = G c e a                                 (7) 

现在 Tc 已经由式(6)确定，多项式 G(z)为 

( )
1

1
1

1
0, 1

M
i i

M
i

z z c
+

−
+

=

= = =∑G c                               (8) 

式(8)具有 M 个根，其对应于 M 个信号的 DOA。在计算得到式(8)的 M 个根 ( )1,2, ,iz i M=  之后，

信号的 DOA 可表示为 

( )1arcsin , 1,2, ,i iphase z i Mθ
π
 = =  


                          (9) 

式中， ( )iphaes z 表示取 iz 的相位。 

2.3. 算法步骤 

由上述分析，该算法基本步骤可归纳如下： 
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(1) 由阵列接收的数据 X(n)估计阵列协方差矩阵 R ； 
(2) 对协方差矩阵进行提特征值分解或奇异值分解，得到信号子空间 Us； 
(3) 将信号子空间 Us分为 M × M 和 ( )L M M− × 两个子矩阵 1sU 和 2sU ，并利用式(5)计算得到多项式

系数 c； 
(4) 根据式(8)构造多项式，求出多项式的 M 个根，并利用式(9)计算得到各信号的 DOA。 

3. 计算量分析 

表 1 给出了所提算法、RM、RMN 和文献[9]中多项式求根算法的计算量对比。 
 
Table 1. The computational cost of polynomial rooting for four methods 
表 1. 四种算法多项式求根的计算量 

计算量 
算法 多项式系数求解 求根过程 

所提算法 ( )3 2M Mο +  ( )2Mο  

RM 算法 ( ) ( )2 2L L M L Lο  − + +   ( )22 2Lο  −   

RMN 算法 ( ) ( )31 1L L Mο  − + −   ( )21Lο  −   

文献[9]算法 ( ) ( )3L M M L Mο  − + −   ( )2Mο  

 
从表 1 中我们知道，所提算法的多项式求根的计算量与 L 无关，对于大型阵列，其阵元数远远大于

目标数，即 L M 时，所提算法计算量要远远小于 RM、RMN 和文献[9]中的算法。因此，本文所提的

算法更适用于大型阵列的 DOA 估计。 
 

 
Figure 1. Computational cost of the polynomial rooting for four methods versus L 
图 1. 四种算法多项式求根的计算量随 L 变化曲线 

 

图 1 给出了四种方法的多项式求根计算量随 L 的变化曲线。仿真过程中，假设信源数 M = 2，阵元
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数 L 在 5 到 100 之间按步长 5 变化。从图中可以看出：所提算法的计算量不随阵元数变化，且当 L M

时，另外三种多项式求根算法的计算量几乎相同，要远远大于本文所提算法。 

4. 计算机仿真结果 

仿真过程中，假设均匀线阵阵元数 L = 10，快拍数 N = 256。 
图 2 给出了信噪比 SNR = 15 dB 时，RM 算法、RMN 算法和所提算法对位于 60˚方向信号的 DOA 估

计结果。从图中可以看出，RM 算法需要计算 2L − 2 = 18 个根，正确根位于单位圆附近且成对出现；RMN
算法需计算 L − 1 = 9 个根，正确根位于单位圆附近；而本文所提算法只需计算 M = 1 个根，可以较为精

确地估计出目标的 DOA，且不会出现多余错误的 DOA 估计值。 
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(c) 

Figure 2. DOA estimated results with SNR = 15 dB of three algorithms for the one signal. (a) RM algorithm; (b) RMN 
algorithm; (c) The proposed algorithm 
图 2. SNR = 15 dB 时，三种算法对单个信号的 DOA 估计结果。(a) RM 算法；(b) RMN 算法；(c) 所提算法 
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(c) 

Figure 3. DOA estimated results with SNR = 20 dB of three algorithms for the one signal. (a) RM algorithm; (b) RMN 
algorithm; (c) The proposed algorithm 
图 3. SNR = 20 dB 时，三种算法对单个信号的 DOA 估计结果。(a) RM 算法；(b) RMN 算法；(c) 所提算法 
 
图 3 给出了信噪比 SNR = 20 dB 时，RM 算法、RMN 算法和所提算法对位于−30˚、10˚、40˚、60˚四

个方向信号的 DOA 估计结果。同样从图中可以看出：RM 算法和 RMN 算法都会得到多余的根，而本文

所提的算法有几个信号就计算多少个根，不会产生错误的 DOA 估计。因此，本文所提算法具有更高的计

算效率。 
图 4 则给出了估计的均方根误差 RMSE 随 SNR 的变化曲线，仿真曲线为 500 次蒙特卡罗实验统计结

果。从图 3 可以看出：各种算法的 DOA 估计的均方根误差大小为 RMSE (RM 算法) < RMSE (RMN 算法) 
< RMSE (所提算法) ≈ RMSE (文献[9]算法) < RMSE (文献[10]算法)。但是，总体来看，上述五种算法在信

噪比较大时，都具有较好的 DOA 估计性能。 
 

 
Figure 4. MSEs against SNR from 500 Monte Carlo simulations 
图 4. 500 次蒙特卡罗仿真随信噪比变化曲线 
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5. 结论 

为了降低多项式求根类算法的计算量，本文提出了一种基于信号子空间的多项式求根算法。该算法

不产生无关根，且其所有多项式根都对应于所估计信号的 DOA。通过算法计算量分析，可以看出：所提

算法的计算量与阵元数无关，相比现有的多项式求根类算法，该算法更适用于大型阵列的 DOA 估计。计

算机仿真结果表明：所提算法能够较为精确地估计出信号的 DOA，且具有较好的角度估计性能。 
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