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摘  要 

本文构造出性质良好的紧支撑帕塞瓦尔小波框架。利用小波框架及其相关尺度函数的数量关系式，在多

分辨率分析思想下以小波框架为基础定义一般的空间序列，得到紧支撑帕塞瓦尔小波框架的分解与重构

定理，进而得出信号分解与重构的框图，并对算法进行总结。实验结果表明，与Haar小波函数的分解重

构算法相比，本文算法具有更好的性能。 
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Abstract 
In this paper, a compact supported Parseval wavelet frame with good properties is constructed. 
We apply the idea of multi-resolution analysis to define a general spatial sequence based on the 
wavelet frame by using the quantitative relation of the wavelet frame and the relevant scale func-
tion, and get the decomposition and reconstruction theorem of the compact support Parseval 
wavelet frame, and then make the block diagram of signal decomposition and reconstruction, and 
summarize the algorithm. The experimental results show that compared with the decomposition 
and reconstruction algorithm of Haar wavelet function, the proposed algorithm has better per-
formance. 
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1. 引言 

信号处理是现代科学技术中重要一环，是许多应用的一个基础性工作。对于相对平稳的信号，一般

利用傅里叶变换进行处理，而非平稳信号大多数使用小波分析。由于小波函数具有较好的时间和频率的

局部特性，小波的分解与重构在信号处理与图像处理中的应用十分广泛。近年来，研究并构造性质良好

的紧支撑小波框架已经越来越成为人们关注的焦点。紧小波不仅更容易构造，而且也可以像正交小波一

样易于计算和应用。 
在一维并具有二进扩张中构造了具有任意阶的消失矩和任意正则度的紧支撑小波[1]。在二维中 Ron

和 Shen构造了紧支撑的紧仿射框架，还描述了在任意 d维和任意扩张矩阵中构造紧支撑紧仿射框架算法

[2]。在 ( )2 2L � 中构造了与任意扩张矩阵相关联的具有任意正则度的紧支撑小波框架。在这些构造中，

生成器的数量随着正则度的增加而增加[3]。Han [4]的论文提供了与一般扩张矩阵相关的紧小波框架的

存在性的证明，框架的生成器具有任意给定的正则度、任意固定的消失矩阶数和固定数目的生成器，而

且生成器的数量也有限制。[5]中构造形成了与扩张矩阵 , 1d dA R d×∈ ≥ 相关的 ( )2 2L � 中的一族紧支撑帕

塞瓦尔小波框架，其中生成器是紧支撑的，有任意想要的消失矩的阶数，也可以给定任意的正则性，而

且生成器的数量不超过 det A d+ 个。这一族紧支撑帕塞瓦尔小波框架较于正交小波更易于构造、性质更

好，计算和应用同样有优势。构造时简单高效，在性质上也有很大优势：不仅有确定的消失矩的阶数，使

尽量多的小波系数为零或者产生尽量少的非零小波系数，利于消除噪声，尤其是在分析突变信号时能更有

效地检测出奇异点；而且还能设定确定的正则性，使得信号或图像的重构中获得较好的平滑性，减少量化

或舍入误差的视觉影响。因此本文在文献[5]的基础上，研究具体的一类小波框架的分解与重构算法。 
本文其余部分结构安排如下：在第二节中，介绍了紧支撑帕塞瓦尔小波框架的定义及相关定理、多

分辨率分析，还有具体扩张矩阵相关的 ( )2 2L � 上紧支撑帕塞瓦尔小波框架的由来。在第三节中，推导

出了本文所提出的紧支撑帕塞瓦尔小波框架相关的信号分解与重构问题。在第四节中，给出了紧支撑帕

塞瓦尔小波框架的分解与重构算法。在第五节中，给出了实验结果分析。在第六节中，给出了结论。 

2. 准备工作 

2.1. 紧支撑帕塞瓦尔小波框架的定义及相关定理 

首先给出紧支撑帕塞瓦尔小波框架的定义及相关定理。 

定义 2.1. [5]设 { } 1n nφ ∞

=
是可分希尔伯特空间 H 中元素的序列，如果存在常数 1 2, 0C C > ，使得

22 2
1 2

1
, ,n

n
C h h C h h Hφ

∞

=

≤ ≤ ∀ ∈∑ ，则称序列{ } 1n nφ ∞

=
为 H 中的一个框架。常数 1C 和 2C 称为框架界。若

1 2C C= ，那么{ } 1n nφ ∞

=
为紧框架。 

定义 2.2. [5]在 ( )2 2L � 中，若一个框架为 ( ){ }, , ; , , 1d
l j k x j k l Nψ ∈ ∈ ≤ ≤� � ，其中 
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( ) ( ),
2

, : det j
l

j
j k lx A A x kψ ψ= + ，则称其为与扩张矩阵 A 相关的小波框架。若它为紧框架，那么

( ){ }, , ; , , 1d
l j k x j k l Nψ ∈ ∈ ≤ ≤� � 被称为紧小波框架。若函数是线性无关的，则成为一族小波框架的生成器。

若帧常数等于 1，则称其为帕塞瓦尔小波框架。从而就有， ( ) ( )2 2 2
, ,

1
, ,

d

N
d

l j k
l j k

f x f f Lψ
= ∈ ∈

= ∀ ∈∑∑ ∑
� �

� 。 

定义 2.3. [5]在 ( )1 dL � 中， f̂ 表示函数的傅里叶变换。定义为 ( ) 2ˆ : e dd
ix tf f x xπ− ⋅= ∫� ，其中 x t⋅ 为向

量的点积。可以将其推广到 ( )2 dL � 中。 
假设 A 为整数项的可逆矩阵，那么 A 可以进行施密特正交化，即 A USV= ，其中 U 和 V 为整数矩阵

且 det det 1U V= = ， ( )1 2, , , , ,r dS diag s s s s= � � 为对角矩阵。存在一个整数 r d≤ ，当 1 i r≤ ≤ 时，

1is > ，当 i r> 时， 1is = 。在 r d= 的情况下，所有的 is 都将大于 1，如果 i r≤ ，则 is 可被 1is − 整除。 

在施密特正交化后，易得到商群 /d dA� � 以及 ( ) 1* /d dA
−
� � 的完整集合形式。令 

{ } { }1

1 1 1

0 1 1 0 1 1, , , , , , 0 0r

r r r

s s
s s s s s s

   − −
Γ = × × × × ×   

   
� � � � ，从而有 

{ } ( ){ } ( )1 1det 1 * *
0

: : : /A d d
A a a

r U Aγ γ
− −−

=
Γ = = ∈Γ ∈ � � 、 { }det 1

0
: /A d d

A a a
q A−

=
∆ = ∈� � 。 

引入�上的三角多项式 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 12
, ,2

0

1: 1 e e 1 cos2
m ji s t jit

s m s mm
j

p t q t
s

ππ
−

−

=

= + + + − π∑� ，其中当 2b s= 时，

( ) ( )
1 2

1

,
1

2 1 2 12: 1 cos 1 cos
2 1 2 1

c
b

b

kb kj c b
s m

k k k j c

m k m kcq
m ms

−−
−

+ + + = =

 + − + −     π= − × −    − −  

 π 
  

∑ ∏
�

；当 ( )1 2b s= − 时， 

( )

1 2

,
1

2 1 2: 1 cos
2 1

c

b

kb
j c

s m
k k k j c

m k cq
m s

−

+ + + = =

π + −  = −  −   

 
 
 

∑ ∏
�

。 

定理 2.1. [5]令 : detD A= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2*ˆ ˆ ˆn
A t H t t P t tθ θ θ= = ，其中 ( ) ( ) 2n

P t H t= 、 ( ) ( )*:H t Q U t= 、

( ) ( ) ( )1 2 ,
1

, , , :
j j

r

d s m j
j

Q t Q t t t h t
=

= =∏� ，满足 ( ) ( )2
, ,s m s mh t p t= 。P 为前面式子中定义的 d� 上的实值三角多

项式。令 θ 满足 ( ) ( )
2ˆ ˆ:

n
t tθ φ= ，且此时 θ 傅里叶变换是非零的，可细化和紧支撑的。定义

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }
1 1

22* 2

0

ˆˆ : e e , 0, , 1
D

iq t riq tA t D P t P t t Dα

α
ψ α θ

−− ⋅ +⋅

=

ππ  = − + ∀ ∈ −  
  
∑ ��

� � � ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) { }*
1

ˆˆ : , 0, , 1DA t P t F t t D rψ θ− += ∀ ∈ + −� � � � ， 其 中 定 义 ( ) ( ) { }*: , 1, ,F t G U t r= ∀ ∈� � � � 。 让

{ }: 0, , 1D rψΨ = = + −� � � 为上述恒等式中定义函数的傅里叶逆变换的集合。那么Ψ是 ( )2 dL � 中与扩张

矩阵 A 相关的紧支撑帕塞瓦尔小波框架，其消失矩为 0m 阶。 

定理 2.2. [5]对于任何包含积分项的扩张矩阵 , 1d dA R d×∈ ≥ ，可以在 ( )2 dL � 构造一族帕塞瓦尔小波

框架。这一族小波框架的生成器依赖于扩张矩阵 A 与维数 d，但不超过 det A d+ 。 

2.2. 多分辨率分析的拓展 

将多分辨率分析拓展到框架域中，给出其概念。 
定义 2.4. [6]设函数 ( ) ( )2

l x Lθ ∈ � ， , , 1,0,1,jV j = −� � 为 ( )2L � 的一系列闭子空间，且满足

( ){ }22 2 ,j j
jV span k kθ= ⋅− ∈� ， j∈�，如果有以下的条件成立： 

1) 1,j jV V j+⊂ ∀ ∈�； 
2) ( )2

j
j

V L R
∈

=
�
∪ ， 0j

j
V

∈

=
�
∩ ； 
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3) ( ) ( ) 12 ,j jf t V f t V j+∈ ⇔ ∈ ∀ ∈�； 
4) ( ) ( ) , ,j jf t V f t n V j n∈ ⇔ − ∈ ∀ ∈�； 
5) 存在函数 0Vθ ∈ ，使得 ( ){ }k Z

t kθ
∈

− 构成空间 0V 的一个框架， 
则称函数 ( )xθ 生成 ( )2L � 的框架多分辨率分析，也称其为尺度函数。 
定义 2.5. [6]设 { } ( )1 2 2, , , s Lψ ψ ψ ψ= ⊂� � 是由尺度函数 ( )xθ 定义的小波函数序列， jV 是由张成的空

间。定义系统 ( ) ( )2
,: 2 2 , 1,2, , , ,

j
i i j
j kX k i s j kψ ψ ψ

  = = ⋅− = ∈ 
  

� � ，对于任意的 ( )2f L∈ � ，如果 jVψ ⊂

满足：
2 2

,
1 ,

,
s

i
j k

i j k
f fψ

= ∈

=∑ ∑
�

，则称系统 ( )X ψ 是 ( )2L � 的一个 MRA 紧小波框架，函数序列 

{ }1 2, , , sψ ψ ψ ψ= � 称为紧小波框架的生成子合集。 

类似地，可以将多分辨分析推广到 ( )2 dL � 空间帕塞瓦尔小波框架中。 

2.3. 具体化 

最后对于具体的扩张矩阵
0 3
1 0

A  
=  
 

，可以得到与 A 相关的在 ( )2 2L � 上紧支撑帕塞瓦尔尺度函数

和小波函数。 

商群 /d dA� � 的集合为： ( ) ( ) ( ){ }T T T
0 1 20,0 , 1,0 , 2,0A q q q∆ = = = =  

商群 ( ) 1* /d dA
−
� � 的集合为： ( )

T T
T

0 1 2
1 20,0 , ,0 , ,0
3 3A r r r

     Γ = = = =    
     

 

定义 ( )T
1 2, dt t t= ∈� 以及两个三角多项式， ( ) ( ) ( )( )1 1

1 3 4cos 2 2cos 4
9

P t t tπ + π= + ， 

( ) ( )16
2

2 3 1 e
3

itF t π= − 。 

定义紧支撑可细化函数[7]为 ( )2 2Lθ ∈ � ，使得θ 的傅里叶变换为 ( ) ( )( ) 2

1

ˆ ,
j

j
t P A t tθ

∞ −∗

=

= ∈∏ � 。 

定义紧支撑帕塞瓦尔小波框架为 { }; 0,1,2,3l lψΨ = = ，使得 lψ 的傅里叶变换为：当 { }0,1,2l∈ 时，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22*

0

1 2 ˆˆ : 3 e e l al iq t riq t
l a

a
A t P t P t r tψ θ⋅π− +π⋅

=

  = − +  
  
∑ ，当 3l = 时， ( ) ( ) ( ) ( )*

3
ˆˆ :A t P t F t tψ θ= 。 

代入经过计算可得， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1

* *
0

2 6* * *
1

4 6* * *
2

6* * *
3 2 2

1 1ˆ ˆˆ
3 3

1 1 2ˆ ˆ ˆˆ e e
3 3 3 3 3
1 2 1ˆ ˆ ˆˆ e e
3 3 3 3 3

2 3 2 3ˆ ˆˆ e
3 3

it it

it it

it

A t t A t

A t t A t A t

A t t A t A t

A t A t A t

ψ θ θ

ψ θ θ θ

ψ θ θ θ

ψ θ θ

π π

π π

π

 = −

 = − −

 = − −


 = −

 

定义经过逆傅里叶变换有：  

( ) ( )* 2 *ˆ e dd
ix t

l lA t t A xψ ψ⋅π =∫� ； ( ) ( )* 2 *ˆ e dd
ix tA t t A xθ θ⋅π =∫� ； ( ) ( )2ˆ e dd

ix tt t xθ θπ ⋅ =∫�  
( ) ( )( )1 T2 2ˆ e e d 1,0d

it ix tt t xθ θ⋅π π = +∫� ； ( ) ( )( )1 T4 2ˆ e e d 2,0d
it ix tt t xθ θ⋅π π = +∫� ； 
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( ) ( )( )( )1 T6* 2 *ˆ e e d 3,0d
it ix tA t t A xθ θ⋅π π = +∫�  

其中， ( )T
1 2,x x x= 。 

则将上述四个等式进行逆傅里叶变换将得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )

* *
0

T T* * *
1

T T* * *
2

T* * *
3 2 2

1 1
3 3

1 1 21,0 3,0
3 3 3 3 3
1 2 12,0 3,0
3 3 3 3 3

2 3 2 3 3,0
3 3

A x x A x

A x x A x A x

A x x A x A x

A x A x A x

ψ θ θ

ψ θ θ θ

ψ θ θ θ

ψ θ θ

 = −

 = + − + −

 = + − + −


 = − +

 

由此，可以进行信号分解与重构问题的讨论。 

3. 信号分解与重构问题 

本章首先基于紧支撑帕塞瓦尔小波的构造定理得到性质良好的帕塞瓦尔小波框架及其相应尺度函数

之间的数量关系，然后利用多分辨率分析思想[8]，类似于 Haar 函数的分解与重构过程，以小波框架为

基础定义一般的空间序列，最终得到紧支撑帕塞瓦尔小波框架的分解与重构定理[9] [10]。 

3.1. 信号分解问题 

由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12 2 4 4*
1 1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ3 4cos 2 2cos 4 3 2e 2e e e
9 9

it it it itA t P t t t t t tθ θ θ θπ −π π π−= = + + = +π + +π +  

等式两边同时进行逆傅里叶变换，有 

( ) ( )

( ) ( )

*

3

1 1 2 21 3 2 2
0 0 0 09

1 2 21 3 33 2 2
0 0 09 2

11 3 3
09

A x x x x x x

x x x x x

x

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ ψ

θ

               
= + + + − + + + −                               

            
= + + + + + + +                          

  
+ + +  

  
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

3

3

2

1 21 3
0 03 2

1 2 31 1 1
0 0 03 3 3

1 2 32 1 1 1
0 0 03 3 3 3

x

x x x x

x x x x x

x x x x

ψ

θ θ θ ψ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

 
  
 
       

= + + + + +               
           

= + + + + + − +                       
        

= + + + + − +        
        

 
 
 

 

令 ( ) 1* AB A
A

−
= = ，对上述等式进行整理即可得到； 

( ) ( )
1 2 32 1 1 1
0 0 03 3 3 3

x Bx Bx B Bx B Bx Bθ θ θ θ θ
          

= + + + + − +          
          
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且由上述四个等式经过变形化解可以得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1 3

2 3

0 1 2 3

3

1 33
0 2

2
3 3

0

3 3 32 3 3 3
0 2

Bx x x

Bx B x x x

Bx B x x x

Bx B x x x x x

θ θ ψ

θ θ ψ ψ

θ θ ψ ψ

θ θ ψ ψ ψ ψ

 = +

   

+ = + −   
  


   

+ = + −   
  

    + = + + + −     

 

进一步地，上式可以推广为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
0

1 1 1
1 3

1 1 1
2 3

1 1 1 1 1
0 1 2 3

3

1 33
0 2

2
3 3

0

3 3 32 3 3 3
0 2

l l l

l l l l

l l l l

l l l l l l

B x B x B x

B x B B x B x B x

B x B B x B x B x

B x B B x B x B x B x B x

θ θ ψ

θ θ ψ ψ

θ θ ψ ψ

θ θ ψ ψ ψ ψ

− −

− − −

− − −

− − − − −

 = +

   

+ = + −   
  


   

+ = + −   
  

    + = + + + −     

 

通过上述等式，发现可以对信号 ( )nf x 进行逐级分解。 

( ) ( )

( )0 1

2 3

11
04

2 3
0 0

d

d

n
n k

k

n n
k k

k

n n
k k

f x a B x k

a B x Bk a B x Bk B

a B x Bk B a B x Bk B

θ

θ θ

θ θ

∈

∈

= −

  
= − + − +  

  
      

+ − + + − +      
      

∑

∑

�

�

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1
0 0

1 1 1
1 1 3

1 1 1
2 2 3

1 1 1
3 0 1

1 1
3 2 3

1 3
4

33
2

3 3

2 3 3

3 33
2

d

n n
k

k

n n n
k

n n n
k

n n n
k

n n
k

a B x k B x k

a B x k B x k B x k

a B x k B x k B x k

a B x k B x k B x k

a B x k B x k

θ ψ

θ ψ ψ

θ ψ ψ

θ ψ ψ

ψ ψ

− −

∈

− − −

− − −

− − −

− −

= − + −

 
+ − + − − − 

 

+ − + − − −

+ − + − + −

 
+ − − − 

 

∑
�

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1
0 3 0 1 3 1

1 1
2 3 2 1 2 3 3

1
0 1 2 3

1 1

1 3 2 3
4

1 33 3
2 2

d

n n
k k k k

k

n n
k k k k k

n
k k k k

n n

a a B x k a a B x k

a a B x k a a a B x k

a a a a B x k

w x f x

ψ ψ

ψ ψ

θ

− −

∈

− −

−

− −

= + − + + −

 + + − + − − − − 
 

+ + + + −

= +

∑
�
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类似上述过程一直分解下去，就可以得到信号分解定理。 
分解定理：假设 

( ) ( )
d

l l
l k l

k

f x a B x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

， 

则 ( )lf x 可以分解成下列形式 

( ) ( ) ( )1 1l l lf x w x f x− −= +  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 2 2 3 3 1

d

l l l l l l l l
l k k k k l

k

w x b B x k b B x k b B x k b B x k Wψ ψ ψ ψ− − − − − − − −
− −

∈

= − + − + − + − ∈∑
�  

( ) ( )1 1
1 1

d

l l
l k l

k

f x a B x k Vθ− −
− −

∈

= − ∈∑
�

， 

满足 ( )1
0 0 33 2 4l l l

k k kb a a− = + ， ( )1
1 1 33 4l l l
k k kb a a− = + ， ( )1

2 2 33 4l l l
k k kb a a− = + ， 

1
3 1 2 3

1 33 4
2 2

l l l l
k k k kb a a a−  = − − − 

 
， ( )1

0 1 2 3 4l l l l l
k k k k ka a a a a− = + + + ， 

此分解可以一直进行下去，得到下面的分解式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0n n nf x w x w x w x f x− −= + + + +�  

其中 ( ) , 1, ,l lw x W l n∈ ∀ = � ， ( )0 0f x V∈ 。 

3.2. 信号重构问题 

设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0 ,n n n l lf x w x w x w x f x w x W− −= + + + + ∈�  

其中分量 ( ) , 0,1,2, , 1lw x l n= −� 和 ( )0f x 已知，且 

( ) ( )0
0 0

d
k

k

f x a x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

 

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 3 3
d

l l l l l l l l
l k k k k

k

w x b B x k b B x k b B x k b B x kψ ψ ψ ψ
∈

= − + − + − + −∑
�

。 

信息重构的任务是根据这些已知的信息得到原始的采样信息值。 

从信号分解问题中可以看到： 3 1 2
1
2

l l l
k k kb b b= − −  

重构过程中所需要的公式： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1 3

1 2 32 1 1 1
0 0 03 3 3 3

1 2 31 1 1 1
0 0 03 3 3 3 3 3 3 3

11 2 2 1
02 3 3 3 3 3 3

x Bx Bx B Bx B Bx B

x Bx Bx B Bx B Bx B

x x Bx Bx B Bx

θ θ θ θ θ

ψ θ θ θ θ

ψ ψ θ θ θ

          
= + + + + − +          

          
          

= − + − + + +          
          

  
− = − + + −  

  

( ) ( ) ( )2 3

2 31
0 03 3

1 2 32 1 2 1
0 0 03 3 3 3 3 3 3 3

B Bx B

x x Bx Bx B Bx B Bx B

θ

ψ ψ θ θ θ θ









       + + +             
           

− = − − + + + + +           
           
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从而有 ( ) ( )0
0 0

d
k

k

f x a x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

 

( ) ( )

( )

0 0
0

0 0

1

12 14
03 3

2 31 14
0 03 3

d

d

d

k k
k

k k
k

k
k

f x a Bx Bk a Bx Bk B

a Bx Bk B a Bx Bk B

a Bx n

θ θ

θ θ

θ

∈

∈

∈

  
= − + − +  

  
      

+ − + − − +      
      

= −

∑

∑

∑

�

�

�

�

 

其中， 

0

0

1

0

0

8 ,
3

14 ,
03
24 ,
03

34 ,
03

k

k

k

k

k

a n Bk

a n Bk B

a
a n Bk B

a n Bk B

 =


  = −    =    = −    


 − = −    

�  

类似地， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 2 2 1 2 3

0
0

0
0

0
1

1
2

11 14
03 3 3 3

2 31 14
0 03 3 3 3

24
3 3

d

d

d

k k k k k
k

k
k

k
k

k

w x b x k b x k b x k b b x k

b Bx Bk Bx Bk B

b Bx B Bx Bk B

b Bx Bk

ψ ψ ψ ψ

θ θ

θ θ

θ

∈

∈

∈

 = − + − + − + − − − 
 

   
= − − − +       

       
+ − + + − +               

+ − −

∑

∑

∑

�

�

�

12
03 3dk

Bx Bk Bθ
∈

   
+ − +       

∑
�

 

( )

0
1

0
2

0
2

2 31 14
0 03 3 3 3

12 14
03 3 3 3

2 32 14
0 03 3 3 3

d

d

d

k
k

k
k

k
k

b Bx Bk B Bx Bk B

b Bx Bk Bx Bk B

b Bx Bk B Bx Bk B

θ θ

θ θ

θ θ

∈

∈

∈

       
+ − − + + − +               

   
+ − − − − +       

       
+ − + + − +               

∑

∑

∑

�

�

�

 

( ) ( )

( )

( )

0 0 0
0 1 2

0 0 0
0 1 2

0 0 0
0 1 2

4 2 2
3 3

14 2
03 3

24 2
03 3

d

d

d

k k k
k

k k k
k

k k k
k

b b b Bx Bk

b b b Bx Bk B

b b b Bx Bk B

θ

θ

θ

∈

∈

∈

= − − −

  
+ − + − − +  

  
  

+ − − + − +  
  

∑

∑

∑

�

�

�
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( )

( )

0 0 0
0 1 2

1

34
03 3d

d

k k k
k

k
k

b b b Bx Bk B

b Bx n

θ

θ
∈

∈

  
+ + + − +  

  
= −

∑

∑
�

�

�
 

其中， 

( )

( )

( )

( )

0 0 0
0 1 2

0 0 0
0 1 2

1

0 0 0
0 1 2

0 0 0
0 1 2

4 2 2 ,
3 3

14 2 ,
03 3
24 2 ,
03 3

34 ,
03 3

k k k

k k k

k

k k k

k k k

b b b n Bk

b b b n Bk B

b
b b b n Bk B

b b b n Bk B

 − − =

  

− + − = −  
 =    − − + = −    


  + + = −    

�  

由于 ( ) ( ) ( )1
0 0

d
k

k

w x f x a Bx kθ
∈

+ = −∑
�

， 
其中 

( )

( )

( )

( )

0 0 0 0
0 1 2

0 0 0 0
0 1 2

1 1 1

0 0 0 0
0 1 2

0 0 0 0
0 1 2

8 4 2 2 ,
3 3 3

14 4 2 ,
03 3 3
24 4 2 ,
03 3 3

34 4 ,
03 3 3

k k k k

k k k k

k k k

k k k k

k k k k

a b b b n Bk

a b b b n Bk B

a a b
a b b b n Bk B

a b b b n Bk B

 + − − =

  

+ − + − = −  
 = + =    + − − + = −    


 − + + + = −    

��  

同理可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 2 2 1 2 3 1

1
2d

k k k k k
k

w x b Bx k b Bx k b Bx k b b Bx k Wψ ψ ψ ψ
∈

 = − + − + − + − − − ∈ 
 

∑
�

 

以及 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 1

d
k

k

f x w x w x a Bx kθ
∈

+ + = −∑
�

 

其中， 

( )

( )

( )

( )

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

2

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

8 4 2 2 ,
3 3 3

14 4 2 ,
03 3 3
24 4 2 ,
03 3 3

34 4 ,
03 3 3

k k k k

k k k k

k

k k k k

k k k k

a b b b n Bk

a b b b n Bk B

a
a b b b n Bk B

a b b b n Bk B

 + − − =

  

+ − + − = −  
 =    + − − + = −    


 − + + + = −    

 

以此类推，直到得到系数 n
ka ，便可以得到信号重构定理。 
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重构定理：假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0 0l l lf x w x w x w x w x f x− −= + + + + +� ， 
满足 ( ) ( )0

0 0
d

k
k

f x a x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

与 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2 1 2 3
1
2d

i i i i i i i i i
i k k k k k

k

w x b B x k b B x k b B x k b b B x kψ ψ ψ ψ
∈

 = − + − + − + − − − 
 

∑
�

， 

( ) ,0 1i iw x W i l∈ ≤ ≤ − ，则 ( ) ( )
d

l l
l k l

k

f x a B x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

的系数 l
ka 可以按照以下的表达式递推实现 

( )

( )

( )

( )

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

8 4 2 2 ,
3 3 3

14 4 2 ,
03 3 3
24 4 2 ,
03 3 3

34 4 ,
03 3 3

l l l l
k k k k

l l l l
k k k k

l
k

l l l l
k k k k

l l l l
k k k k

a b b b n Bk

a b b b n Bk B

a
a b b b n Bk B

a b b b n Bk B

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

 + − − =

  

+ − + − = −  
 =    + − − + = −    


 − + + + = −    

 

4. 信号分解与重构的框图 

信号的分解与重构方法可以通过流程框图的形式来描述，将分解与重构过程清晰明了化[11]。 

4.1. 信号分解框图 

从信号分解算法开始讨论，通过上述的信号分解算法，可以将其转化为一维的运算，通过卷积运算

定义滤波运算 L、 0H 、 1H 、 2H ，(由于 3
l
kb 由 1

l
kb 和 2

l
kb 决定，所以对应的高通滤波器只有三个)，它们分

别对应的脉冲响应为 ( )3 2 1 0

1 ,0, ,0, 1 , 1 , 1 , 1 ,0,
4 k k k k

l
=− =− =− =

= � � � ， ( )0 2 13 0

1 ,0, ,0,2 3, 0 , 0 , 3,0,
4 k kk k

h
=− =−=− =

= � � � ，

( )1 2 03 1

1 ,0, ,0, 3, 0 , 3, 0 ,
4 k kk k

h
=− ==− =−

= � � � ， ( )2 1 03 2

1 ,0, ,0, 3, 3 , 0 , 0 ,0
4 k kk k

h
=− ==− =−

= � � � 。 

对于序列 { }mx x= ，则有 ( ) ( )L x l x= ∗ (低通滤波器作用 )， ( ) ( )0 0H x h x= ∗ ， ( ) ( )1 1H x h x= ∗ ，

( ) ( )2 2H x h x= ∗ (高通滤波器作用) [12]。 

( ) ( ) ( )1 2 3
1
4 k k k kk kL x l x x x x x+ + += ∗ = + + +  

( ) ( ) ( )0 0 3
1 3 2 3
4 k kk kH x h x x x += ∗ = +  

( ) ( ) ( )1 1 1 3
1 3 3
4 k kk kH x h x x x+ += ∗ = +  

( ) ( ) ( )2 2 2 3
1 3 3
4 k kk kH x h x x x+ += ∗ = +  

保留 4 的倍数部分有： 

( ) ( )4 4 1 4 2 4 34

1
4 k k k kkL x x x x x+ + += + + +  

( ) ( )0 4 4 14

1 3 2 3
4 k kkH x x x += +  

( ) ( )1 4 1 4 34

1 3 3
4 k kkH x x x+ += +  
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( ) ( )2 4 2 4 34

1 3 3
4 k kkH x x x+ += +  

下采样对应的算子记为 D，于是第 n 层的尺度系数 n
ka 分解为第 1n − 层尺度系数 1n

ka − 以及小波系数
1

0
n
kb − 、 1

1
n
kb − 、 1

2
n
kb − 的过程可以表示为 ( )1n n

k ka DL a− = 、 ( )1
0 0
n n
k kb DH a− = 、 ( )1

1 1
n n
k kb DH a− = 、 ( )1

2 2
n n
k kb DH a− = 。

利用记号“ 4↓ ”表示下采样运算 D，信号分解框图如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Signal decomposition block diagram 
图 1. 信号分解框图 

4.2. 信号重构框图 

关于重构 ( ) ( )
d

l l
l k l

k

f x a B x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

的系数 l
ka 满足 

( )

( )

( )

( )

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

1 1 1 1
0 1 2

8 4 2 2 ,
3 3 3

14 4 2 ,
03 3 3

, 1,2
24 4 2 ,
03 3 3

34 4 ,
03 3 3

l l
k k k k

l l l l
k k k k

l
k

l l l l
k k k k

l l l l
k k k k

a b b b n Bk

a b b b n Bk B

a l
a b b b n Bk B

a b b b n Bk B

− −

− − − −

− − − −

− − − −

 + − − =

  

+ − + − = −  
 = =   + − − + = −    


 − + + + = −    

,3, ,n�  

关 于 重 构 定 义 算 子 L� 、 0H� 、 1H� 、 2H� 的 脉 冲 响 应 l� 、 0h� 、 1h� 、 2h� 分 别 满 足

3 2 1 0

1 1 1 24 ,0, ,0, , , , ,0,
3 3 3 3

k k k k

l
=− =− =− =

 
 = × −
 
 

� � � � 、 0

3 2 1 0

1 1 1 14 ,0, ,0, , , , ,0,
3 3 3 3 3 3 3 3
k k k k

h
=− =− =− =

 
 = × − −
 
 

� � � � 、 

1

3 2 1 0

1 1 2 24 ,0, ,0, , , , ,0,
3 3 3 3 3 3 3 3
k k k k

h
=− =− =− =

 
 = × − −
 
 

� � � � 、 2

3 2 1 0

1 2 1 24 ,0, ,0, , , , ,0,
3 3 3 3 3 3 3 3
k k k k

h
=− =− =− =

 
 = × − −
  
 

� � � � . 

对于序列 { }mx x= 直接计算有 

( ) ( ) 1 2 3
2 1 1 14
3 3 3 3k k k kk k

L x l x x x x x+ + +
 = ∗ = × + + − 
 

��
 

( ) ( )0 0 1 2 3
1 1 1 14

3 3 3 3 3 3 3 3k k k kk k
H x h x x x x x+ + +

 = ∗ = × − − + 
 

��  
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( ) ( )1 1 1 2 3
2 2 1 14

3 3 3 3 3 3 3 3k k k kk k
H x h x x x x x+ + +

 = ∗ = × − + − + 
 

��  

( ) ( )2 2 1 2 3
2 1 2 14

3 3 3 3 3 3 3 3k k k kk k
H x h x x x x x+ + +

 = ∗ = × − − + + 
 

��  

在进行运算时，需要进行插值，即构造 { }mx x= 满足上采样 

( )0 1 2 3,0, ,0, ,0,0,0, ,0,0,0, ,0,0,0, ,0,x x x x� � �  
从而有 

( ) ( )

4

4

4

4

8 , 4
3
4 , 4 1
3
4 , 4 2
3

4 , 4 3
3

k

k

k k

k

k

x l k

x l k
L x l x

x l k

x l k

 =

 = +


= ∗ = 
 = +


− = +


��  

( ) ( )

4

4

0 0

4

4

4 , 4
3 3

4 , 4 1
3 3

4 , 4 2
3 3
4 , 4 3

3 3

k

k

k k

k

k

x l k

x l k
H x h x

x l k

x l k

 =

− = += ∗ = 
− = +


 = +


��  

( ) ( )

4

4

1 1

4

4

8 , 4
3 3
8 , 4 1

3 3
4 , 4 2

3 3
4 , 4 3

3 3

k

k

k k

k

k

x l k

x l k
H x h x

x l k

x l k

− =

 = += ∗ = 
− = +


 = +


��  

( ) ( )

4

4

2 2

4

4

8 , 4
3 3

4 , 4 1
3 3
8 , 4 2

3 3
4 , 4 3

3 3

k

k

k k

k

k

x l k

x l k
H x h x

x l k

x l k

− =

− = += ∗ = 
 = +


 = +


��  

上采样算子记为 U，则有 
1 1 1 1

0 0 1 1 2 2
m m m m ma LUa H Ub H Ub H Ub− − − −= + + +� � �� � � ��  
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利用“ 4↑ ”来表示上采样算子，则重构过程可以描述成下面流程图的形式。(图 2) 
 

 
Figure 2. Signal reconstruction block diagram 
图 2. 信号重构框图 

5. 算法小结 

本文小波框架的信号分解与重构过程可以总结为以下算法： 
第一步采样：待分解信号 ( )nf x ，得到采样值 ( ) ( )

d

n n
n k n

k

f x a B x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

，对连续的信号进行高

精度近似。 
第二步分解： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0 0n n nf x w x w x w x w x f x− −= + + + + +� ，且有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 2 2 3 3 1

d

l l l l l l l l
l k k k k l

k

w x b B x k b B x k b B x k b B x k Wψ ψ ψ ψ− − − − − − − −
− −

∈

= − + − + − + − ∈∑
�

1, ,l n∀ = � 。

( ) ( )0 0
0 0

d
k

k

f x a B x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

。系数 1l
ka − 、 1

0
l
kb − 、 1

1
l
kb − 、 1

2
l
kb − 按照上标从大到小的顺序从 l n= 开始到 0l =

结束，递推得到 ( )1l l
k ka DL a− = 、 ( )1

0 0
l l
k kb DH a− = 、 ( )1

1 1
l l
k kb DH a− = 、 ( )1

2 2
l l
k kb DH a− = 。 

第三步信号处理：通过修正即可得到新的系数 1ma −� 、 1
0
mb −� 、 1

1
mb −� 、 1

2
mb −� 。 

第四步重构：设重构后的信号值满足 ( ) ( )
d

n n
n k n

k

f x a B x k Vθ
∈

= − ∈∑
�

。信号值可以通过下面的递推过

程得到 1 1 1 1
0 0 1 1 2 2

m m m m ma LUa H Ub H Ub H Ub− − − −= + + +� � �� � � �� 。 

6. 实验结果 

本文在编程软件MATLABR2021b上对比了Haar小波以及新构造的紧支撑帕塞瓦尔小波框架对图像

分解后的结果。为了评估本文算法的性能，选取大小为256 × 256的灰度图像cameraman作为原始图像如

图3所示。使用Haar小波一级分解后的图像如图4所示。使用本文构造出的紧支撑帕塞瓦尔小波框架分解

算法后的图像如图5所示。 
 

 
Figure 3. Cameraman 
图 3. Cameraman 原始图像 
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Figure 4. Image after first level decomposition using 
Haar wavelet 
图 4. 使用 Haar 小波一级分解后的图像 

 

 

 

 

 
Figure 5. The image is decomposed using a 
tightly supported Parseval wavelet frame 
图 5. 使用紧支撑帕塞瓦尔小波框架一级分

解后的图像 
 
对比图 4 和图 5，从视觉感知上，使用帕塞瓦尔小波框架分解图像在获取细节系数时更优于使用

Haar 小波分解图像。 

7. 结束语 

本文根据紧支撑帕塞瓦尔小波框架的构造方法，结合多分辨率分析得到了小波框架及对应尺度函数，

得到新的图像分解与重构算法。通过与Haar小波函数的分解对比，可以明显看出不仅构造时简单高效，

在性质上也有很大优势，有确定的消失矩的阶数，还能设定确定的正则性。 
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