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Abstract 
Research on parameter estimation of Generalized Extreme Value distribution based on the moment, the 
probability weighted moment and the higher probability weighted moments. The two examples of Wujia 
Yuanzi and Jiang Bin stations annual maximum flow series were analyzed by the three parameter esti-
mation methods of GEV distribution, which included the moment estimation, the probability weighted 
moment estimation and the higher probability weighted moment estimation. The results indicate that 
using the higher PWMs to fit the large flood values are much better than the moment and the probability 
weighted moment, and we can use it to estimate the parameters of the flood frequency distribution. The 
Monte Carlo experiments indicate that the SE, Bias and RMSE in the design floods of different return pe-
riods which based on the higher probability weighted moments are smaller and the PWMs have higher 
accuracy than the moment and the probability weighted moment. 
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摘  要 

研究广义极值分布参数估计的普通矩法、普通概率权重矩法和高阶概率权重矩法。以黔北地区五家院子和江滨

水文站年最大洪峰流量序列为例，选用广义极值分布，应用普通矩法、普通概率权重矩和高阶概率权重矩进行

参数估计，并对各方法的拟合效果和参数估计结果进行分析比较。结果表明：与普通矩法和普通概率权重矩法

相比，高阶概率权重矩法能更好的拟合洪水序列的高尾部分洪水值，可以进行洪水频率分布的参数估计。蒙特

卡洛试验表明：高阶概率权重矩法计算出的不同重现期洪水设计值的SE、Bias和RMSE较小，与常用的矩法、

普通概率权重矩法相比，高阶概率权重矩法具有较高的精度。 
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1. 引言 

在实际洪水频率分析计算中，当点绘年最大洪峰流量序列的经验频率时，经验点据常常出现两段或多段的

分散区，重现期较大的洪水设计值一般是根据大中洪水值的趋势进行外推。常用的参数估计方法有极大似然(ML)、
矩法(MOM)、线性矩(LM)、概率权重矩(PWM)、最小二乘(LS)和间隔最大积(MPS)等[1]，其计算的理论频率曲

线通常与经验点据的中下部分拟合较好，而曲线的中上端与经验点据拟合偏差较大，导致推求的洪水设计值过

低不利于大坝及下游的安全运行。20 世纪 90 年代，Wang Q.J.博士[2]提出了采用高阶概率权重矩洪水频率分布

参数估计方法，该法能赋予大洪水值更多的权重，取得了较好的拟合效果。目前，我国西北农林科技大学宋松

柏教授等人将这一理论方法应用到 GEV 分布参数估计中，并以陕北地区年最大洪峰流量序列为例，研究了高阶

概率权重矩在 GEV 分布参数估计中的应用[3]。本文以黔北地区五家院子和江滨水文站年最大洪峰流量序列为

例，并对 GEV 分布参数的高阶与普通概率权重矩法及普通矩法拟合结果进行分析与比较，进一步研究高阶概率

权重矩在推求 GEV 分布参数中的应用与普适性。 

2. 广义极值分布 
广义极值分布(Generalized extreme value distribution，简记为 GEV)的概率密度函数为： 

( )
111 11 1 e 0

kuk xkx uf x k kα

α α

 − −  − −   
   −  = − ≠    

                     (1) 

其分布函数表达式为： 

( )
( )

( )

1

exp 1 ; 0

1exp exp ; 0

kk x u k
F x

x u k

α

α

  
   − − − ≠      =  

    − − − =     

                        (2) 

式中： , ,u kα 分别为分布的形状参数、位置参数和尺度参数。当 0k → 时为极值 I 型，即 Gumbel 分布；当 0k <
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时为极值 II 型，即 Fréchet 分布；当 0k > 时为极值 III 型，即 Weibull 分布[1]-[5]。 
式(2)的逆函数形式为： 

( ) ( )

( )

1 ln ; 0

ln ln ; 0

ku F k
kx F

u F k

α

α

  + − − ≠  = 
 − − =

                          (3) 

式中： u 、α 和 k 意义同上。 

3. 参数估计方法 

3.1. 高阶概率权重矩法 

概率权重矩法(PWM)由 Greenwood (1979)等人[6]首先提出，假定随机变量 X 的分布函数为 ( )F x ，则概率

权重矩的定义为： 

( ) ( )1
, , 0

1 d
p sr

p r sM x F F F F= −  ∫                              (4) 

式中： , ,p r s 为实数， ( )x F 为分布函数的逆函数。当 1, 0p s= = 时，概率权重矩为： 

( )1
1, ,0 0

dr
r rM x F F Fβ = = ∫                                 (5) 

式中， 0,1, 2,r = 为概率权重矩的阶数。式(5)表明，当概率权重矩的阶数增大时，会赋予大值 x 较多的权重。 
给定一长度为 n 的升序排列样本 1 2 nx x x≤ ≤ ≤ ，高阶概率权重矩的无偏估计量可通过式(6)来计算： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

1 21
1 2

n

r i
i

i i i r
b x

n n n n r=

− − −
=

− − −∑




                             (6) 

式(3)中，当 0k = 时，Greenwood (1979) [6]给出了 GEV 分布的概率权重矩为： 

( ) ( )1 ln 1 ; 0rr u k kβ α ε+ = + + + =                             (7) 

式中， 0.5772156649ε = 为欧拉常数。 
当 0k ≠ 时，Wang Q.J. [2]推求了 GEV 分布的概率权重矩为： 

( ) ( )
( )

1
1 1 ; 0

1
r k

k
r u k

k r
αβ
 Γ +

+ = + − ≠ 
+  

                          (8) 

式中： ( ) 1
0

e dk xk x x
∞ − −Γ = ∫ 为 gamma 函数。 

由式(4)可知，要求解 GEV 分布函数中ξ ，α ， k 三个参数，需要列三个方程式进行求解。令概率权重矩

的阶数 , 1, 2r η η η= + + ，并分别代入式(9)，有 

( ) ( )
( )

1
1 1

1 k

k
u

kη
αη β

η
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同理，当 0k = 时，GEV 分布的概率权重矩为： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

2

2 1 ln 2 ln 1
; 0

3 1 ln 3 ln 1
kη η

η η

η β η β η η
η β η β η η

+

+

+ − + + − +
= =

+ − + + − +
                (13) 

上述式中 GEV 分布的样本概率权重矩 1 2, ,η η ηβ β β+ + 可用式(6)计算出的无偏估计量 1 2, ,b b bη η η+ + 代替，采用适

当的公式可求出参数 k ， u ，α 。由于没有给出 k 的直接表达式，采用常规的迭代法计算量很大，因此，可采

用计算机数值算法来求解。 

式(12)两边同时减去
( ) ( )
( ) ( )

ln 2 ln 1
ln 3 ln 1

η η
η η
+ − +
+ − +

有： 
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( ) ( )
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( ) ( )
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( ) ( )
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令上式右边为 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 ln 2 ln 1
ln 3 ln 11 3

k k

k kz
η η η η

η ηη η

− −

− −

+ − + + − +
= −

+ − ++ − +
                         (14) 

给定η值，可采用二次函数拟合式估算 k 值： 
2

0 1 2k a a z a z= + +                                   (15) 

设 ( )0.5 0.5 0k k− ≤ ≤ ≠ ，分别给定 0,1, 2r = (即普通概率权重矩)、 1, 2,3r = 、 2,3, 4r = 、 3, 4,5r = 、 4,5,6r = ，

利用式(14)求出不同阶数对应的 z 值，并对 z 和 k 的关系进行拟合，得出不同阶数下式(15)中的系数 0 1 2, ,a a a ，

结果见表 1。 
通过式(14)计算出不同阶数对应的 z 值后，结合表 1 中相应阶数的各系数值，代入式(15)中求出 GEV 分布

的形状参数 k 。将形状参数 k 值代入式(9)和式(10)中，计算 GEV 分布的尺度参数α 和位置参数 u ，其参数表达

式分别为： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 1

1 1 2k k

k b b

k
η ηη η

α
η η

+

− −

 + − + =
 Γ + + − + 

                           (16) 

( ) ( )
( )

1
1 1

1 k

k
u b

kη
αη

η

 Γ +
= + + − 

+  
                             (17) 

3.2. 普通矩法 

矩法是用样本矩估计总体矩，并通过矩和参数之间的关系来估计频率曲线参数的一种方法。设随机变量 X
服从 GEV 分布函数 ( )F x ，则 X 的 r 阶中心矩为[7]： 

( )dr
r

u k

x f x x
α

µ
∞

+

= ∫                                   (18) 

式中： ( )f x 为 GEV 分布的概率密度函数。 

令式(1)中
1

1
k

x uy k
α

 −  = −     
并带入式(18)，可计算出 X 的一阶、二阶和三阶中心矩如下： 

( )1 1 1u k
k
αµ = + − Γ +    
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( ) ( )
2

2
2 2 1 2 1k k

k
αµ  = Γ + − Γ +   

( ) ( ) ( ) ( )
3

3
3 3 1 3 3 1 1 2 2 1k k k k

k
αµ  = −Γ + + Γ + Γ + − Γ +   

由以上式子可得到偏态系数 Cs 的表达式为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3
3

3 2 3 22
2

1 3 3 1 1 2 2 1

1 2 1

k k k kkCs
k k k

µ
µ

−Γ + + Γ + Γ + − Γ +
= =

 Γ + − Γ + 

                   (19) 

设 ( )0.5 0.5 0k k− ≤ ≤ ≠ ，利用式(19)求出不同 k 对应的 z 值，并对Cs和 k 的关系进行拟合(结果见图 1)，得

出其关系式，并通过其关系式求 k 的初值，再利用牛顿迭代法计算出满足条件的 k 值。将求出的 k 值带入式(20)、
(21)即可求解参数α 和 u 。 

( ) ( ){ }

1 2
2

2
21 2 1

k
k k
µα

 
 =
 Γ + − Γ + 

                               (20) 

( )1 1 1u k
k
αµ= − − Γ +                                     (21) 

4. 实例应用 

前文简述了普通矩法、普通概率权重矩法及高阶概率权重矩法在 GEV 分布参数估计中的计算方法，为了分

析比较三种方法的优劣，以黔北地区五家院子水文站和江滨水文站实测年最大洪峰流量序列为例，进行 GEV 分 
 
Table 1. Coefficients a0, a1 and a2 and the absolute error for different higher probability weighted moments 
表 1. 不同高阶概率权重矩系数 a0，a1和 a2的取值及绝对值偏差统计表 

阶数 a0 a1 a2 绝对值偏差 

r = 0,1,2 0.0000 7.8514 2.9388 0.0001 

r = 1,2,3 0.0000 11.9038 2.7765 0.0001 

r = 2,3,4 0.0000 15.9285 2.7266 0.0001 

r = 3,4,5 0.0000 19.9431 2.7045 0.0001 

r = 4,5,6 0.0000 23.9527 2.6927 0.0001 

 

 
Figure 1. Relationship between the Cs and k for the GEV distribution 
图 1. GEV 分布中 Cs 和 k 的关系曲线 
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布的参数估算研究。 
利用上述原理及公式，计算出不同方法下各测站 GEV 分布参数值，结果见表 2。绘制各测站不同阶 PWM

的 GEV 分布理论频率曲线，拟合结果见图 2。 
从图 2 可以看出，随着概率权重矩阶数的提高，理论频率曲线的中上部与年最大洪峰流量中的大洪水段点

据拟合越好。 
根据图 2 中的拟合结果，选出其中拟合较好的 r = 3,4,5 阶和普通 PWM (r = 0,1,2)的理论频率曲线，并将之

与普通矩法的拟合情况进行对比，结果见图 3。 
从图 3 中可以看出，r = 3,4,5 阶的 PWM 比普通 PWM 能更好的拟合洪水的高尾部点据，且均优于普通矩法。

在水利工程规划设计中，尤其是西南地区，降水充沛，量级大，较多的考虑大中洪水段对水利工程的影响，而

高阶概率权重矩法具有较好的优势，可以在洪水频率分布参数估计中加以应用。 

5. Monte Carlo 试验 

蒙特卡洛试验是对使用不同高阶概率权重矩法估计GEV分布参数时对不同重现期设计洪水值的影响评价[1] 
[8]-[10]。 

为了进一步说明高阶 PWM 在 GEV 分布参数估计中的精度，本文利用具有更高灵活度的 Wakeby 分布模型

[11]，设样本容量为 n = 30，模拟 N = 100000 组序列。利用模拟出来的序列计算普通矩法及不同高阶概率权重

矩下 GEV 分布参数值，并分别计算重现期为 50 年和 100 年的洪水设计值(即分位数 x(F = 0.98)，x(F = 0.99))， 
 
Table 2. The estimated GEV distribution parameters of several methods 
表 2. 各测站几种 GEV 分布参数估计方法结果统计表 

方法 普通 PWM 高阶 PWM 普通矩法 

阶数 r = 0,1,2 r = 1,2,3 r = 2,3,4 r = 3,4,5 r = 4,5,6  

五家院子 

u  728.8620 736.0957 762.4795 796.7254 827.2238 730.0127 

α  330.2658 301.4621 257.2320 218.6284 192.1550 340.3679 

k  −0.1451 −0.1957 −0.2652 −0.3253 −0.3674 −0.1255 

江滨 

u  1407.1245 1413.2028 1405.3870 1359.0219 1274.8757 1447.2538 

α  674.9318 653.4852 667.0484 726.2543 818.8344 802.6931 

k  −0.2012 −0.2181 −0.2089 −0.1741 −0.1272 −0.0617 

 

 
(I) 五家院子                                  (II) 江滨 

Figure 2. Fitting of the GEV distribution using different higher PWMs to annual maximum flows at differ-
ent stations 
图 2. 不同高阶 PWM 下 GEV 分布理论曲线与年最大洪峰流量频率曲线拟合 
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最后采用标准误差(SE)、偏差(Bias)、和均方根误差(RMSE)进行评价，结果见表 3，表 4。 
从表 3，表 4 可以看出，基于 5 参数 Wakeby 分布模拟的数据，利用 GEV 分布函数估计出来的不同高阶 PWM

下各重现期设计值的 SE、Bias 和 RMSE 随着阶数的增大总体呈先减小后增大趋势，其中，Bias 的这种趋势特

别显著。当 0,1,2r = 时误差较大， 3,4,5r = 时误差最小。同时，普通矩法的 SE、Bias 和 RMSE 均比前两种方法 
 

 
(I) 五家院子                                  (II) 江滨 

Figure 3. Fitting of the GEV distribution using different methods to annual maximum flows at different stations 
图 3. 不同方法下 GEV 分布理论曲线与年最大洪峰流量频率曲线拟合 

 
Table 3. SE, Bias and RMSE in x(F=0.98) estimates from fitting the GEV distribution with Wakeby samples 
表 3. 基于 Wakeby 分布样本的 GEV 分布在 x(F = 0.98)时设计值的标准误差，偏差和均方根误差 

 wakeby 分布类型  WA-2 WA-3 WA-4 WA-5 

普通 PWM r = 0,1,2 

SE 0.9288 0.9701 0.4587 0.5109 

Bias 0.1940 −0.1429 0.1463 −0.1454 

RMSE 0.9489 0.9806 0.4815 0.5312 

高阶 PWM 

r = 1,2,3 

SE 0.9213 0.9778 0.4553 0.5091 

Bias 0.0985 −0.0254 0.0394 −0.0446 

RMSE 0.9265 0.9781 0.457 0.5111 

r = 2,3,4 

SE 0.8986 0.9755 0.4464 0.5093 

Bias 0.1004 0.0192 0.0408 −0.013 

RMSE 0.9042 0.9757 0.4483 0.5094 

r = 3,4,5 

SE 0.8921 0.9735 0.4458 0.5099 

Bias 0.1093 0.0352 0.0467 −0.0033 

RMSE 0.8988 0.9742 0.4483 0.5099 

r = 4,5,6 

SE 0.8908 0.9698 0.4465 0.5095 

Bias 0.1267 0.0565 0.0558 0.0078 

RMSE 0.8997 0.9715 0.45 0.5095 

普通矩法 

 SE 1.1288 1.1085 0.4378 0.5463 

 Bias 2.0588 2.0349 3.2546 3.1641 

 RMSE 2.2358 2.2146 3.2849 3.1944 
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Table 4. SE, Bias and RMSE in x(F = 0.99)estimates from fitting the GEV distribution with Wakeby samples 
表 4. 基于 Wakeby 分布样本的 GEV 分布在 x(F = 0.99)时设计值的标准误差，偏差和均方根误差 

 wakeby 分布类型  WA-2 WA-3 WA-4 WA-5 

普通 PWM r = 0,1,2 

SE 1.3377 1.439 0.6359 0.7176 

Bias 0.3383 −0.3325 0.2276 −0.2714 

RMSE 1.3798 1.4769 0.6754 0.7673 

高阶 PWM 

r = 1,2,3 

SE 1.3955 1.4467 0.6701 0.7064 

Bias 0.1094 −0.0906 0.0077 −0.0826 

RMSE 1.3998 1.4495 0.6701 0.7113 

r = 2,3,4 

SE 1.3818 1.4549 0.6631 0.7118 

Bias 0.0734 −0.008 −0.0035 −0.0267 

RMSE 1.3838 1.4549 0.6631 0.7124 

r = 3,4,5 

SE 1.3699 1.4579 0.6602 0.7184 

Bias 0.0788 0.0201 0.0092 −0.0112 

RMSE 1.3722 1.458 0.6603 0.7185 

r = 4,5,6 

SE 1.3619 1.4563 0.6587 0.7228 

Bias 0.1103 0.0532 0.0297 0.0036 

RMSE 1.3663 1.4572 0.6593 0.7228 

普通矩法 
 SE 1.4533 1.4128 0.7224 0.6814 

 Bias 2.9049 2.7671 4.3491 4.142 

 RMSE 3.1258 2.991 4.3875 4.179 

 

大，其中 Bias 和 RMSE 的增幅较大。因此，蒙特卡洛试验进一步表明高阶概率权重矩法在估算 GEV 分布参数

时，具有明显的优势。但需要注意的是，可以适当的提高阶数，但不能盲目的提高阶数，当 3η > (即阶数 3, 4,5r > )
时，误差会增大。 

6. 结论 

本文根据 Wang 高阶概率权重矩法的 GEV 分布参数估计理论，研究了不同高阶 PWM 在 GEV 分布参数估

计中的应用，并以黔北地区五家院子水文站和江滨水文站的年最大洪峰流量序列为例，分别用普通 PWM、普通

矩法和高阶 PWM 估计 GEV 分布参数值，最后通过蒙特卡洛试验对三种方法的 SE、Bias 和 RMSE 进行分析。

结果表明，随着概率权重矩阶数的提高，GEV 分布曲线与年最大洪峰流量中的大中洪水段点据拟合越好，而矩

法在大中洪水段偏离较大。蒙特卡洛试验表明，高阶 PWM 法(当 3,4,5r = 时)计算出的不同重现期洪水设计值的

SE、Bias 和 RMSE 较小，与常用的普通矩法、普通 PWM 法相比，高阶概率权重矩法具有较高的精度，能够在

GEV 分布参数估算中加以应用。 
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