
Mechanical Engineering and Technology 机械工程与技术, 2019, 8(5), 354-364 
Published Online October 2019 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/met 
https://doi.org/10.12677/met.2019.85041  

文章引用: 吴东庆, 高健, 肖正涛. 基于离散微分几何的 3D 网格模型分析进展综述[J]. 机械工程与技术, 2019, 8(5): 
354-364. DOI: 10.12677/met.2019.85041 

 
 

Review on 3D Mesh Model Analysis  
Based on the Discrete Differential  
Geometry 

Dong-Qing Wu1,2, Jian Gao1*, Zheng-Tao Xiao1,3 
1State Key Laboratory of Precision Electronic Manufacturing Technology & Equipment, Guangdong University 
of Technology, Guangzhou, Guangdong 
2School of Computational Science, Zhongkai University of Agriculture and Engineering, Guangzhou, Guangdong 
3School of Electro-mechnical Engineering, Guangdong Polytechnic of Industry and Commerce, Guangzhou, 
Guangdong 

 
 
Received: Sep. 19th, 2019; accepted: Oct. 4th, 2019; published: Oct. 11th, 2019 

 
 

 
Abstract 
The analysis of 3D models has become a hot topic in computer graphics research in recent years. 
Aiming at the application problems of mesh denoising and smoothing, mesh parameterization and 
non-rigid registration in the field of discrete differential geometry, this paper reviews the litera-
ture on the application of discrete differential geometry theory in analysis, mathematical model-
ing and algorithm design in recent years, and introduces the research progress of discrete diffe-
rential geometry in the field of 3D model analysis. The difficulties and possible research directions 
in the future are summarized. 
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摘  要 

3D网格模型的分析越来越成为近年来计算机图形学研究的热点问题。文中针对3D网格模型分析领域内

的网格去噪平滑、网格参数化以及非刚性配准等应用问题,评述和回顾近年来应用离散微分几何理论进行

分析、数学建模和算法设计的文献，介绍离散微分几何在3D模型分析领域的研究进展，并对相关问题难

点和未来可能的研究方向进行了归纳和总结。 
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1. 引言 

长久以来，3D 网格模型分析是数字制造、逆向工程、医学、生物研究以及动画工业领域中广泛存在

的难点问题。在微分几何中，可以将 3D 模型视为一个嵌入 3
 的二维流形，并根据流形在空间里内蕴的

信息来研究分析 3D 模型，进而推导相关算法[1]。这种基于流形的抽象，使研究者更容易发现和把握 3D
模型的内在规律性。3D 模型的采集都是采用离散化的方式进行，因此基于面网格、体网格的描述是 3D
模型在计算机里表达的主流形式。微分几何里的各种算子，从本质上刻画了网格顶点与邻接顶点、网格

面片与邻接面片的差异值与差异变化率，整体或者局部的几何、拓扑性质。这些算子既有内蕴也有外蕴

的，并且具有与坐标系、大小和比例无关的性质，非常适合用于对 3D 模型进行整体或者局部分析的研

究。 
微积分中的一阶导数(偏导)、二阶导数(偏导)对于分析曲线、曲面形状，包括极大极小值，拐点、拟

合、插值以及样条等问题等起到至关重要的作用。微积分的诞生是和欧氏空间里的曲线、曲面研究紧密

相连的，但随着更一般的空间——流形的发现，欧拉(L. Euler)、蒙日(G. Monge)、嘉当(Élie J. Cartan)和
黎曼(G. F. B. Riemann)等人将微积分推广到流形上。他们运用数学分析的理论在无穷细分的范围内略去

高阶无限小，从而将一些复杂的非线性的函数关系变为线性的，由此衍生出流形上的一系列离散微分算

子，在 3D 模型研究中发挥着基础性的作用[2] [3] [4]。在机器学习炙手可热的今天，很多研究者力图从

微分几何算子的特征值以及特征函数(Eigenfunction)的角度来提取 3D 模型的内蕴信息，从而提升深度学

习神经网络的训练速度以及和网络泛化能力[5] [6] [7] [8]。 

2. 离散微分几何的理论框架 

微分几何中的许多重要概念可以借助外微分形式(Differential form)来简洁地表示。例如在网格中的点，

在外微分里被称为 0-形式，线段为 1-形式，面片为 2-形式，以及基于 Stockes 定理，将外微分与积分完

美地联系起来[9]。3D 模型中引入离散微分几何理论表示为很多问题的解决提供了崭新的视角，与其他方

法相比，该方法是建立在坚实的数学基础上，在一些问题的求解中，可以得到问题的闭式解(closed-form 
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solution)，并在全局上保证解的收敛性和稳定性，得到的结论及其应用效果在不计其数的场景下得到充分

验证。离散微分几何涉及了一系列的概念和算子，下面简要介绍相关术语及其数学定义。 

2.1. 基本概念 

网格：是连续 3D 模型的离散形式，任何一个网格都可以用三元组来表示为 ( ), ,V E F= ，其中的

V 是点集 { }3 |1i VV v Ni= ∈ ≤ ≤ ， VN 表示点的个数，每个 iv 对应着中的一个顶点；其中的 E 为边子

集 ( ){ }, | , ,i i j i jE e v v v v V i j= = ∈ ≠ ；F 是面子集 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , | , , , , , , , ,i j k m i j n j k l k i m n lE f v v v e v v e v v e v v e e e E= = = = = ∈ 。 
退化网格：在中出现有重合的点，线、面的情况，即 , 0i ji j v v∃ ≠ − =  (重合点)或者 iv  , ,i ji j e e∃ ≠

的两对端点重合，或者 , ,i ji j f f∃ ≠ 的两组端点重合的情况，将严重影响网格上微分算子的计算精度。一

般情况下都要删除或者合并重合的顶点、边或面。 
场：现实系统中温度、压力、密度、速度等物理量在空间内的分布状态，而在 3

 中任一个坐标分量

也可以视为场。 
网格上的标量场：在上任意一点，如果存在标量函数 3: →u  满足 ( )i iu v= u 。为了便于微分 

计算，常常用分段线性基函数族{ }jδ 对 u进行分解，并表示为 ( ) ( )i i j
j

v u vδ= ∑u 。其中{ }jδ 满足当 j 恰好 

落在 iv 时 1jδ = ，在其他地方 0jδ = 。而 v 的三个坐标 ( ), ,x y z 正好就是三个标量场，当然也可以拓展为

温度，密度等物理量。 
网格上的矢量场：在上如果存在矢量函数 w ，满足在任一三角面片 if 内部取值都是常值矢量 iw ，

则称 w 为定义在上的矢量场。 

2.2. 算子 

网格上的微分算子：3D 分析中为了把握形状的特征，发现其内在本质，常常会用到定义在网格上的

微分算子。具体包括有梯度算子∇u、散度算子∇×w 和旋度算子∇⋅w 以及拉普拉斯算子 ∆。 
梯度算子∇u：在上任意一个三角片 f 内一点 v 的梯度定义为 

( ) ( ).i i
i

v u vδ∇ = ∇∑u                                     (1) 

上式中的 1v 处基函数的梯度为一个在 f 上的向量 ( )1 2 3
1

2 f

v v
A

δ ⊥∇ = − ， fA 为 f 的面积，⊥表示为 1v 的 

对边 ( )2 3,v v 逆时针旋转 90 度方向。梯度在几何上表示为 f 在边 ( )2 3,v v 上的高。 
散度算子∇⋅w ：作用于矢量 w 的算子，定义为： 

( ) ( )
( )

: ,
j j

j f i
i f j i f

f v
v A f δ

∈

∇ ⋅ = ⋅∇∑w w
N

                          (2) 

其中 ( )f iN v 表示以 iv 为顶点的三角面片集合，
jfA 表示 jf 的面积， ( )jfw 表示 jf 内的矢量，

ji fδ∇ 表示

iv 处的基函数在 jf 的梯度。 
拉普拉斯算子 ∆：是作用于标量场 u的二阶微分算子，定义为梯度的散度： 

( ),ij i j
j i

u uω
∗∈

∆ = ∇ ⋅∇ = −∑u u                              (3) 

其中 *j 表示以 iv 为中心一阶邻域的顶点集合的下标，(3)中权重 ijω 的选取有如下四个方面的要求：(1) 对 
称性条件 ij jiω ω= ；(2) iff

ij vv N∈ 时 0ijω ≠ ；(3) 归一化条件
*

1ij
j i

ω
∈

=∑ ；(4) 非负条件 i j∀ ≠ ，都有 0ijω ≥ 。
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在满足上述条件下，根据不同的问题 ijω 可以采用多种形式。例如[10]采用余切形式
cot cot

2
j j

ij

α β
ω

+
= ， 

,j jα β 分别表示边 ( ),ij i je v v= 在相邻两个三角形的对角。该算子的几何意义是描述空间顶点与邻域顶点的 

函数值的均值差异。基于该算子，可以求出平均曲率 ( ) ( )1
2i iH v u v= ∆ 。很多物理规律如泊松方程、波 

动方程、Navier-Stokes 方程等，都以拉普拉斯算子来表示的。该算子推广到黎曼流形上被称为

Laplace-Beltrami 算子(LBO)。基于 LBO 设计的各种三角网格算法已经得到的广泛的应用。例如： 
热传导方法：温度场随着时间变化的物理方程是热传导方程，也可以视为拉普拉斯算子的泛函推广。

如 ( ),u x t 表示曲面上某一点 x 在 t 时刻的温度分布函数，则热传导方程为： 

( ), 0.u x t
t
∂ ∆ − = ∂ 

                                     (4) 

方程的解为 ( ) ( ) ( )0, , dt
M

u x t h x y u y y= ∫ ，y 是对 x 有影响的顶点， ( ),th x y 作为热核的含义是指它表

示 
了 x 受 y 的影响程度。对 ( ),th x y 进行特征分解得到： 

( ) ( ) ( )
0

, e ,it
t i i

i
h x y x yλ φ φ

∞
−

=

= ∑                                (5) 

其中 ,i iλ φ 分别为 ∆算子作用于标量场后对应的矩阵的第 i 个特征值和特征向量。基于热传导方法的各向

异性热核方法，可以应用在网格修复、网格切割、测地线计算、多尺度特征提取领域[11]。 

3. 基于离散微分几何的 3D 模型分析 

自上个世纪九十年代以来，3D 模型分析领域的热点问题包括：3D 形状的参数化、纹理计算、去噪

光滑、聚类分析、配准、自动识别以及差异评价等等。围绕这些分析问题，出现了大量的基于离散微分

几何基础理论的实用算法。由此，很多基于全局或者局部最优化的复杂非线性计算过程都可以统一到离

散微分理论框架下来。本文选取最典型的三个问题，即网格去噪光滑、网格参数化以及非刚性配准问题

来展开评述。 

3.1. 网格去噪光滑 

有限元模拟分析中的关键问题是求解连续性方程、动量方程以及能量方程问题，求解的精度和收敛

性受到网格生成质量的极大影响。随着研究涉及的形状及其边界条件越来越复杂，围绕 3D 模型的去噪

光滑过程中，保持网格模型特征的优化问题，吸引了越来越多研究者的关注。 
网格数据(包括顶点的坐标本身)可以视为一种分布在曲面上的信号，一般来说，尖锐特征和噪声属于

高频分量。而很多特征信息和噪声无论是直观上或是本质上是模棱两可的，因此，处理好去噪和保持特

征二者之间的平衡，是一个棘手的问题。最早出现的拉普拉斯光顺法通过计算每个顶点的拉普拉斯坐标，

然后按照一定的规则移动顶点，使得网格的分布更为均衡，但往往会导致网格萎缩进而体积变小的问题

[12]。文献[13]将曲面坐标视为信号输入，将离散傅里叶分析理论应用于离散曲面的网格光顺问题。Taubin
等人首先将原始信号变换到 Laplace 算子的特征向量空间，然后过滤掉高频部分(噪音)，保留低频部分(形
状)，从而实现网格光顺的目的。具体方法是首先将(3)写为如下矩阵形式： 

,∆ = −u Ku                                          (6) 

其中 u为(3)中的标量函数 u的离散形式，为一个 VN 维的列向量， ∆作用于 u相当于 u左乘对称矩阵 K 。
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K 中的元素 ijk ，只有当 ,i jv v 恰好有邻接关系，才不等于零。 K 是一个实对称矩阵，因此是半正定的，

进而可求出其特征值与特征向量为{ }iλ 和{ }iϕ 。之后设计低频的过滤器 ( )h K 迭代 N 次来过滤原始信号 u
中不需要的部分。 

( ) .NN h=u K u                                      (7) 

针对传统高斯过滤器存在褶皱的问题，Taubin 定义了新的滤波器 ( ) ( )( )1ih λ µ= − −K I K K ，其中引

入了新的阻尼因子 iµ λ< − ，达到在过滤频率接近 iλ 的信号的同时进行补偿，避免了褶皱的问题。 
文献[10]在 Taubin 研究的基础上，将频谱过滤方法扩展到非正则网格，并基于共轭梯度求解器来解

决数值计算的稳定性问题。文献[14]针对过度平滑化的问题，提出一种将网格法线非线性扩散的综合评价

方法，来达到保持网格原有外形特征的目的。文献[15]提出了一个分两阶段去噪平滑网格数据的方法，并

在第二阶段采用了基于边权值的 Laplace 算子来计算其微分坐标的算法。上述算法属于各向同性扩散类的

平滑算法，相关的研究包括[16] [17] [18] [19]。 
针对各向同性算法容易造成特征丢失的问题，近年来的研究主要集中于各项异性的算法。例如通过

法向与坐标结合的方法[20]，还有基于自适应尺度特征来增强信号的平滑各向异性滤波器[21]。近 5年来，

比较流行的方法是用数值方法求解平滑网格的扩散方程方法(diffusion equation) [22]。然而，这些方法使

用的离散格式往往会受到数值不稳定性和不精确性的影响。在有限元分析中，网格的质量对分析效果起

到很大的作用，研究高效率、鲁棒而且能保持曲面完整性以及连续性好的网格优化算法是很多研究者的

追求目标。文献[23]基于 Laplace-Beltrami eigenfunctions 提出了一个曲面平滑框架，具体是通过研究 Green
函数各向同性传导方程中包括有 Laplace-Beltrami 算子的线性组合的特点，得到其展开形式进而达到构造

热核(heat kernel)平滑的目的。Wei 等人[24]针对形体本身的相似性，将网格去噪问题转换为一个低秩矩阵

的修复问题，提出了一个分片分层的噪声过滤方法。Liao [25]等人引入二阶 Laplace 算子以及推广了

Giaquinta–Hildebrandt 算子，进而求出算子的特征函数(eigenfunction)，用于捕捉曲面的凹凸特征，并应用

于网格平滑处理。 
文献[26] [27]针对非凸网格和非平面网格上 LBO 的构造方法问题，从黎曼流形度量出发，给出了任

意多边形网格上离散 LBO 的构造方法。文献[28]将半离散 LBO 定义为四边形网格上离散 LBO 的极限，

并证明了该网格收敛于半离散曲面。 
总体看来，既往文献都取得不错的去噪平滑效果，但由于不同场景对于形状特征的定义和程度不尽

相同，因此没有任何一个方法能够对所有类型的噪声有效。离散 LBO 算子在平滑算法中起到基础性作用，

目前的研究热点主要是围绕如何构造收敛性更好、能保持原有模型尖锐特征而且适应性更强的权重矩阵

的目标来开展。目前看来，围绕多边形网格以及非平面网格的热传导方程 Heat kernel 方法以及是近年来

的研究热点。 

3.2. 网格参数化 

很多在复杂网格上直接执行的优化运算或者统计计算，往往存在计算量大而精度不稳定的问题。但

如果能转换到简单的参数域上执行,将有效地提升计算的精度和效率。网格曲面参数化就是将 3D 曲面网

格与平面参数域 2U ∈ 之间建立一一映射 : UΨ → 。 
网格参数化在生产实践中具体的应用包括制造业中的加工排料、刀具路径设计以及真实感纹理坐标

生成等问题，另外在虚拟肠镜、脑皮层 CT 等问题也有广泛的应用[29]。根据问题背景的不同，网格参数

化方法可分为四大类：均匀参数化映射、保角映射、保面积映射以及保特征映射。无论是哪种参数化方

法，都要求参数域上的网格与前面上的网格在拓扑上是同构的，而且要确保某种意义下几何量的差异最
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小化。我们主要讨论应用了基于离散微分几何理论的 Dirichlet 能量和 Circle packing 参数化方法，这两种

方法也是近年来比较热门的方法。这些方法都是基于能量最小化的思路来设计的，即根据问题域需要定

义出合理的变形能 ( ),E U 。 
(1) Dirichlet 能量方法的网格参数化 
文献[30]讨论了网格是满足闵可夫斯基泛函条件(旋转平移不变性、连续性、可加性)的几个内蕴几何

量：面积、欧拉示性数(Eulogy)以及边界周长，提出了给定顶点的一环邻接三角面片的变形能量的定义： 

( ) ( ) ( ) ,i A i iE v E v E vχλ µ= +                                 (8) 

其中 ,λ µ 为待定常数， AE 为面积的变形能量定义为 Dir ichlet 能量，其可能的最小值满足面积 
1 d d
2A u v

M

E f f u v≥ ×∫ . 

( )
*

2
cot .A i ij i j

j i

E α
∈

= −∑x v v                                (9) 

Eχ 为欧拉示性数的变形能量，定义为： 

( )
*

2

2

cot cot
,ij ij

i i j
j i i j

Eχ

ξ ζ

∈

+
= −

−
∑x p p

v v
                          (10) 

其中符号的含义如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. A ring on a mesh mapped to a ring on a plane domain 
图 1. 网格上的一环映射到平面域上的一环 

 
为了求出使得 ,AE Eχ 取得极小值的 ip ，可以分别求出偏导为零的点来讨论，即存在(11)成立。 

( )
*

cot cot 0A
ij ij i j

i j i

E
α β

∈

∂
= + − =

∂ ∑ p p
p

                      (11) 

可以看出，(11)就是前文中的 ∆作用于平面域 U 上坐标值在上的标量场。 
同理也可以给出求 Eχ 驻点的等式： 

( )
*

2

cot cot
0ij ij i j

i j i i j

Eχ ξ ζ

∈

+ −∂
= =

∂ −
∑

p p

p v v
                      (12) 

综上，将(11)，(12)以及边界条件(可以是固定边界或者是 Neumann 边界)的约束联立线性方程组，就

可以求出 U 上对应的 { }i=P p 。 
(2) Circle packing 的网格参数化 
Thurston 首先提出了用一系列变化的圆来近似从平面到单位圆盘的黎曼映射，从而实现网格到平面

的保角映射[31]。文献[32]提出一种新的构造任意拓扑面网格到平面的离散共形映射的方法。该方法是基
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于圆模式(Circle packing)，即每个三角面与一个圆相对应，按照预设的夹角来调整圆的半径来达到保角映

射的目的。该方法相对于调和映射有两方面的优势：1) 支持自然边界条件和规定的曲率控制边界形状的

边界；2) 该解是基于作为函数的凸能量，用简单的显式表达式表示对数半径变量梯度和 Hessian 矩阵，

因而更为稳健和高效。 
顾险峰等人[33]研究具有 circle packing 度量的网格，思路是先计算每个顶点的高斯曲率

ivK 和预设高

斯曲率
ivK 后，找到一个新的 circle packing 度量 ( ),Γ Φ ，即新的圆心及其半径的集合，使其诱导的曲率等

于设定的高斯曲率，定义离散 Ricci 流方程为： 

( )d
,

d i i
i

v v iK K
t
γ

γ= −                                      (13) 

其中 iγ 是 iv 处圆的半径。令 eγ = 代入(13)，两边积分可以得到如下积分方程。 

( ) ( )0
d .

i i

u
v v i

i
F u K K u= − −∑∫                                 (14) 

上述方法仅适用于圆盘拓扑结构的网格，对于更复杂的拓扑结构，需要多次分割环柄至模型的拓扑

变为圆盘拓扑，才能做后续的 Circle packing。 
综合近年来的相关文献，可以看出网格参数化主要存在如下难点问题：一是绝大多数方法都需要人

工干预；二是从高亏格、拓扑复杂的网格模型中如何自动分割为高质量的粗分片的问题；三是面临不可

展曲面时，如何自动生成合理的奇异点的位置以及数量，在简单参数域的前提下尽可能地保长度、保特

征的参数化结果。 
笔者认为，未来要结合具体领域问题的参数化目标来研究相关的离散微分几何理论(例如算子频谱以

及逼近理论等)，平衡好全局参数化和局部参数化方法的优缺点，才可能取得显著的突破。 

3.3. 非刚性配准 

3D 刚性配准问题是指同一个实体在不同坐标系下采集得到的两个 3D 模型，经过刚体变换到同一个

坐标系的同样姿态。这类算法是目标识别，误差估计算法的上游算法，具有广泛的应用意义，实现的算

法也非常多。一般的分类如图 2： 
 

 
Figure 2. Classification of registration algorithms 
图 2. 配准算法的分类 

 
非刚性配准问题，从微分几何角度来看是讨论所有以原点为中心，单位化的所有曲面构成的空间 S

中的两个微分同胚(diffeomorphism)的曲面 1 2,S S S∈ 的映射问题。其中 1S 经过保形的旋转变换 ( )3SO∈ ，

并重新参数化算子 γ ∈Γ后得到曲面 ( )2 1S S γ=  与 1S 在某种度量 d意义下的距离达到最小。即抽象为

如下的优化问题： 

( )
( )

( )* *
1 2

3 ,
, arg min , ,

SO
d S S

γ
γ γ

∈ ∈Γ
= 




                              (15) 
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其中的函数 ( ),d ⋅ ⋅ 是空间 S 中任意两个曲面之间相似度的距离。如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Transitional deformation between two models 
measured by geodesic lines, extracted from Figure 7.2(c) 
in reference [1] 
图 3. 测地线度量下的两个模型之间的过渡变形，摘

自文献[1]中的 Figure 7.2(c) 
 

图 3中的最左侧黄色的人体曲面 1S 从初始的经过一系列中间的曲面过渡到最左侧弯腰的人体曲面 2S 。

每一个形状的参数化可以用 { }1

m
iθΘ = ， 2 3:iθ →  ， 1 1Sθ = ， 2 2Sθ = ，而且 ( ) ( ) ( )1 1i i iS S Sθ θ ϑ− −= + ，

其中 ( ) 3
1 :i S Dϑ − →  是一个向量。因此，当 m →∞时，Θ可视为一条连续的参数曲线 [ ]: 0,1 SΘ → ，其

中 ( ) ( )1 20 , 1S SΘ = Θ = 。其长度 ( )L Θ 为： 

( ) ( ) ( )1 1 2

0
, d .L τ ττ τ τΘ = ∇ Θ ∇ Θ∫                            (16) 

在(16)中的内积算子
1 2,⋅ ⋅ 是根据具体的空间度量来定义的，作用是测量梯度的模长。 ( )L Θ 最优化

的结果是在
1 2,⋅ ⋅ 度量空间内找到 ( )0Θ 到 ( )1Θ 的最短路径，即测地线(Geodesic distance)。综合(15)，(16)，

可以将非刚性配准的问题抽象为如下优化问题。 

( ) ( ) [ ]
( )
( ) ( )

( )
1

1

*

: 0,1, 3
0 ,
1

arg min min .
SD SO

S
D S

L
γ

γ

Θ →∈ ×Γ
Θ =
Θ =

 
  Θ = Θ 
 
  

,
                            (17) 

上式中包含两个优化的步骤，首先进行的优化是在 S 中找到从 1S 过渡到 ( )1D S γ 的测地线长度最短

的路径；然后找到最优的旋转矩阵 ( )3SO 以及参数化路径 γ ，使得 1S 的各部分与 2S 的距离尽可能靠近。 
围绕上述两个优化步骤中的度量，衍生出一系列的研究。例如相似微分同胚变换、球域上的微分同

胚变换以及莫比乌斯同胚变换。在文献[34]中，Rueckert 等人研究人体器官的非刚性配准问题，提出了基

于边缘熵度量体素相似度计算方法。文献[35]研究机械手抓取知识迁移问题，进而预测机械手的下一个运

动位置，基于高斯混合模型(GMM)构建了一个非刚性配准的度量函数。文献[36]研究高精度导航技术中

的全球导航卫星系统点云数据与移动激光扫描点云数据的非刚性配准问题，将相邻时刻采集的场景特征

点集与最近点迭代算法结合，构造了刻画配准误差的能量函数，进而最小化能量函数得到预测的导航轨

迹。文献[37]研究胎儿脑组织体积测量中的 MRI 成像校正问题，基于 Laplacian 方程提出基于颅骨切片的

非刚性配准脑组织成像校正方法。另外，还有很多的研究是围绕具体领域问题中能量最小化过程中，度

量函数的构造、权重来展开[38] [39] [40] [41] [42]。另外值得关注的是近三年来，基于各种微分算子的频
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谱结构的配准算法越来越受到重视[43] [44] [45]。 
近年来的算法在处理异常数据较少、特征多的网格方面都有较好的实验结果，但对于重叠度较低或

者低质量数据方面则效果不甚理想。处理噪声数据方法主要有基于 RANSAC 的方法、基于非参数插值的

方法[46]以及禁忌图查找配准[47]等。文献[48]基于特征点之间的拓扑关系保持相对稳定的事实，提出了

一种非刚性配准方法。 
与刚性配准相比，非刚性配准面临的问题更为复杂，特别是重叠度低，弹性变形程度高的 3D 模型，

无论何种方法，需要更多的人工干预。鉴于深度学习在人脸识别方面取得巨大的成功[5] [49]，笔者认为

基于特定 3D 模型分析领域的数据训练集，将离散微分几何理论、最优传输理论[50] [51]与深度神经网络

相结合，设计更为合理的特征最优传输算法，将可能研究出鲁棒性更好、精度更好的算法。 

4. 总结 

本文介绍了离散微分几何的理论框架，及其在网格去噪、网格参数化以及非刚性配准领域的应用研

究现状，并对经典算法进行归纳总结。离散微分几何理论框架是基于坚实的数学理论提出来的，其中的

算子是直接在离散空间上有严格的数学定义和较为成熟的数学分析方法为支撑，而不需要经历从连续空

间到离散空间的转换。本文内容涵盖当前 3D 网格分析领域中涉及离散微分几何的一部分热点研究方向，

讨论了该领域研究工作的进展和未来有待解决的问题。目前随着 3D 数据应用领域空前扩大，采集成本

越来越低，点云的采集速度越来越快，网格数据容量也急剧膨胀，可以预见未来对这 3D 模型的精准、

高效处理任务也会越来越有挑战性。 
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