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Abstract 
Hydraulic systems are widely used in various engineering manufacturing. Elastic modulus is an 
important physical parameter of hydraulic oil, which accurately measures the elastic modulus and 
variation of oil. It is of great significance to the development of hydraulic systems in the industry. 
In this paper, the law of oil elastic modulus with pressure change is studied, and the prediction 
model of oil elastic modulus with pressure change based on error compensation is established. 
Based on the relationship between the elastic modulus and pressure of a certain oil, the prediction 
model of the oil elastic modulus based on the error compensation and the prediction model of the 
oil elastic modulus with the pressure change prediction model are compared and analyzed, and 
effectiveness and accuracy of the model are further verified. The model is used to predict and 
analyze the elastic modulus with pressure change data, and the simulation results show that the 
elastic modulus increases with the increase of pressure. And the growth rate is getting bigger and 
bigger. The model established in this paper can better fit and predict the change of data, and ac-
curately obtain the change of elastic modulus with pressure. It provides a theoretical basis for the 
application and research of hydraulic system hydraulic oil. 
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摘  要 

液压系统广泛应用于各个工程制造之中。弹性模量是液压油的一个重要物理参数，精确地测量油液的弹

性模量值和变化规律。对液压系统在工业中的发展具有十分重要的意义。本文通过对油液弹性模量随压

强变化的规律进行研究，建立了基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型。利用某油液弹性模

量和压强关系数据，将基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型和油液弹性模量随压强变化预

测模型进行预测结果误差比较分析，进一步验证了模型的有效性和精确性。再利用该模型对弹性模量随

压强变化数据进行预测分析，通过计算机模拟仿真实现，结果表明，弹性模量随压强的增加而呈现增加

的趋势。并且增速越来越大。本文所建立的模型能够较好地拟合和预测数据的变化，精准地获取了弹性

模量随压强的变化值。为液压系统液压油的应用和研究提供了理论依据。 
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1. 引言 

液压系统广泛应用于工程制造中，目前我国液压技术缺少技术交流，液压产品大部分都是用国外的

液压技术加工回来的，随着振兴国产液压系统技术的发展近几年国内液压技术有很大的提高。弹性模量

是液压油的一个重要物理参数，它随压力、温度、含气量以及油液的类型的变化而变化，是一个很难确

定的变化量，一直以来是液压系统建模分析的软参数。在液压系统的设计研究中，油液体积弹性模量直

接影响液压固有频率和阻尼比，即影响系统的快速性和稳定性。在实际设计分析中通常将液压油有效体

积弹性模量视为一个常量，对于分析要求不高的场合，这种简化对分析结果的影响并不显著，但对于高

精度、高动态响应和高稳定性的电液控制系统，将产生误差得不到准确的结果，从而影响液压系统设计

及其参数的确定[1]。因此，精确地测量获取油液的体积弹性模量值、揭示液压油体积弹性模量的变化规

律、分析弹性模量对系统特性的影响规律已经成为进一步提高液压系统性能的基础。对液压系统在工业

中的发展和经济社会的发展具有十分重要的意义[2]。 
本文通过对油液弹性模量与压强变化关系的研究，建立了一种基于带参数的油液弹性模量随压强变

化预测模型，精确地测量获取油液的弹性模量、揭示液压油弹性模量随压强变化的变化规律。通过对原

始数据进行拟合，并对其进行预测精度检验，再对油液弹性模量随压强变化进行预测分析，从而获得其

变化规律的精准预测的实用方法。 

2. 基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型建立 

2.1. 油液弹性模量随压强变化预测模型 

燃油的压力变化量和密度变化量成正比。比例系数为
( )E P
ρ

 [3] [4]。弹性模量 E 有关。本文通过对 

压力变化量和密度变化量的分析，建立弹性模量随压强变化模型如下： 
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( ) pE p keλ=                                      (1) 

由此关系建立压力变化量 P∆ 与密度变化量 ρ∆ 关系模型： 

( )
d d d

E P
P k ρ ρ

ρ
= =                                  (2) 

又比例系数为
( )E P
ρ

，进而推导出压力变化量和密度变化量的关系式： 
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最终得出压强 P -密度 ρ 模型为： 
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2.2. 基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型 

通过对上文油液弹性模量随压强变化预测模型的研究以及对压力变化量和密度变化量的分析，针对

于不带参数的压力变化与弹性模量预测模型的拟合程度差、预测效果差等问题进行修正，引入误差项，

建立带参数的压力变化与弹性模量预测模型如下，其余部分与上文模型相同。 

( ) pE p keλ ε= +                                    (5) 

3. 模型检验 

3.1. 油液弹性模量随压强变化预测模型检验 

本文通过微分方程的数值解法和利用 MATLAB 软件模拟仿真分别对本文模型进行有效性和精确性

的检验。根据 2019 高教社杯全国大学生数学建模竞赛 A 题的数据[5]，对所给出的弹性模量与压力关系

变化数据进行模拟仿真和预测分析，得到如图 1 所示： 
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Figure 1. Curve of elastic modulus as a function of pressure 
图 1. 弹性模量随压强变化的曲线图 
 

由图 1 可知，弹性模量随压强变化的趋势是一个递增指数型函数，与本文所建立的弹性模量与压力

模型 ( ) pE p keλ= 的指数增长趋势和效果相似。两者均为指数递增的趋势。做出模型拟合拟合函数曲线图

像和原始数据拟合曲线图像对比，得到的图像效果如图 2 所示： 
 

 
Figure 2. Comparison of function fitting and original image 
图 2. 函数拟合与原图像的对比图 
 

从图中的拟合效果来看，拟合函数图像和原始数据图像几乎重合，所以 ( )E p 函数的表达式由此可以

确定为一个指数型递增函数，对其进行非线性函数的拟合，得到模型中的 1476.3877k = ， 0.00401λ = ，

所以更新模型为： 

( ) 0.00401*1476.3877* pE p e=                                  (6) 
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通过对压强密度模型进行求解，利用计算机模拟仿真画出模型所得到的压强 P 和时间 t 的变化图像，

如图 3 所示： 
 

 
Figure 3. Pressure vs. time image 
图 3. 压强随时间变化图像 

 
由图可知，本文选择压强为 105 MPa 的上限波动最大值，根据油液弹性模量随压强变化预测模型为

基础得到的压强时间关系能够较好的刻画出压强随时间的变化过程，但是随着时间的推移，压强的变化

出现的偏差，与现实中的理论情况相差较大。 

3.2. 基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型检验 

针对于不带参数的压力变化与弹性模量预测模型，为了使拟合函数 ( )E p 时可以达到更加精准的效果。

精准的刻画油液弹性模量随压强变化的关系，本文将函数表达式修改为 ( ) pE p keλ ε= + 时进行函数拟合，

得到的函数拟合对比图像如下图 4 所示： 
 

 
Figure 4. Comparison of original data curve and fitting curve 
图 4. 原数据曲线和拟合曲线对比图 
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由图像可知，拟合函数图像和原始数据图像完全重合，表达式 ( ) pE p keλ ε= + 的函数拟合效果非常

接近原数据，相比于不带误差补偿项的油液弹性模量随压强变化预测模型，基于误差补偿的油液弹性模

量随压强变化预测模型 ( ) pE p keλ= 有了很大的改进。所以 ( )E p 函数的表达式可以确定为一个带误差补

偿项的指数型单调递增函数，对其进行非线性函数的拟合，得到模型中的 645.37783k = ， 0.00671λ = ， 

905.596ε = 所以更新模型如下： 

( ) 0.00671*645.37783* 905.596pE p e= +                           (7) 

通过对压强密度模型进行求解，利用计算机模拟仿真画出模型所得到的压强 P 和时间 t 的图像，如

图 5 所示： 
 

 
Figure 5. Time curve of pressure after improvement 
图 5. 改进之后压强的时间变化曲线 
 

由图可知，本文选择压强为 105 MPa 的上限波动最大值，根据带参数的压力变化与弹性模量预测模

型为基础推到得到的压强时间关系能够更好的刻画出压强的变化过程，随着时间的推移，压强的变化与

现实中的理论情况吻合。因此进一步说明了本文所建立的基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测

模型的有效性和准确性。 
综上所述，当引入误差项 ε 以后，弹性模量随压强变化的预测数据图像与原始数据图形几乎重合并

处处吻合，油液的压强变化更稳定，与现实情况中相似。所以本文所建立基于误差补偿的油液弹性模量

随压强变化预测模型能够更加精确地对油液弹性模量随压强变化进行预测，并且有较好的预测效果。进

一步验证了模型的有效性和精确性。 

4. 压强变化预测分析 

针对 2019 高教社杯全国大学生数学建模竞赛 A 题[5]模量与压强变化关系数据，通过基于误差补偿

的油液弹性模量随压强变化预测模型对弹性模量随压强变化进行预测，利用压强 0~149 Mpa 的共 300 个

点建模，压强 149.5~200 Mpa 的 100 个点进行检验。并利用模型预测了压强在 200~400 Mpa 的 400 个点

的弹性模量随压强变化数据。首先利用油液弹性模量随压强变化预测模型预测得到相对误差，在通过基

于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型对其进行误差补偿，得到最终预测的相对误差，返回求

得最终预测值。由于数据过大，为展示结果其部分数据如下表 1 所示： 
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Table 1. Predicted modulus of elastic modulus with pressure 
表 1. 弹性模量随压强变化预测量 

 油液弹性模量随压强变化预测模型 基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型 

MAPE 1.395549 0.225764 

 
其中，利用计算机模拟仿真，画出基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型预测数据图如

下图 6 所示： 
 

 
Figure 6. Predicting the trend of oil elastic modulus with pressure based on error compensation 
图 6. 基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化趋势预测图 
 

图中，蓝色表示原始数据，红色表示模拟预测数据。由图 6 可知，本文所建立的基于误差补偿的油

液弹性模量随压强变化预测模型有效地模拟了压强 0~200 Mpa 的原始数据的变化趋势，并预测出了压强

200~400 Mpa 的弹性模量随压强变化数据。根据表 1 中数据，油液弹性模量随压强变化预测模型的 MAPE
为 1.395549。基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型 MAPE 为 0.22576。说明后者所建立的

模型的误差更小，能够更加有效地对弹性模量随压强的变化进行预测，验证了模型的准确性，说明对于

弹性模量随压强变化数据，使用基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型对其进行模拟预测，

具有更高的精确度与可信度。 
由预测数据结果显示，随着压强的不断增加，油液弹性膜量呈指数型持续增加趋势。并且增速不断

加快。 

5. 总结 

本文通过所建立的基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型对 2019 高教社杯全国大学生

数学建模竞赛 A 题[5]弹性模量随压强变化数据处理和预测，并对其进行结果分析，总结如下： 
1) 通过检验比较图和误差数据，可以看出，相对于油液弹性模量随压强变化预测模型，基于误差补

偿的油液弹性模量随压强变化预测模型的补偿作用明显，平均相对误差 MAPE 较小，其误差收敛，曲线

波动大小更加稳定和合理化。 
2) 由油液弹性模量随压强变化趋势预测图可知，基于误差补偿的油液弹性模量随压强变化预测模型
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精准地模拟了原始数据的变化趋势，有效地预测了弹性模量随压强的变化趋势。随着压强的不断增加，

油液弹性膜量呈指数型持续增加趋势。并且增速不断加快。 
3) 合理地掌握弹性模量对系统特性的影响规律将进一步提高液压系统的性能，本文通过基于误差补

偿的油液弹性模量随压强变化预测模型精准地模拟和预测了弹性模量随压强的变化趋势。在今后可将此

模型用于油液弹性模量随压强变化的问题之中。为液压机的研究和发展提供了理论依据。 
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